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II A 10.    THEORIE  DER  KUGELFirnKTIONEN 

UND  DER  VERWANDTEN  FUNKTIONEN, 
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I.   Defiuition  der  allgenieiuon  Kugelfimktion. 

1.  Definition  der  allgemeinen  Kugelfunktion  mit  zwei  Ver- 
änderlichen. Die  Theorie  der  Kugelfuiiktionen  einer  Veränderlichen, 
der  einfachen  Kugelfunktionen,  ist  von  A.  31.  Lefjendre  begründet');  und 
zwar  wurde  er  auf  diese  Funktionen  durch  die  Aufgabe  geführt,  die  (in 
Polarkoordinaten  ausgedrückte)  reziproke  Entfernung  zweier  Punkte 
in  eine  Reihe  zu  entwickeln.  Dagegen  sind  die  Kugelfunktionen  mit 
zwei  Veränderlichen,  die  allgemeinen  Kugelfunktionen,  zuerst  von 
P.  8.  de  Laplace  untersucht^).  Der  Name  „Kugelfunktionen"  endlich 
rührt  von  C.  Fr.  Gauss  her  ^).  Da  die  zuerst  genannten  Funktionen  nur 
einen  Spezialfall  der  Laplaceschsn  Funktionen  darstellen,  so  stellen  wir 
die  Definition  der  letzteren  voran. 

Am  einfachsten  definiert  man  die  allgemeine  Kugelfunlition  mit 
E.  Beltrami^)  als  eine  solche  homogene  Funktion  «'"  Ordnung  der  drei 
Richtungskosinus  §,  r;,  J,  die,  falls  man  |,  -q,  t,  als  von  einander  un- 
abhängig ansieht,  der  Laplace'chen  Gleichung 

genügt;    n  ist  dabei  eine  positive  ganze  Zahl.    Drückt  man  die  Rich- 
tungskosinus durch  zwei  unabhängige  Variable  %,  co  aus: 


1)  Legendre,  Sur  l'attraction  des  spheroides;  Möm.  pres.  ä  l'Acad,  par  divers 
savans,  10,  Paris  1785.  —  Über  die  Priorität  von  Legendre  gegenüber  Laplace, 
vgl.  Heine,  H.  B.  1,  p.  2.  —  Ausser  in  der  Einleitung  zu  Heines,  Handbuch  finden 
sich  historische  Angaben  bei  J.  Todhunter,  A  history  of  the  mathematical  theories 
of  attraction  and  the  figure  of  the  earth,  from  the  times  of  Newton  to  that  of 
Laplace,  2  Bde.,  London  1873. 

2)  Laplace,  Theorie  des  attractions  des  spheroides  et  de  la  figure  des  planstes, 
M^m.  de  l'Acad.  Annde  1782,  Paris  1785;  vgl.  auch  M^can.  cdl.  2  und  5. 

3)  Götting.  Gelehrte  Anzeigen  1828;  vgl.  Gauss    Werke,  6,  p.  648. 

4)  E.  Beltrami,  Sur  la  theorie  des  fonctions  sphöriques,  Par.  C.  R.  116 
(1893),  p.  181.  —  Vgl.  auch  M.  Hamburger,  Arch.  Math.  Phys.  (3)  2  (1901), 
p.  43—48. 
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I  =  cosc3)/l  —  t,^ ,    f]  =  sino3]/l  —  §^, 
so   ergiebt  sich  für  eine  heliebige  Funktion  9   aus  den  Beziehungen 
zwischen  ihren  Ableitungen  nach  t,  a  einerseits  und  nach  5,  ^,  ^  an- 
dererseits die  Gleichung: 

(a)  A9.  -  F(g,)  -  F[F(cp)]  = ^+  I^^li' 

wobei  F{cp)  =  ?  II  +  ^  H  +  S  g| 

ist.  Hat  nun  9  die  durch  die  obige  Definition  geforderte  Eigenschaft, 
so  geht  die  linke  Seite  von  (a)  in  — n(n  -\-  l)q)  über,  und  man  er- 
hält für  die  allgemeine  Kugelfimktion  n^"  Ordnung  die  Differential- 
gleichung: 

oS  '     1— rCM*      \         \        i        J-r 

oder,  wenn  g^cos^  gesetzt  wird: 

Sind'         ^0-  '     sm^'S' g(B*    \        \       \       j-r 

Gewöhnlich  bezeichnet  man  die  allgemeine  Kugelfunktion,  die  auch 
ia^'Zace'sche  Funktion  genannt  wird,  mit  Y^{%',  ra).  Übrigeus  lehrt  die 
Gleichung  (a),  dass  der  Ausdruck  rechter  Hand  eine  Differentialinvariante 
der  Richtung  ist,  da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  beim  Übergange 
zu  einem  andern  rechtwinkligen  System  ungeändert  bleibt. 

Nimmt  man  in  der  obigen  Definition  an  Stelle  der  Richtungs- 
kosinus I,  ri,  t,  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Raumpunktes,  so  er- 
hält man  die  „räumliche  harmonische  Kugelfuuktion"  (solid  harmonic) 
von  Thomson  und  Tait^)-^  dieselbe  ist,  wenn  r  den  Abstand  des  be- 
trachteten Punktes  vom  Anfangspunkte  bezeichnet, 

r"l\{Q-,  co),  resp.  -^^^^^  Y„{?>-,  üj), 

je  nachdem  man  n  oder  —  (w  -j-  1)  als  die  Ordnung  der  Funktion 
ansieht,  ^„(■ö',  a)  selbst  heisst  bei  Thomson  und  Tait  „harmonische 
Kugelflächenfunktion"  (spherical  surface  harmonic). 


II.  Die  einfache  Kiigelfunktion  P". 

2.    Die  einfache  Kugelfunktion  P"  einer  Veränderlichen   und 
ihre  Differentialgleichung.    Ehe  wir  zur  analytischen  Darstellung  von 


5)  Vgl.  Thomson  und  Tait,  Th.  Ph.  1,  p.  156  ff. 
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y„  gehen,  betrachten  wir  den  Fall,  dass  die  Kugelfunktion  von  a  un- 
abhängig ist.  Soll  (p  ausser  von  t,  mxr  von  A  =  ")/P+  ■>j^  abhängen, 
so  ist 

Es  handelt  sich  also  darum,  diejenige  homogene  ganze  Funktion 
von  t,  und  A  zu  suchen,  die  der  Gleichung 

genügt.  Eine  solche  Funktion  aber  enthält  ausser  ganzen  Potenzen 
von  i,  nur  gerade  Potenzen  von  L  Setzt  man  weiter  Z  =  yi  —  ^, 
so  enthält  also  die  Funktion  nur  ganze  Potenzen  von  t,.  Die  Kugel- 
funktion n^"^  Ordnung  einer  Veränderlichen  ist  somit  diejenige  ganze 
Funktion  «'"  Ordnung  von  l,  die  der  Gleichung  (1)  für  den  Fall  ge- 
nügt, dass  (p  von  w  unabhängig  ist,  d.  h.  der  Gleichung: 

(2)  -"'-»H    ,      ,    j_„  „ 

^  '  Jl +  n{n  -f  1)  9)  =  0 

oder  für  t,  =  cosO': 

,   .    „  dw 

(2a)  1    _^  +  n{n  +  1)  9  =  0. 

Dass  die  Gleichimg  (2)  ein  partikuläres  Integral  besitzt,  das  eine 
ganze  Funktion  w*''"^  Ordnung  von  t,  ist,  ergiebt  sich  auch  direkt.  Da- 
mit ist  die  einfache  Kugelfunktion  bis  auf  einen  konstanten  Faktor 
definiert.  Eine  zweckmässige  Bestimmung  dieses  Faktors  ergiebt  sich 
daraus,  dass,  wenn  man  den  Ausdruck 

(3)  ^ 

nach  steigenden  Potenzen  von  a  entwickelt  (eine  Entwicklung,  die 
für  |ci:|<]l,  l^l^jl  sicher  konvergiert),  der  Koeffizient  von  «"  ebenfalls 
der  Gleichung  (2)  genügt.  Die  Kugelfunktion  erster  Art  der  Ordnung 
n  mit  einer  Variabein  kann  man  daher  mit  Legendre ')  als  den 
Koeffizienten  von  a"  in  der  Entwicklung  des  Ausdrucks  (3)  definieren. 
Der  Zusatz  „erster  Art"  soll  zur  Unterscheidung  von  der  später  zu 
besprechenden  Kugelfunktion  zweiter  Art  dienen.  Wo  kein  Zweifel 
entstehen  kann,  lässt  man  diesen  Zusatz  fort. 

Es  ist  üblich,  die  eben  definierte  Funktion  mit  P'"'(g)  oder 
P„(0  oder  auch  X„(g)  zu  bezeichnen.  Man  nennt  dieselbe  auch  „ein- 
fache   Kugelfunktion",    in   England    „zonale    harmonische  Funktion" 
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(zonal  harmonic),  oder  „einaxige  harmouische  Funktion"^).  Vielfach 
werden  dafür  auch  die  Namen  „Legendre'sches  Polynom"  oder  „Legendre- 
scher  Koeffizient"  gebraucht. 

3.  Verschiedene  Reihen  für  F".    In  esjiliciter  Daj-stellung  lautet 
die  Kugelfunktion: 

(4)  ^-a) -""".:  !^r^^ 

f^  n{n—i)  2    .    w(w-l)(w  — 2)(w— 3)         4  | 

■   \i  2-(2ra  — 1)^         "1~  2-4-(2m  — 1)(2«  — 3)  ''  ■"r 

Für  gerade  n  ist  P"(S)  eine  gerade,  für  ungerade  n  eine  ungerade 
Funktion;  speziell  ist 

P«(0  =  1,     PXÖ  =  e,     P\l)  =  f  e^-  i  etc.; 
ferner  ist 

.„  1-3-5-  ■  ■(2>i  — 1) 


P"(l)=l,      P^"'(0)  =  (- 1)" 


(2«) 


Als    homogene    Funktion    von    t,  =  cos  0-    und   ]/l  —  S^  ^  sin  &■   ge- 
schrieben, lautet  P":^) 

(4a)  P"(cos ^)  =  cos" -9-  —  ^^^^^^^  cos"-"*  sin^-S- 

,    n(n  —  l)(w  — 2)(w  —  3)         „     ,„     .    ,„ 

+  -^ „   „    ,    , cos"-**  sm** . 

'  2  ■  2  ■  4  •  4 

Von  anderen  Keihendarstellungen  sei  hier  noch  die  folgende  erwähnt, 
die  sich  schon  bei  Legendre  und  Laplace  findet: 

1    3-  5  ■  •  •(2w—  1) 


■4-6--  -(2») 


(4  b)  P"(cos9)  =  2 

■  { cos  (h  %)  +  T^r^. cos (w - 2)  *  +  ,  .,^f^^^"7^\, cos  (n- 4)  &+••■} . 

l         V       /    1    1.(2m  —  1)         ^  ^  l-2-(2w — l)(2n — 3)         ^  '  J 

(Die  Reihe  geht  für  ungerade  n  bis  cos*,  für  gerade  n  bis  cos(0  •  *), 
und  dem  Koeffizienten  von  cos  (0  •  *)  ist  der  Faktor  \  hinzuzufügen.) 
Aus  (4b)  folgt,  dass  1  der  grösste  Wert  ist,  den  P"(cos*)  für  reelle 
*  annehmen  kann. 

Die  Reihe  (4a)  lehrt,  dass  auch  in  der  Reihe  (4)  die  Koeffizienten 
der  einzelnen  Potenzen  von  g,  auf  die  kleinste  Benennung  gebracht, 
im  Nenner  nur  Potenzen  von  2  enthalten*). 

Hinsichtlich  anderer  Entwicklungen  von  P"(coS'9-),  z.  B.  nach 
Potenzen  von    sin  ^  *  oder  cos  \  *  oder  tg  ^  *  sei  auf  Heine,  H.  B.  1, 


6)  Thomson  und  Tau,  Th.  Ph.  1,  p.  175. 

7)  Vgl.  Maxwell,  Electr.  1,  p.  164  der  ersten  englischen,  p.  209  der  deutschen 
Ausgabe. 

8)  Dieser  Satz  rührt  von  G.  Bauer  her,  vgl.  dessen  Habilitationsschrift. 
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Kap.  I  verwiesen;  dort  findet  man  ferner  verschiedene  Darstellungen 
von  P''(?)  mittelst  hypergeometrischer  Reihen.  Auch  durch  Deter- 
minanten lassen  sich  die  Kugelfunktionen  ausdrücken^). 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  man,  wenn  man  die  Differential- 
gleichung (2)  oder  die  Entwicklung  des  Ausdrucks  (3)  zu  Grunde 
legt,  die  Beschränkung,  wonach  g  den  Kosinus  eines  reellen  Winkels 
bezeichnet,  fallen  lassen  und  der  Variablen  t,  ohne  weiteres  beliebige 
reelle  oder  komplexe  Werte  beilegen  kann.  Ein  beliebig  veränder- 
liches Argument  von  P"  soll  im  Folgenden  mit  x  bezeichnet  werden. 

Bezeichnet  x  eine  ungerade  ganze  Zahl,  so  ist  P^{x)  eine  un- 
gerade  ganze   Zahl,   und  sämtliche   Differentialquotienten   von    F"{x) 

sind  ganze  Zalilen^"). 


fF"{x)di 


4.  Darstellung  von  P"  als  Differentialquotient;  Wurzeln  von 
P«  ==  0.  Wie  zuerst  0.  Bodrigiies,  später  unabhängig  von  ihm  J.  Ivory 
und  C.  G.  J.  Jacobi^^)  gefunden  haben,  ist 

(5)  p>,(,-)^^_,j_,/"(^:-^)". 

^   ■'  ^   ^         2    -m!         da) 

Aus  dieser  Formel  folgt,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  P''(x)  =  0 
sämtlich  reell  sind  und  zwischen  —  1  und  -j-  1  liegen;  zugleich  er- 
giebt  sich  aus  der  Differentialgleichung  (2),  dass  alle  Wurzeln  von 
einander  verschieden  sind,  und  aus  einer  Bemerkung  in  Nr.  3,  dass 
die  Wurzeln  paarweise  von  gleichem  absoluten  Wert,  aber  entgegen- 
gesetztem Zeichen  sind.  Übrigens  sind  die  Wurzeln  über  das  Intervall 
—  1  <  a;  <  -|-  1  nahezu  gleichförmig  verteilt  ^^). 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  P"(.r)  =  0  spielen  eine  wichtige  Rolle 
in  der  mechanischen  .Quadratur.  Nimmt  man  nämlich  bei  der  an- 
genäherten Berechnung  eines  von  x  =  —  1  bis  x  =  -\-  1  erstreckten 
Integrals  zu  Abscissen,  für  welche   die  Ordinaten  berechnet   werden, 


9)  Vgl.  J.W.  L.  GMsher,  Messenger  (2)  6  (1876),  p.  49  und  K.Heim,  Gott. 
Nachr.  1881,  p.  104. 

10)  G.Bauer,  Münch.  Ber,  24  (1894),  p.  343fr.    Der  Satz  folgt  aus  einer  Reihe 

für  P''{x),  resp.  für  — ^,  die  nach  Potenzen  von  {x- — 1)  fortschreitet. — Vgl. 

L.  Gegenbauer,  Monatsh.  f.  Math.  7  (1896),  p.  35. 

11)  Eodrigues,  Corresp.  sur  l'e'cole  pol.  3  (1816),  p.  361— 385.  —  Icory,  Lond. 
Trans.  1824',  p.  91—93.  —  Jacobi,  J.  f.  Math.  2  (1827),  p.  223—226;  Ges.  W. 
6,  p.  21—25.  —  Auch  Murphy,  Treatise,  p.  7,  will  diese  Darstellung  unabhängig  von 
Jacobi  gefunden  haben. 

12)  Betreffs  der  Verteilung  der  Wurzeln  vgl.  H.  Bruns,  J.  f  Math.  90  (1881), 
p.  322—328. 
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die  M  Wurzeln  von  F"(x)  =  0,  so  erreicht  man,  wie  zuerst  Gauss^^) 
gezeigt  hat,  denselben  Grad  der  Näherung  wie  bei  der  Berechnung 
der  doppelten  Zahl  von  Ordinaten,  deren  Intervalle  gleich  gross  sind. 
Für  den  Fall,  dass  das  Argument  der  Kugelfunktion  zwischen 
—  1  und  -)-  1  liegt,  lässt  sich  die  Kugelf uuktion  auch  folgender- 
massen   darstellen^*):     Sind   x,  y,  z   die   Koordinaten   eines   Punktes, 


r  =  Yx^  -\-  if  ^  s^,     £  =  7 ;     so  ist 

.«+1  2"  (7) 


(6)  P"a)  =  (-ir 

5.  Darstellung  von  P"  dureli  bestimmte  Integrale.  Mittelst 
hestimmter  Integrale  lässt  sich  die  Kugelfunktion  auf  mannigfache 
Weise  darstellen.  Am  bekanntesten  ist  das  Laplace'' bc\xq  IntegraF^), 
das  für  beliebige  reelle  oder  komplexe  Werte  des  Arguments  gilt: 

(7)  p«(ic)  =  ^    i\x±co&tpyx''—lTd(p. 

0 

Ferner  gilt  für  solche  x,  deren  reeller  Teil  positiv  ist,  die  Jacoöi'sche 
FormeP**): 

(7a)  P« (^)  =  -  i\ '^'^, ,„^,  • 

0 
Andere  lutegralformehi,   gültig  für  ein  Argument  zwischen  —  1 
und    +  1 ,    hat    P.  G.  Lejcune-DiricMet '')    aufgestellt,    und    aus    den 
Dirichlet'schen  Formeln    hat   G.  Mehler  ^^)   die    folgenden    einfacheren 
abgeleitet: 

13)  Gauss,  Gott.  Comni.  3(1816);  Werke  3,  p,  163—196.  Eine  einfache  Ab- 
leitung der  GttMSs'schen  Resultate  giebt  JacoU,  J.  f.  Math.  1  (1826),  p.  301—308; 
vgl.  Werke  6,  p.  3—11.—  Vgl.  im  übrigen  II  A2  {Voss),  Nr.  53— 55. 

14)  Thomson  und  Tau,  Th.  Ph.  1,  p.  175;  Ilaxwell,  Electr.  1,  p.  164  der 
ersten  englischen,  p.  208  der  deutschen  Ausgabe. 

15)  Laplace,  Mecan.  c^l.  5,  Liv.  XI,  chap.  IE.  —  Betreffs  der  Ableitung 
vgl.  Jacobi,  J.  f.  Math.  26  (184.3),  p.  81;   Werke  6,  p.  148. 

16)  Die  Gleichheit  der  rechten  Seiten  von  (7)  und  (7  a)  für  reelle  positive  x 
ist  in  der  oben  citierten  Jacoöi 'sehen  Arbeit  nachgewiesen;  Jacobi  leitet  sogar 
ein  noch  etwas  allgemeineres  Resultat  ab.  Übrigens  ist  die  Gleichheit  der  beiden 
Integrale  schon  in  einer  Euler'schen  Formel  enthalten;  vgl.  Euler,  Instit.  calc. 
integr.  4  (1794),  Supplem.  IV. 

17)  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  35;    Werke  1,  p.  283. 

18)  Math.  Ann.  5  (1872),  p.  141.  Ohne  Benutzung  der  Dirichlet'schen 
Formeln  ist  die  erste  Gleichung  (8)  von  Bruns  abgeleitet  oder  vielmehr  verificiert, 
J.  f.  Math.  90  (1881),  p.  322. 
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»  n 

(<X\  "Lpnf     iiC)\=  r°°^  (w  +  i)  y  ■  t^y  ^    r  sin  (w  +  i)  y  ■  d<p  _ 

^  '  2        ^  '       J    y 2 (cos y  — cos*)       J   1/2 (cos«'  — cos qp) 

ö  » 

Aus  der  ersten  Gleichung  (8)  leitet  Heine^^)  das  wichtige  Resultat 
ab,  dass 

(9)  limP"(cos#)  =  0 

ist,  wenn  ■9'  endlich  und  von  0  und  jc  verschieden  ist,  aber 
auch,  wenn  %■  sich  mit  wachsendem  n  der  Null  nähert,  falls  nur 
lim(w9')  =  cx)  ist.     Für  ^  =  0  ist  P"(cosO')  =  l,  auch  falls  «  = 'xj. 

Der  Fall,    dass    lim(wx)-)    einen    endlichen  Wert    hat,    wird    bei    den 

Cylinderfunktionen  seine  Erledigung  finden  (s.  Nr.  47). 

Aus  dem  iop^aee 'sehen  Integral  (7)  lässt  sich  für  grosse  Werte 
von  n  der  folgende  Näherungswert  von  P"(coS'9')  ableiten^"): 

(10)  ^"(cos^)=l/^-sin[(.+  i)^  +  |], 

und  aus  (10)  ergiebt  sich  ebenfalls  der  durch  Gleichung  (9)  aus- 
gedrückte Satz.  Die  rechte  Seite  von  (10)  bildet  das  erste  Glied 
einer  nach  fallenden  Potenzen  von  n  fortschreitenden  Reihe;  weitere 
Glieder  dieser  Reihe  findet  man  bei  E.  Heine^^)  und  in  einer  Arbeit  von 
G.  Darhoux^-). 

Durch  Integrale  komplexer  Variablen  sieWi  Laurent-^)  die  Kugel- 
funktion dar: 

nn   FHx)  =  -^  C -^ ^J-i-  r(?!izl)!i^ 

(^lij     -c    V*;        23ti  J  Ä«  +  yi  — 22a;  +  z*         ini^^J    {z~xY  +  ^' 

und  zwar  ist  das  erste  Integral  über  einen  um  den  Anfangspunkt, 
das  zweite  über  einen  um  den  Punkt  x  beschriebenen  Kreis  zu  er- 
strecken. 

In    ausgedehntem    Masse    wird    die     komplexe    Integration    von 

19)  Heine,  J.  f.  Math.  90  (1881),  p.  329;  Bruns  leitet  (J.  f.  Math.  90,  p.  322) 
dasselbe  Resultat  aus  einem  etwas  allgemeineren  Integrale  her,  von  dem  das 
in  (8)  auftretende  ein  spezieller  Fall  ist. 

20)  Laplace,  Mäcan.  cel.  5,  Livre  XI,  Nr.  3  und  Supplement  au  5" 
vol.  Nr.  1  (Oeuvres  5,  p.  32,471);  auch  Par.  möm.  2  (1817)  [19],  p.  141  (Oeuvres  12, 
p.  415).  —  Vgl.  Ä.  Cauchy,  Par.  mdm.  8  (1829),   p.  125. 

21)  Seine,  H.  B.  1,  p.  178. 

22)  G.  Darbowx,  Par.  C.  E.  82  (1876),  p.  365  u.  404;  J.  de  math.  (3)  4  (1878), 
p.  5  u.  377. 

23)  Laurent,  J.  de  math.  (3)  1  (1875),  p.  373. 
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Schläfli^*)  benutzt,  dessen  Arbeit  neben  der  Darstellung  der  einfachen 
Kugelfunktionen  eine  Erweiterung  derselben  enthält  (vgl.  Nr.  26). 

6.  Integralsätze,  Entwicklung  ganzer  Potenzen  nach  Kugel- 
funktionen, Rekursionsformeln.  Falls  irgend  eine  Funktion  von  x 
in  eine  nach  Kugelfunktiouen  fortschreitende,  gleichmässig  konvergente 
Reihe  entwickelt  werden  kann  (über  die  Möglichkeit  einer  solchen 
Entwicklung  s.  Nr.  15  u.  16),  so  ergeben  sich  die  Koeffizienten  der 
Entwicklung  mittelst  der  folgenden  beiden,  in  dieser  Form  zuerst 
von  Legendre^^)  aufgestellten  Sätze.  Es  ist 
+  1 

(12)  J^P"(x)P"'{x)dx  =  0,  falls  m  ^  n, 

- 1 
während 

+  1 

(12a)  fp''{x)P''ix)dx  =  ^^ 

- 1 

ist.    Hieraus  folgt,  dass,  wenn  f(x)  sich  in  eine  Reihe  von  der  Form 

fix)  =  Ä,P%x)  +  A,P\x)  +  •  •  ■  +  A„P"ix)  +  •  •  • 

entwickeln  lässt, 

+ 1 

(12b)  Ä„  =  ^±^Jf{x)P'(x)dx 

- 1 

ist.  Man  kann  vorstehende  Reihe  ohne  weiteres  auf  die  Entwicklung 
ganzer  Potenzen  von  x  anwenden,  da  diese,  wie  aus  der  Reihe  (4) 
folgt,  sich  durch  eine  endliche  Summe  von  Kugelfuuktionen  aus- 
drücken lassen,  somit  auch  auf  beliebige  ganze  Funktionen  von  x. 
Für  ganze  Potenzen  hat  Legendre'^)  gefunden: 

[  -i-(2»-7)'^-  +  ;)f-^^P-^(.)+-|. 

Ferner  ergiebt  die  Entwicklung  von  xP''(x)  die  wichtige  Rekursions- 
formel"'): 

(U~)      l^"'  +  ^)^"^'(^)  -  ^2«  +  l)xP''(x)  +  nP''-\x)  =  0, 
^     ^     1  P\x)  -  xP^x)  =  0, 


24)  Schläfli,  KugelfF.  mit   bei.  Parameter    (s.   das  Verzeichnis    der   Mono- 
graphieen). 

25)  Par.  Hist.  1784,  p.  373  und  1789,  p.  384. 

26)  Par.  Hist.  1784  und  Exercices  2,  p.  352. 

27)  0.  Bonnet,  3.  de  math.  17  (1852),  p.  267. 
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während  die  erste  Ableitung  vou  F"(x)  sich  nach  Christoffel "^)  durch 
die  Reihe  darstellen  lässt: 


(15) 


t'^-  =  (2«  -  \)F"-\x)  +  (2«  -  b)P''-\x) 
I  +  (2w  — 9)P"-^(*')  + 


und  aus  dieser  folgt 

(15a)  '^-)_^Zr_!M^(2.  +  l)P«(4 

Den  Rekursionsformeln  (14)  und  (15a)  lässt  sich  noch  eine  grosse 
Reihe  ähnlicher  an  die  Seite  stellen.  Die  vollständigste  Sammlung 
derselben  findet  man  in  F.  Neumann's  Beiträgen,  und  zwar  im  Anhang 
zur  ersten  Abteilung. 

Von  sonstigen  Anwendungen  der  Formeln  (12)  und  (12a)  er- 
wähnen wir  noch  die  Entwicklung  des  Produktes  zweier  Kugel- 
funktionen in  eine  nach  KugeLfunktionen  fortschreitende  Reihe,  eine 
Aufgabe,  die  am  vollständigsten  ebenfalls  in  F.  Neumann's  Beiträgen 
behandelt  ist^^).  Auch  sin  (nd-)  und  cos  (nd-)  lassen  sich  für  beliebige 
Werte  von  n  nach  Kugelfunktionen  mit  dem  Argumente  cos  &  ent- 
wickeln^").    Ferner   ist  hier  die  Darstellung  der  Integi-ale 

fP"{x)F''{x)dx    und    j[l—x")F''{x)F\x)dx 

U  0 

durch  eine  Summe  von  Produkten  von  Kugelfunktioneu  zu  erwähnen''). 

7.  Verschiedene  Ausgangspunkte  der  Theorie,  Tafeln.  Statt 
der  Differentialgleichung  (2)  oder  der  Entwicklung  des  Ausdrucks  (3) 
kann  man  auch  irgend  eine  der  abgeleiteten  Eigenschaften  zum  Aus- 
gangspunkspunkte für  die  Darstellung  der  Theorie  d^-  einfachen 
Kugelfunktionen  machen,  so  z.  B.  das  Laplace'sche  Integral  (7)'-) 
oder  eins  der  anderen  Integrale'^).    Ferner  kann  man  von  der  Rekur- 


28)  Diss.  Berlin  1856.  —  Betreffs  der  Ableitung  vgl.  G.  Bauer,  J.  f.  Math. 
56  (1859),  p.  101.  —  Eine  andere  Rekursionsformel  findet  sich  in  ChristoffeVs 
Arbeit  über  die  Gawss'sche  Quadratur,   J.  f.  Math.  55  (1858),  p.  61. 

29)  Vorher  schon  von  Bauer,  Münch.  Ber.  1875,  p.  247;  Ferrers,  Spherical 
harmonics,  1877,  und  Adams,  Lond.  Roy.  Proc.  27  (1878),  p.  63. 

30)  Vgl.  Heine,  H.  B.  1,  §  20;  femer  Most,  J.  f.  Math.  70  (1869),  p.  167. 

31)  B.  Hargreaves,  Lond.  Math.  S.  Proc.  29  (1898),  p.  115. 

32)  Vgl.  Heine,  H.  B.  1,  p.  23  u.  37  und  SchläfU,  Kugelf.  m.  bei.  Par. 

33)  Bruns  leitet  in  der  schon  oben  erwähnten  Arbeit  (J.  f.  Math.  ÖO, 
p.  322)  aus  einem  allgemeineren  Integral,  von  dem  das  Mehler'sche  ein  spezieller 
Fall  ist,  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Kugelfunktionen  her. 
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sionsformel  (14)  als  Definition  ausgehen^*)  oder  auch  von  der  durch 
die  Gleichung  (12)  oder  eine  analoge  Gleichung  ausgedrückten  Eigen- 
schaft^^). Als  Spezialfälle  der  Riemann'schen  P-Funktion  behandelt 
R.  Olbricht  die  Kugelfunktionen,  resp.  gewisse  Verallgemeinerungen 
derselben  ^^). 

Tafehi  der  Kugelfunktiouen  sind  von  J.W.L.  Glaisher  berechnet^'); 
einen  Auszug  aus  diesen  Tafeln,  nämlich  die  Werte  von  P^(x)  bis 
P''{x)  zwischen  ^  =  0  und  x  =  1,  in  Schritten  von  jj,,  fortschreitend, 
auf  4  Dezimalen,  enthält  das  Buch  von  Byerh/]  bis  P^{x)  abgedruckt 
bei  E.  Frickc.  In  dem  Buche  von  Bycrly  ist  auch  eine  zweite  Tafel 
abgedruckt,  enthaltend  die  Werte  von  P^(coS'9')  bis  P^(cos  ■9')  auf 
4  Dezimalen  für  alle  ganzen  Grade ^*).  Tafeln  für  P^  und  P'  sowie 
ihre  Ableitungen,  ebenfalls  auf  4  Dezimalen,  nebst  einer  graphischen 
Darstellung  in  Tlwmson  und  Tait,  Th.  Ph.  2,  p.  334—339.  —  Tafebi 
der  Kugelfunktionen  für  specielle  Werte  des  Arguments  enthalten 
F.  Neumann's  Beiträge  ^^). 

m.   Zugeordnete  Kugelfiiuktionen. 

8.  Zugeordnete  Kugelfunktionen;  ihre  Differentialgleichung, 
verschiedene  Darstellungen.  Durch  Entwicklung  der  in  dem  Laplacc- 
schen  Integral  (Formel  7)  auftretenden  Funktion  in  eine  nach  Potenzen 
von  e'f  Yx'^  —  1  fortschreitende  Reihe  finden  F.  Heine^")  und  C.  O.J. 
Jacohi^^): 


34)  K.  Baer,  Progr.  Realschule  Kiel,  1898. 

35)  Murphy  geht  in  elementary  principles,  Cambridge  1833,  von  der  Eigen- 
schaft aus,  dass  eine  Funktion  fix)  vom  Grade  n  gesucht  wird,  so  dass 

1 
fpf{t)clt  =  0,     v  =  0,  1,  .  .  .,  n—1; 
0 

vgl.  Thomson  und  Tait,  Th.  Ph.  2,  p.  328.  —  Die  Aufgabe,  eine  Funktion  f(x) 
dieser  Bedingung  gemäss  zu  bestimmen,  ist  zuerst  von  Jacobi,  J.  f.  Math.  1 
(1826),  p.  301,  Ges.  W.  6,  p.  3,  behandelt. 

36)  Diss.  Leipzig  1887;  Leopold.  N.  A.  52  (1888).  —  Vgl.  Nr.  26. 

37)  Report  of  the  British  Association  for  the  year  1879.  Neue  Tafeln  bis 
P*^"^  bei  A.Lodge,  Lond.  Trans.  203A  (1904),  p.  100. 

38)  Diese  Tafel,  unter  der  Leitung  von  Perri/  berechnet,  ist  zuerst  ver- 
öflFentHcht  im  Phil.  Magaz.  (5)  32  (1891),  p.  512, 

39)  Anhang  zur  ersten  Abteilung,  §  7. 

40)  Dissertatio  Berol.,  1842,  §  7—8. 

41)  Jacobi,  J.  f.  Math.  26  (1843),  p.  81;  Werke  6,  p.  148.  Jacobi  entwickelt 
ferner  die  —  (>i  -f  1)'°  Potenz  des  links  stehenden  Ausdrucks.  —  Beltrami  hat 
neuerdings  [Lomb.  Rend.  (2)  29  (1896),  p.  793]  gezeigt,  wie  man  auch  ohne  Be- 


(16) 
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d''{x'—l)'' 


2    •  n\         dx 


+  '-:^     >•    -^ — ^ — ^1 ^TiT,^ —      cos(vnp). 


Zugleich  ergiebt  diese  Entwicklung  eine  zuerst  von  Jacobi  auf- 
gestellte Formel  ■''),  die  aussagt,  dass  die  Glieder  unter  dem  Summen- 
zeichen  durch  Vertauschung  von  v  mit  —  v  ihren  Wert  nicht  ändern. 
Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  von  (16)  ist  P"(a;).  Es  liegt  nahe, 
ebenso  die  Koeffizienten  der  einzelnen  Cosinus  zu  untersuchen.  Heine 
nennt  diese  Koeffizienten,  mit  gewissen  Konstanten  multipliziert,  die 
ztigeordneten  Kugelfunktionen  und  bezeichnet  sie  mit  I'"{x),  so  dass 


(17) 


^^W  (2«)!      V'^  i  ^^„  +  v 

_  {n-v)<  ^/-2 rv   d'P"(x) 


j-Vx'-l 


1  -S-  •  -(an—  1) 

Der  konstante  Faktor  ist  so  bestimmt,  dass  nach  Ausführung  der 
Differentiation  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  x  gleich  1 
wird.     Hiernach  ist 


(17a) 


It)»/   \         n/~5 7*"   f    „_„         (n—v)(n  —  v — 1) 

I  1^  (w  —  !•)('*  —  »"  —  1)  ("  —  V  —  2)  (m  —  V  —  3) 


2-4-(2m  — l)(2w  — 3)  j 

Ferner  ist 

^o" w  =  i.3..."L-i)  ^''(^);  ^""(^)  =  (^' - ^r-, 

P^"(a;)  =  0  für  V  >  w;     P;'(x)  =  Pü^(a;)  für  v  ^  w. 

Aus   (16)  ergiebt  sich  für  die  zugeordneten  Kugelfunktionen  die 
IntegraldarsteUung : 

71 

(18)    P^x)  =  i  ^"^'^  +  ;i;;r-^/(^  +  cosg,ya?^)''cos(.g,)rf<p. 


Ferner  folgt  aus  (17)  und  (2),   dass  P,"{x)  der  Differentialgleichung 

+  (»(H+l)-j-^)p;'(x)  =  0 


(19)       ''(^-^'^-ife 


da; 


nutzung   des  Laplace' sehen  Integrals  auf  eine  der  Gleichung  (16)   analoge  Ent- 
wicklung geführt  wird. 

42)  Jacobi,  J.  f.  Math.  2  (1827),  p.  223;  Werke  6,  p.  21. 
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Auch  für  P"{x)  lassen  sich,  ebenso  wie  für  F"(x),  noch  andere 
Reihen  aufstellen,  z.  B.  eine  der  Reihe  (4  b)  analoge,  ferner  existieren 
noch  andere  Integialdarstellungen;  endlich  lassen  sich  auch  diese 
Funktionen  als  hypergeometrische  Reihen  oder  in  Determinantenform 
darstellen.  Dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  P"{x)  =  0  sämtlich 
reell  sind  und  zwischen  —  1  und  -(-  1  liegen,  und  dass  die  von  +  1 
verschiedenen  Wurzeln  unter  einander  verschieden  sind,  folgt  un- 
mittelbar aus  Nr.  4.  ''^). 

9.  Integralsätze  der  Zugeordneten.  Den  lutegralsätzeu  (12)  und 
(12a)  entsprechen  die  folgenden: 

+  X 

(20)  fp;'{x)P;-{x)dx  =  0, 

- 1 
+  1 

(20a)         f[PXx)fdx  =  (-  1)^       '        {n  +  vy.in~vy. 


2m +  1  (1-3  ••■  ('2n  —  i))' 


WO  n  und  ni  von   einander  verschiedene  positive  ganze  Zahlen  sind, 

die  nicht  unter  i>  liegen.    Den  Formeln  (20)  treten  noch  die  folgenden 

zur  Seite: 

+  1 

(21)  j'p;{x)P:{x)  ^,  =  0;    ^  ^  .,  beide  £  n- 

-1 

- 1 
Hiernach  sind  zweierlei  Arten  von  Entwicklungen  nach  zugeordneten 
Kugelfunktionen  möglich,  einerseits  solche  mit  konstantem  Neben- 
index V,  andererseits  solche  mit  konstantem  Hauptindex  n,  wobei 
festzuhalten,  dass  stets  n'^v.  Ebenso  lassen  sich  zweierlei  Rekur- 
sionsformeln aufstellen,  einmal  solche  zwischen  P",  P"^^,  P"~^, 
sodann  solche  zwischen  P,",  P^+i,  P,''-i.  Vgl.  Heine,  H.  B.  1,  p.  259 
und  F.  Neumann,  Beiträge,  Anhang  zur  ersten  Abt.  §  5. 

10.  F.  Neumann's  Definition  dieser  Funktionen.  Abweichend 
von  Heine  definiert  F.  Nenmann  die  zugeordneten  Kugelfunktionen, 
die  er  abgeleitete  nennt.     Er  setzf") 


43)  Betreffs  der  geometrischen  Darstellung  von  P"(.t)  im  reellen  Gebiet 
vgl.  die  36)  angeführte  Dissertation  von  B.  Olbricht.  Dort  sind  auch  füi-  die 
P",  resp.  für  Verallgemeinerungen  derselben  (vgl.  Nr.  26)  die  verschiedenen 
möglichen  Darstellungen  durch  hypergeometrische  Reihen  abgeleitet. 

44)  F.  Neumann,  Beiträge,  p.  2 — 3;  Vorlesungen  über  Potentialtheorie  etc., 
p.  70  u.  322.     An  letzterer  Stelle  wird  der  Ausdruck  „adjungierte  Funktionen" 
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(22)  p„  „  (x)  =  yr^^^'  ^^^^ , 

dx 
so  dass 

(22a)  P„„(.)  =  (_  1)^^  '■'■^^:-'^  P:{cc) 

ist.     Der  konstante  Faktor  ist  hier  so  bestimmt,   dass  P^q  und  P„ 
identisch  werden. 


ly.   Darstellung  der  allgemeineu  Kugelfimktioii. 

11.  Darstellung  der  allgemeinen  Kugelfunktion  zweier  Ver- 
änderlichen durch  Zugeordnete.  Durch  die  Einführung  der  zuge- 
ordneten Kugelfunktionen  sind  die  Mittel  für  die  DarsteUimg  der 
allgemeinen  Kugelfunktion  gewonnen.  Dieselbe  genügt,  als  Funktion 
von  t,  und  ra  betrachtet,  der  Gleichung  (1).  Setzt  man  zur  Lösung 
derselben  (p  gleich  dem  Produkte  zweier  Funktionen,  deren  eine  nur 
von  t,,  die  andere  nur  von  o  abhängt,  so  ergiebt  sich  für  letztere 
cos  (v<a),  resp.  sin  (vco),  und  wegen  der  Eigenschaften  der  Kugel- 
funktion muss  V  eine  ganze  Zahl  sein ,  die  <,  n  ist.  Der  zweite 
Faktor  genügt  dann  der  Gleichung  (19),  und  zwar  kann  nur  dasjenige 
partikuläre  Integral  von  (19)  in  Betracht  kommen,  das  eine  ganze 
Funktion  von  g  und  ")/i  —  g"  ist,  d.  h.  P,,"(S)-  Somit  ist  eine  Lösung 
von  (1),  die  auch  allen  sonstigen  Bedingungen  genügt, 

(23)  P/(g)  cos  (vm),  resp.  P/(Ö  sin  (i^rj).*^) 

Solcher  Lösungen  existieren,  da  v  alle  ganzzahligen  Werte  von  0  bis 
n  aimehmen  kann,  2»  -\-  1.  Die  Summe  aller,  jede  mit  eüier  will- 
kürlichen Konstanten  multipliziert,  genügt  ebenfalls  allen  Bedingungen. 
Somit  hat  man  für  die  Kugelfunktion  mit  zwei  Veränderlichen  (auch 
allgemeine  Kugelfunktion  oder  nach  dem  Autor,  bei  dem  sie  zuerst 
auftritt'"),  Laplace'sche  Funktion  genannt),  falls  noch  5  =  cos 'S-  ge- 
setzt wird,  die  Darstellung: 

(23a)  r„(^,  o)  =  ^[Ä,.  cos  (va)  -f  B^  sin  (vüj)]P,,"(cos  «•). 


gebraucht.  Laplace  (Mecan.  cel.  2,  Livre  III,  chap.  2)  hat  zwar  fiir  die  Zuge- 
ordneten keine  besondere  Bezeichnung  eingeführt;  seine  Darstellung  der  all- 
gemeinen Kugelfunktionen  mit  zwei  Variabein  stimmt  aber  (bis  auf  den  Faktor 
( —  1)^  )  mit  Heine's  Darstellung  überein.  —  Thomson  und  T(dt  some  Maxwell 
folgen  Laplace,  Beltrnmi  schliesst  sich  Neumann  an. 

45)  Eine  andere  Ableitung  dieser  Funktionen  findet  sich  bei  E.  BeUnimi, 
Lomb.  Rend.  (2)  29  (1896),  p.  793. 

Encyklop.  d.  matb.  WisBenscb.    II.  46 
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Wegen  der  (2».  -f-  1)  willkürlichen  Konstanten,  die  in  Y^(ß,  cp)  ent- 
halten sind,   sieht  man,   dass   die  konstanten  Faktoren,  um   die  sich 

die  verschiedenen  Definitionen  der  Zugeordneten  unterscheiden,  in  Y^ 

J-j' 
von  keiner  Bedeutung  sind,  auch  nicht  der  Faktor  ( —  1)'  .  *'') 

Die  Funktionen  (23)  werden  von  TJwmson  und  Tait  sowie  von 
Maxwell  als  „fesserale  harmonische  Funktionen"  bezeichnet.  Sie  ver- 
schwinden nämlich  auf  solchen  Kreisen  einer  Kugelfläche,  welche 
diese  Fläche  in  Kugelvierecke  teilen,  die  je  von  zwei  Parallelkreisen 
und  zwei  Meridianen  begi-enzt  werden.  Für  den  Fall  v  =  n  gehen 
die  Vierecke  in  Kugelzweiecke  über,  weshalb  diese  Funktionen  auch 
„Sektor ielle  harmonische  Funktionen"  heissen,  während  für  v  =  0 
Zonen  an  Stelle  der  Vierecke  treten,  womit  die  Bezeichnung  der  ein- 
fachen Kugelfunktionen  als  „zonale  harmonische  Funktionen"  (vgl.  Nr.  2) 
gerechtfertigt  ist. 

12.  Darstellung  von  Y^  bei  Maxwell  und  Thomson  und  Tait. 
Maxwell  definiert  die  allgemeine  Kugelfunktion  oder  harmonische 
Kugelfiächenfunktion  duixh  die  Gleichung: 

(24)  r,(»,rt  =  (-l)"4;^4äf^---j|;(|)-C. 

Darin    sind    r,  %■,  (p    räumliche    Polarkoordinaten    eines  Punktes,  -kj- 

bezeichnet  die  Difi'erentiation  nach  einer  beliebigen  Richtung  (Axe)  li-, 
C  eine  willkürliche  Konstante'*').  Fallen  die  n  Axen  mit  der  ^-Axe  zu- 
sammen, so  erhält  mau  die  zonale  harmonische  Funktion  [Gl.  (6)], 
für  die  zugleich  C  ^  1  genommen  wird.  Die  tesseraleu  Funktionen 
ergeben  sich  dadurch,  dass  man  n  —  v  Pole  (Schnitte  der  Axen  mit  der 
Kugel)  mit  dem  positiven  Pole  der  Kugel  zusammenfallen  lässt  und 
die  übrigen  Pole  gleichmässig  auf  dem  Äquator  oder  seiner  Hälfte 
verteilt,  je  nachdem  v  ungerade  oder  gerade  ist. 

Thomson  und  Tait  leiten  aus  ihrer  Definition  der  räumlichen 
harmonischen  Funktionen  für  die  tesseralen  und  sektoriellen  Funk- 
tionen den  Ausdruck  ab: 

(25)  ,.„  +  :! \A 


j  +  h  +  l 


46)  Betreffs  des  Beweises,  dass  (23  a)  die  allgemeinste  in  Nr.  1  definierte 
Funktion  darstellt,  vgl.  R.  BcdeJcind,  Zürich  Viertelj.  4  (1859),  p.  346.  —  Über 
die  Transformation  der  Kugelfunktionen  beim  Übergang  von  einem  Polarkoordi- 
natensystem zu  einem  andern  vgl.  Ad.  Schmidt,  Zeitschr.  f.  Math.  44  (1899),  p.  327. 

47)  Bei  Maxxcell  fehlt  der  Faktor  C,  der  jedoch  dann  hinzuzufügen  ist, 
■wenn  y,j  die  allgemeine  Funktion  mit  (2»-(-l)  Konstanten  sein  soll. 
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X,  y,  z  sind  dabei  rechtwinklige  Kooi'dinaten,  r  =  "j/x^  +  J/^  +  ^"■ 
Auch  aus  (24)  und  (25)  lässt  sich  (23  a)  ableiten*^). 

13.      Das   Additionstheorem    der    einfachen    Kugelfunktionen. 

Einen  speziellen  Fall  der  allgemeinen  Kugelfunktion  bildet  die  ein- 
fache Kugelfunktion  P"(cos  y)  mit  dem  zusammengesetzten  Argument 

(26)  cos  y  =  cos  %•  cos  -ö'j  -f~  sin  %■  sin  ^^  cos  (o  —  coj. 

Da  diese  Funktion  aus  P"  (cos  %■)  oder  P"  (cos  Q-^  durch  eine  Trans- 
formation der  Axen  hervorgeht,  so  muss  sie  nach  einer  in  Nr.  1  ge- 
machten Bemerkung,  sowohl  wenn  man  sie  als  Funktion  von  %■,  co, 
als  auch  wenn  man  sie  als  von  ■9'j,  a^  abhängig  ansieht,  in  der  all- 
gemeinen Form  (23  a)  enthalten  sein.  Ausserdem  kann  sie  als  ganze 
Funktion  von  cos  y  nur  Kosinus  der  Vielfachen  von  co  —  co^  enthalten. 
Das  giebt  die  Entwicklung: 

(27)  P«  (cos  y)  =  ^Ji.P,"  (cos  ^)P/  (cos  0-J  cos  v  (co  —  coj, 

)  =u 

und  zwar  ist 

(27a)  /.^  =  (-l)-2Ei-^^-;f;"-f , 

wobei  für  v  ^  0  die  Hälfte  dieses  Ausdi-ucks  zu  nehmen  ist*^). 

Gleichung  (27)  heisst  das  Additionsfheorein  der  Kugelfunktionen 
erster  Art.  P"  (cos  y)  selbst  bezeichnet  man  wohl  auch  als  Laj;?oce'schen 
Koeffizienten ^'')  oder  als  „zweiaxige  harmonische  Flächenfunktion"*'). 
Den  Wert   der  Konstante  /;.,,  bestimmt  Laplace^')   für  gerade  n  —  v, 

indem  er  &  =  &^^  ~  setzt  und  (27)  mit  (4  b)  vergleicht.  Für  un- 
gerade n  —  V  muss  man  (27)  zuerst  nach  •&  und  ■9-^  dififerentiieren 
und  dann  %■  =  %-^  =  ~  setzen.     Eine    andere    Art    der   Bestimmung 

von  h^  ergiebt  sich  daraus,  dass  man  von  voi'ne  herein  an  Stelle  von 
cos  ■9'  und  cos  %'^   zwei  Variable  x  und  x^   nimmt,   die  auch  grösser 


48)  Betreffs  der  geometrischen  Bedeutung  der  Kugelfunktionen  vgl.  Gauss' 
Werke  5,  p.  631;  Heine,  3.  f.  Math.  68  (1868),  p.  386. 

49)  Ersetzt  man  die  Heine'sche  Funktion  P"  (cos  ■9')  durch  die  Neumann- 

sche  P,,^^  (cos  ■9')  (vgl.  Nr.  10),   so  wird  hf  =  2  ~ —         '  ,  wobei  wieder  für  v  =  0 
die  Hälfte  zu  nehmen  ist.  \    'v    )■ 

50)  Gl.  (27)  kommt  in  richtiger  Form  zuerst  bei  Legendre  (Paris  mem.  von 
1789)  vor,  während  die  entsprechende  Gleichung  in  Laplace's  Abhandlung  von 
1782  fehlerhaft  ist. 

51)  Thomson  u.  Tait,  Th.  Ph.  1,  p.  174. 

52)  Laplace,  Mdcan.  cdl.  2,  Livre  HI,  chap.  II.  —  Eine  andere  Methode  der 
Bestimmung  von  h^  findet  man  bei  F.  Neumann,  Vorles.  über  Potential,  p.  71  ff. 

46* 
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als  1  sein  können,  also  P"  mit  dem  zusammengesetzten  Argumente 
2  =  xx^  —  ]/a;^  — ■  1  yx^^  —  1  cos  (o)  —  öj)    betrachtet,    dafür    die 

Gültigkeit  der  Form   (27)  nachweist,   dann    lim  — ~-  bildet  und  mit 

(16)  vergleicht ^^).  Jacobi  leitet  (27)  daraus  ab,  dass  er  den  Aus- 
di-uck  (3),  darin  2  statt  g  gesetzt,  durch  ein  bestimmtes  Integral  aus- 
drückt imd  nach  Potenzen  von  «  entwickelt^*). 

Ausser  der  obigen  Entwicklung  von  P" (cos j^)  giebt  P.A. Hansen^''') 
eine  solche  nach  Potenzen  von  sin  ^(a  —  a^)  oder  tg  -\  (a  —  a^). 
Ferner  entwickelt  Hansen  auch  noch  die  Funktion  P"  (cos  k  •  cos  /3) 
nach  Kosinus  der  Vielfachen  von  ß. 

14.    Integralsätze  der   allgemeinen  Kugelfunktionen.     Für  die 

allgemeinen  Kugelfunktionen  hat  Laplace'''')  folgende  Integralsätze  ge- 
funden. Ist  Y^{%',  cj)  die  Funktion  (23a)  und  ist  ^„(ö'j  c^)  eine  Funk- 
tion derselben  Art  von  der  Ordnung  m,  deren  Konstante  mit  A^,  B^' 
bezeichnet  werden  mögen,  so  ist 

(28)         fd&fdco  sin  »Y„{&,  (a)Z„X^,  a)  =  0,  falls  m  ^  n, 

0  0 

während 


(28  a)   • 


fdd'  fdco  sin  » ¥(»,  C3)Z(»,  w)  =  ^  ^"  ,    -—^ ^ 

0  0  I  \  > 

•(2-«!  w!  ^oA'  +2{n  —  v)\{n  +  v)\{A^A^-\-B,.B^:) 
\    ^  1 


ist.     Wird    speziell    Z^^ip;  a)  =  P"'(cos  y),   wo    cos  y   der  Ausdruck 
(26),  so  bleibt  Gleichung  (28),  während  (28a)  in  folgende  übergeht: 

n  -271 

(28  b)  fd&fd<o  sin  &¥„(&,  a>)P''{cosy)  =  ^^  ¥„{»„  «,). 
0         0 

Ist  cos  y  der  Ausdruck  (26), 

cos  7j  =  cos  d-  cos  ■O'ä  -|-  siu  O'  sin  Q-^  cos(oj  —  a^), 
cos  d  =  cos  ■ö'j  cos  'ö'o  -f-  sin  d'^  sin  -S',  cos((3j  —  Og), 

so  folgt  aus  (^28  b) 


53)  Heine,  H.  B.  1,  p.  313. 


00;  jiieine,  n.  d.  i,  p.  010. 

54)  Jacobi,  J.  f.  M.ith.  26  (1843),  p.  81;  Werke  6,  p.  148. 

65)  Samen,  Leipz.  Abb.  2,  1855. 

56)  M^can.  cäl.  2,  Livre  III,  chap,  II. 
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(28c)    (d%-  fda  sin  «•P''(cos  j^)P«(cos  y^)  =  ^^^  P^icos  d), 

0  Ü 

und  für  ■S'ä  =  ^d  «2  =  '''i  ergiebt  sich  weiter 

(28d)  Jd^Jdco  sin  Q  [P«(cos  y)f  =  j^- 

0  0 

15.  Entwicklung  einer  Funktion  zweier  Variabein  nach 
Kugelfunktionen.  Die  Gleichung  (28b)  giebt  die  Mittel,  um,  falls 
die  Entfricklung  einer  beliebig  auf  der  Kugelfläche  gegebenen  Funk- 
tion in  eine  gleichmässig  konvergente  Reihe  nach  Kugelfunktionen 
möglich  ist,  die  einzelnen  Glieder  dieser  Entwicklung  zu  finden.  Es 
wird  nämlich 

(29)     f(»,  a)  =  2  ^^ßi^iß^i  «in  9,fi», ,  o J P" (cos  y\ 

"  0  0 

Dass  die  einzelnen  Glieder  der  rechten  Seite  von  (29)  die  Form  von 
Kugelfunktionen  haben,  folgt  aus  (27),  wenn  man  beachtet,  dass  die 
in  Bezug  auf  &^,  a^  vorzunehmenden  Operationen  die  Faktoren 
P/(cos  d-)  cos  (vco)  und  P,"(cos  d-)  sin(vfo)  ungeändert  lassen.  Ferner 
erkennt  man  mittelst  der  Integralsätze  in  Nr.  14,  dass,  falls  eine 
Funktion  nach  Kugelfunktionen  in  eine  gleichmässig  konvergente 
Reihe  entwickelt  werden  kann,  dies  stets  nur  auf  eine  Art  möglich 
ist.  Ohne  weiteres  ergiebt  sich  die  Möglichkeit  der  Entwicklung 
für  ganze  Funktionen  der  Koordinaten  |,  ?;,  ^  eines  Punktes  der 
Kugel,  da  hier  die  Reihe  (29)  endlich  ist^'). 

16.  Beweis  für  die  Gültigkeit  der  Entwicklung  nach  Dini 
und  Heine.  Von  äusserster  Wichtigkeit  ist  die  Frage,  unter  welcher 
Bedingung  Gl.  (29)  gültig  ist,  d.  h.  die  Frage,  wie  f  beschaffen  sein 
muss,  damit  die  Reihe  konvergiert  und  die  Summe  wirklich  f(d;  a) 
darstellt.  Diese  Frage  ist  zuerst  von  S.  D.  Poisson^^)  behandelt;  seine 
Ableitung  gilt  aber  nur  unter  gewissen  einschränkenden  Bedingungen 
über  die  Natur  der  zu  entwickelnden  Funktion,  insbesondere  über 
die  Kontinuität  ihrer  Differentialquotienten,  Bedingungen,  die  für  die 


57)  Über  die  Zerlegung  einer  homogenen  ganzen  Funktion  von  |,  rj,  S  in 
Kugelfunktionen  vgl.  eine  Bemerkung  aus  dem  Nachlass  von  Gauss,  Werke  6, 
p.  630. 

58)  Connaiss.  des  temps  pour  1831;  Theorie  de  la  chaleur,  Paris  1835, 
p.  212. 
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Gültigkeit  von  (29)  nicht  notwendig  sind.  Das  zeigte  DiricMct^^)  der, 
gestützt  auf  den  Dirichlef  sehen  Integralausdruck  für  P"(cos  y)  (Nr.  5), 
die  Aufgabe  in  äbnlicher  Weise  behandelte  wie  bei  den  trigonome- 
trischen Reihen.  Heute  gilt  dieser  Beweis  nicht  mehr  als  völlig 
genügend,  da  er  die  Differentiierbarkeit  einer  gewissen  Hülfsfnnktion 
verlangt,  ohne  dass  man  angeben  kann,  welche  Eigenscliaften  die  zu 
entwickelnde  Funktion  besitzen  muss,  damit  jene  Differentiation  mög- 
lich ist.  Auch  der  später  von  0.  Botinet  gegebene  Beweis''*')  verlangt 
von  der  Funktion  /'  eine  gewisse  Eigenschaft,  die  für  die  Möglichkeit 
der  Entwicklung  nicht  unbedingt  nötig  ist.  Die  Behandlimg  der 
Frage  ist  aufs  neue  1874  von  U.  Dini  aufgenommen,  und  der  Dini- 
sche  Beweis  ist  später  von  E.  Heine "')  in  einem  wesentlichen  Punkte 
modifiziert,  resp.  ergänzt.  Der  Gedankengang  des  modifizierten  Be- 
weises ist  folgender: 

Zunächst  wird,  wie  bei  DiricJdet,  das  Integral  (29)  durch  Ver- 
legung des  Poles  in  den  Punkt  -9-,  (p  transformiert.  Das  giebt  das- 
selbe Resultat,  als  wenn  man  d-  =  0,  d.  h.  cos  y  =  cos  &j^  setzt.  Das 
Integral  nach  coj  stellt  dann  das  mit  2jr  multiplizierte  Mittel  der  Werte 
von  /'(■ö'i,  03j)  auf  dem  Parallelkreis  ■O-j  dar.  Dies  Mittel  sei  F[d-^). 
Sodann  kann  man  die  Summe  S,^  der  n  ersten  Glieder  mittelst  der 
Formel   (15a)   als  Summe   zweier  Integrale  ausdrücken,   deren   erstes 

(29a)  /f(^,)   -^^>;;^'>    d^, 

0 

ist.  Zerlegt  man  dies  Integral  in  Teilintegrale,  deren  erstes  und 
letztes  die  Grenzen  t;  und  ^  (s.  unten)   haben,   während   die  Grenzen 

dP" 
der   übrigen   die  Wurzeln  von  P"  =  0  imd    — ,-;-  =  0    sind,   wendet 

auf  letztere  den  ersten  Mittelwertsatz  an  und  geht  dann  zu  «  =  cx> 
über,  so  findet  man  durch  Benutzmig  von  (9),  dass  diese  Teilintegrale 
verschwinden.  Es  bleiben  daher  nur  Integi-ale  der  Form  (29  a)  zu 
untersuchen,  deren  Grenzen  0  und  i;,  resp.  £  und  it  sind,  unter  ?j 
eine  Grösse  verstanden,  die  sich  mit  wachsendem  n  der  Null  beliebig 
nähert,    doch    so,    dass  lim    P''(cos »?)  =  0    ist,    während   g  sich    in 

derselben  Weise  dem  Werte  it  nähert.    In  der  exakten  Untersuchung 


59)  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  35—56;   Werke  1,  p.  283—306. 

60)  Bonnet,  Brux.   mem.   cour.  (4°)  23  (1850),    §  IV,    p.  65;    mit    geringen 
Änderungen  The.se  de  mecan.,  J.  de  math.  17,  1852. 

61)  U.Bini,  Ann.  di  mat.  (2)  6,  1874;    Heine,  H.  B.  1,  p.  435  ff.   —   Vgl. 
auch  H.  B.  2,  p.  361,  Anmerkung. 
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dieser  Integrale  besteht  wesentlich  Heine's  Ergänzung  des  Dmi'schen 

Beweises.    Durch  Anwendung  des  zweiten  Mittelwertsatzes  findet  er 

lim  8^  =  F{0), 

und  zwar  nähert  sich  S^  —  -^("t"  0)  für  alle  Werte  eines  etwa  in  i*' 
enthaltenen  Parameters  der  Null  in  gleichem  Grade.  Kehrt  man 
durch  Transformation  der  Koordinaten  zum  allgemeinen  Falle  zurück, 
so  ergiebt  sich  als  Summe  der  Reihe  (29)  das  arithmetische  Mittel 
aller  Werte,  welche  f(d;  co)  auf  einem  um  den  Punkt  ■0-,  co  mit  dem 
Radius  y  beschriebenen  Ki-eise  für  y  ==  0  annimmt.  Die  einzige  Vor- 
aussetzung, die  bei  dem  Beweise  betreffs  der  zu  entwickelnden  Funk- 
tion /'  gemacht  wird,  ist,  dass  F(y)  endlich,  ferner  in  der  Nähe  von 
y  =  0  kontinuierlich  ist  und  an  letzterer  Stelle  nicht  unendlich  viele 
Maxima  imd  Minima  hat. 

17.  Andere  Beweise.  In  demselben  Jahre  wie  die  Dini  sehe 
erschien  eine  Arbeit  von  G.  Darboux^'^)  über  dieselbe  Frage.  Darboux 
beginnt  ganz   ähnlich   wie '  Dini,    wendet   aber    auf  die   Teilintegrale, 

dP" 
die  Dini  durch  Benutzung  der  Wurzeln  von  -j-^  =  0  nochmals  zer- 
legt, teilweise  Integration  an.    Er  setzt  demgemäss  voraus,  dass  F(ß-j) 
im   allgemeinen   eine  kontinuierliche  Funktion  ist,   die  nur  eine  end- 
liche Zahl  von  Diskontinuitäten  enthält. 

Durch  Betrachtungen  anderer  Art  gelangt  C.  Neiimann^^)  zum 
Ziele.  Er  bestimmt  die  Grenze  des  Integrals  (29  a)  unter  der  Vor- 
aussetzimg, dass  die  Funktion  F  (#j)  innerhalb  des  Intervalls  0 
bis  it  abteilungsweise  stetig  und  abteilungsweise  monoton  (d.  h.  nur 
wachsend  oder  nur  abnehmend)  ist,  indem  er  das  Integral  in  Teil- 
integrale teilt,  deren  Grenzen  feste,  der  Funktion  F  eigentümliche 
Punkte  sind,  und  den  zweiten  Mittelwertsatz  anwendet.  Die  obige 
Voraussetzung  kann  man  auch  so  aussprechen,  dass  die  Kugelfläche 
durch  irgend  welches  Netz  von  Kurven  in  eine  endliche  Anzahl  von 
Teilen  zerlegt  werden  kann,  und  dass  auf  jedem  solchen  Teile  f(d;  ra) 
stetig  ist;  dabei  darf  keine  jener  Kurven  unendlich  viele  Ecken 
noch  unendlich  viele  Oscillationen  besitzen. 

In  neuerer  Zeit  hat  H.  Poincare  *^)  einen  neuen  Beweis  für  die  Ent- 
wicklimg  (29)  mitgeteilt.  Er  denkt  sich  die  zu  entwickelnde  Funk- 
tion als  den  Wert,  den  das  Potential  von  Massen,  die  ausserhalb  der 


62)  Barboux,  J.  de  math.  (2)  19  (1874),  p.  1. 

63)  C.  Neumann,  Entwickelungen,  Kap.  IV. 

64)  Poincare,  Par.  C.  R.  118  (1394),  p.  497. 
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Kugel  vom  Radius  1  liegen,  auf  dieser  Kugelfläche  annimmt,  und  be- 
trachtet zunächst  den  Wert  W,  den  das  Potential  jener  Massen  für 
innere  Punkte  hat.  Der  Ausdruck  für  W  wird  transformiert  und  der 
transformierte  Ausdruck  für  Icomplexe  Werte  von  r  (r  Abstand  vom 
Kugelmittelpunkt)  untersucht.  Dann  lässt  er  den  Modul  von  r  gegen 
1  konvergieren  und  zeigt,  dass,  falls  r  =  e"^,  W  sich  in  eine  Fourier- 
sche  Reihe  entwickeln  lässt,  diese  aber  geht  für  i^  =  0  in  die  Kugel- 
funktionenreihe über.  Die  Bedingungen  für  die  Entwickelbarkeit  sind 
bei  Poincare:  Man  denke  die  Kugeloberfläche  in  eine  endliche  Anzahl 
von  Bezirken  geteilt,  deren  jeder  durch  eine  endliche  Anzahl  von 
Bogen  analytischer  Kurven  begrenzt  wird;  in  jedem  einzelneu  dieser 
Bezirke  soll  f(9;  a)  eine  analytische  Funktion  sein,  die  beim  Ubei-- 
gange  zu  einem  anderen  Bezirk  diskontinuierliche  Änderungen  erleiden 
kann,  aber  endlich  bleibt. 

A.  Sommerfeld^'")  leitet  (29)  dadurch  ab,  dass  er  alle  Glieder  der 
rechten  Seite  mit  einem  passenden,  von  t  abhängigen  Faktor  multi- 
pliziert, derart,  dass  die  Reihe  sicher  konvergent  ist  und  für  t  =  0 
in  (29)  übergeht.  Es  ist  dann  nur  zu  untersuchen,  unter  welchen 
Bedingungen  bei  dem  letzten  Grenzübergang  die  Konvergenz  erhalten 
bleibt. 

18.  F.  Neumann's  Entwicklung  nach  Kugelfunktionen  auf 
Grund  gegebener  Beobachtungen.  Die  Aufgabe,  eine  Funktion  nach 
Kugelfunktionen  auf  Grund  gegebener  Beobachtungen  zu  entwickeln, 
d.  h.  in  der  endlichen  Reihe 

'J'V..(^,  CO) 

1=0 

die  (n  -\-  1)^  Konstauten  so  zu  bestimmen,  dass  die  Reihe  für  ebenso- 
viel gegebene  Werte  von  d;  co  durch  Beobachtung  gegebene  Grössen 
darstellt,  ist  zuerst  für  den  Fall  m  =  4  von  Gauss^^)  gelöst.  Eine 
einfache  Methode  zur  Bestimmung  der  Konstanten  ist  von  F.  Neu- 
mann^^)  angegeben.     Diese  setzt  allerdings   voraus,  dass   die  Punkte, 


65)  Sommerfeld,  Dissertation  Königsberg  i.  Pr.  1891.  —  Ein  ähnliches  Ver- 
fahren, wenn  auch  nicht  so  exakt  durchgeführt,  hatte  schon  Poisson  benutzt, 
J.  ^0.  pol.  cah.  19  (1823),  p.  145;  vgl.  dazu  das  Referat  von  H.  BurkJiardt,  D. 
Math.-V.  10  (1902),  p.  380. 

66)  Gauss,  Resultate  aus  den  Beobacht.  d.  magnet.  Vereins  für  1838, 
Leipzig  1839;  Gauss,  Werke  5,  p.  119. 

67)  F.  Neumann,  Astron.  Nachr.  15  (1838),  p.  313;  wieder  abgedruckt 
Math.  Ann.  14  (1879),  p.  667.  —  Vgl.  F.  Neumann,  Vorl.  über  Potentialtheorie, 
Kap.  VII.  —  Über  neuere  hierher  gehörige  Untersuchungen  vgl.  das  Referat  von 
H.  Burkhardt,  D.  Math.-V.  10  (1902),  §  34,  p.  388. 
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für  welche  die  Beobachtungen  gegeben  sind,  in  bestimmter  Weise 
auf  der  Kugel  verteilt  sind,  berücksichtigt  aber  auch  den  Fall,  dass 
nicht  alle  Konstanten  vollständig  bestimmt  zu  werden  brauchen, 
sondern  dass  z.  B.  von  den  höheren  Y,,  nur  das  von  co  unabhängige 
Glied  und  die  zunächst  darauf  folgenden  in  Frage  kommen.  Die 
Methode  beruht  auf  folgenden  Sätzen  über  endliche  Summen  von 
Kugelfunktionen,  die  den  lutegralsätzen  (12),  (12a),  resp.  (20),  (20a) 
analog  sind.  „Genügen  die  {2p  -\-  2)  Konstanten  fi^,  ft^,  .  .  .,  Mj  +  u 
«1,  «2,  ■  •  .,  djj^i  den  {2p  -\-  2)  Gleichungen: 

+  1 

(30)     «i,V  +  a^//./-! 1 a^  +  ifi*p+i  =jx'dx,  (i  =  0, 1, 2, . ..,2p  +  1), 

'—1 
so  ist,   falls  m  -j-  n  ^22^  +  1  ist, 

JD  +  l 

(30a)  2'^^.^".(f^.)-P«(f^;.)  =  ^rr  «<^«^  =  ^' 

;.  =  1  "    ~ 

je  nachdem  m  =  n  oder  m  >  n  ist.  Gleichzeitig  sind  die  itii,-..,  fi^+i 
Wurzeln  der  Gleichung  PfP  +  ^)(iu.)  =  0."  Ein  analoger  Satz  existiert 
auch  für  die  zugeordneten  Kugelfunktionen. 

V.   Kugelfunktiouen  zweiter  Art. 

19.  Die  Kugelfunktion  zweiter  Art  Q".  Die  Kugelfunktion  erster 
Art  F''{x)  ist  ein  solches  partikuläres  Integral  der  Gleichung  (2)  (deren 
unabhängige  Variabele  jetzt  mit  x  bezeichnet  werden  möge),  das  für 
alle  endlichen  Werte  von  x  endlich  und  kontinuierlich  ist,  für  x  =  oo 
aber  unendlich  wird.  Ein  zweites  partikuläres  Integral  dieser  Glei- 
chung hat  die  Form^*): 

Dasselbe  ist  daher  für  .-c  =  +  1  logarithmisch  unendlich  imd  ver- 
schwindet für  X  =  oo.  Man  nennt  dies  zweite  Integral,  wenn  man 
noch  /i  =  -f- 1  setzt,  die  KtigelfunJdion  ziveiter  Art  und  bezeichnet  diese 
Funktion  mit  Q"{x).     Für  Q^ix)  erhält  man  aus  (31)  die  Reihe: 


(31a) 


W  — 3.5...(2n+l)    r  ^      2.(2w  +  3) 

(n+l)(,t  +  2)(>t  +  3)(n  +  4)        (,,  +  5)    i 
"1"        2-4-(2w-f  3)(2m-|-5)  ~^ 


68)  Vgl.  N.  H.  Abel,  J.  f.  Math.  2  (1827),  p.  22;  Abel'e.  Werke  1,  p.  251 ;  ferner 
Euler,  Instit.  calcul.  integr.  2,  sect.  I,  cap.  IV.  —  S.  auch  die  Habilitations- 
schrift von  Gr.  Bauer. 
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eine  Reihe,  die  füi-  |  a;  [  >  1  konvergiert.  Man  erhält  dieselbe  Reihe 
auch  neben  P"(x),  wenn  man  der  Gleichung  (2)  durch  eine  nach  ab- 
steigenden Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  zu  genügen  sucht. 
Das  Bildungsgesetz  der  Reihe  (31a)  ist  dasselbe  wie  das  der  Reihe 
(4),  wenn  man  in  letzterer  —  (n  +  1)  an  Stelle  von  n  setzt.  Die- 
selbe Reihe   ersiebt  sich  auch,  wenn  man  nach  steigenden  Po- 

o  '  X  —  1/  ^ 

tenzen  von       entwickelt,   die   einzelnen  Potenzen  von   ii  mittelst  der 

Formel  (13)  durch  Kugelfunktionen  ausdrückt  und  die  Kugelfunk- 
tionen mit  gleichem  Index  vereinigt^'),  und  zwar  wird 

(32)  ~  =  2(^n  +  \)P\y)Q''{x), 

eine  Reihe,  die  zu  ihrer  Gültigkeit  erfordert,  dass  Mod  (y — '\fiß —  l) 
>  Mod  \x  —  ^x^  —  l)  ist,  wobei  x  und  ^x^ —  1,  ebenso  y  und '^y^  —  1 
dasselbe  Vorzeichen  erhalten™). 

20.    Das  F.  Neumann'sche  Integral  für   Q'\      Aus  (32)    ergiebt 
sich  für  (^{x)  das  F.  Ncuiiiann'si^he  Integral'^): 


0^3)  Q"{^-)  =  iJ 


■y  ' 


von  dem  sich,  wie  es  Neumami  tut,  auch  direkt  zeigen  lässt,  dass 
es  der  Gleichung  (2)  genügt,  und  dass  daher  seine  Gültigkeit  nicht, 
wie  bei  der  Reihe  (31a),  auf  |  a;  j  >  1  beschränkt  ist,  dass  es  vielmehr 
die  Funktion  Q"(x)  für  beliebige  x,  mit  Ausnahme  allein  der  reellen 
echt  gebrochenen  x,  darstellt.    Aus  (33)  folgt  folgende  Darstellung'^): 


69)  Heine,  J.  f.  Math.  42  (1851),  p.  72. 

70)  Beweise  für  die  letzte  Behauptung  von  Heine  (H.  B.,  erste  Auflage); 
Thome,  J.  f.  Math.  66  (1868),  p.  337,  und  Laurent,  J.  de  math.  (3)  1  (1875), 
p.  373.  Der  Laiirent'sche  Beweis  ist  in  der  zweiten  Aufl.  von  Heine'a  H.  B.  1, 
p.  197,  reproduziert.  —  C.  Neumann  bringt  Gl.  (32)  mit  einem  bekannten  Satze 
von  Cauchy  in  Verbindung  und  leitet  daraus  die  Entwicklung  einer  Funktion 
nach  Kugelfunktionen  erster  und  zweiter  Art  her,  vgl.  die  oben  zitierte  Mono- 
graphie, Halle  1862. 

71)  F.  Neumann,  J.  i.  Math.  37  (1848),  p.  21.  —  Vgl.  auch  F.  Neumann, 
Beiträge  1;  F.  Neumann,  Vorles.  über  Potential,  p.  311.  Die  iVeMwanra'sche 
Funktion  Q„{x)  ist  das  Doppelte  der  IfeMie'schen  Funktion  Q"{x),  da  in  der 
Neumann' s6ii&n  Definition  der  Faktor  4  fehlt. 


72)  Diese  Darstellung  findet  sich,  mit  t  ■ 


2 


schon  bei  R.  Murphy,  Cambr.  Trans,  ö,  (1835),  p.  338. 
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(34)  QT  ix)  =  \  P'"(x)log  g±^)  -  BSx), 

wo  R^(x)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  ist  vom  Grade  n  —  1, 
ferner  JJo=  0,  i?^  =  1.  Die  Ergänzungsfunktion  li^  hat  U.  Cliristoff'cl 
in  eine  nach  den  Kugelfunktionen  P""',  P"~^,...  fortschreitende 
Reihe  entwickelt,  SchläfU  und  Hermite''^)  finden  dafür  die  Reihe 

(34  a)  P„  (x)  =  ^IP'-'  (x)  P"  - "  (.r) . 

r=l 

Die  Gleichung  (34),  deren  Gültigkeit  für  beliebige  x  sich  aus  der 
DiiFerentialgleichung  (2)  ergiebt,  zeigt  das  Verhalten  von  Q"{x)  bei 
Umkreisung  der  singulären  Punkte  +  1-  Um  für  Q''{x)  einen  ein- 
deutigen Wert  zu  erhalten,  denkt  sich  Heine"'^)  die  Punkte  x=-\-\ 
und  x  =  —  1  durch  einen  Querschnitt  verbunden  und  definiert  Q"{x^ 
so,  dass  für  reelle  a;  >  1  der  reelle  Wert  des  Logarithmus  zu  nehmen 
ist,  während  für  Punkte  des  Querschnitts  Q!'{:r)  die  halbe  Summe  der 
Werte  darstellt,  die  sie  hätte,  wenn  das  Argument  das  eine  Mal  eine 
positive,  das  andere  Mal  eine  negative  halbe  Drehung  um  1  aus  jenem 
Hauptwerte  macht.  Diese  Festsetzung  hält  SchläflP^)  mit  Recht  für 
unzulässig,  weil  die  so  definierte  P'unktion  der  Differentialgleichung 
(2)  in  der  Umgebung  des  Querschnittes  nicht  genügen  würde. 

Mittelst  des  Neumann' sehen  Integrals  ergeben  sich  für  Q"{x)  teils 
genau  dieselben  Rekursionsformeln  wie  für  P"{x),  teils  ganz  analoge. 
Speziell  gilt  die  erste  Gleichung  (14)  und  die  Gleichung  (15  a)  in 
Nr.  6  auch  für  Q"\  doch  tritt  an  Stelle  der  zweiten  Gleichung  (14) 
die  Gleichung 

(35)  Q\x)-~xQ\x)+l  =  (). 

Ferner  folgen  aus  (33),  resp.  (34)  die  Werte  von  ^"(0),  resp. 
^on  (-^5^)  für  a;  =  0  etc. '«). 


73)  Vgl.  die  bei  Nr.  6  oitierten  Arbeiten  von  Christoffel.  —  SchläfU,  Kugelflf. 
m.  bei.  Par.,  p.  61 ;  Hermite,  Teixeira  Jornal  de  Seien,  math.  6  (.188i),  15.  81. 

74)  Seine,  H.  B.  1,  p.  128;  Heine's  Festsetzung  kommt  darauf  hinaus,  dass 
für  reelle  x  zwischen  —  1  und  -\-  1 

Q"(x)  =  1  P"ix)  log  (^;)  -  B"  (x) 
ist. 

75)  Schläfli,  Kugelff.  m.  bei.  Par.,  p.  26. 

76)  F.  Neumann,  Beiträge,  p.  64  ff.  Dort  sind  auch  rekurrente  Relationen 
für  die  Funktion  i?„  (s.  34a),  sowie  solche  zwischen  den  P  einerseits,  den  Q 
andererseits  angegeben. 
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21,  Entwicklung  von  Q"  nach  steigenden  Potenzen.  Eine 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreitende,  für  |  a;  |  <  1  konver- 
gierende Reihe  erhält  man  mittelst  der  Diiferentialgleichung  (2).  Man 
kann  nämlich  dieser  Gleichung  auch  durch  die  folgenden  beiden  Reihen 
genügen,  deren  eine  abbricht,  die  andere  für  |  x  |  <  1  konvergiert: 


(3G) 


^_  .  n(„  +  l)  n(w-2)(n4-l)(w+3)     , 

=  f(—^     '-^     -     xA 

^  \        2>        2     '     2  '    ^  j ' 

(M- 

p/       w  — 1       «4-2       3  2\ 


j.j_  (n-l){n  +  2)     3         (n-l)(n-3)(w  +  2)(n  +  4)    . 


Dann  ist  für  gerade  n: ") 


(36  a) 


P"(a;)  =  (-1) 
(2"(.r)  =  (-  1) 


^n  1  ■  3  ■  ■  -(w— 1) 


4« 


2    4- 

2-4-. 


Jf, 


1-3- ■•(«  —  !) 


für  ungerade  n  dagegen: 


(36b) 


P-ix)  =  (-  1) 


+  («-!) 1_^3  ■  ■  -n 

2-4- 

(«-l-l)2-4- 


.(w-1) 
■  («  -  1) 


iV- 


i\^. 


4-p''(^)ig(-i), 


1.3. ..„    ■M-iP''(x)lgi-l). 
22.    Integraldarstellung    von     Q".      Von    anderen    Reihen    für 


Q"{x)  erwähnen  wir  noch  eine  nach  Potenzen  von  x  —  Yx^ — 1; 
ferner  für  x  =  cos  &  eine  nach  Kosinus  der  Vielfachen  von  -0-  fort- 
schreitende, sowie  verschiedene  Darstellungen  in  Form  hypergeome- 
trischer Reihen  '*).  Durch  bestimmte  Integrale  lässt  sich  Q"  ausser 
durch  (33)  u.  a.  noch  folgendermassen  darstellen: 

0  -1 

Das  erste  dieser  Integrale  gilt  für  beliebige  x;  nur  ist  "j/x^ —  1  für 
reelle  x  mit  demselben  Vorzeichen  zu  nehmen  wie  x;  das  zweite  Inte- 
gral gilt  nicht  für  reelle  gebrochene  x. 

Auch  die  Frage  ist  untersucht,  welches  die  erzeugende  Funktion  für 


77)  Heine,  H.  B.  1,  p.  147;  F.  Neumann,  Beiträge,  p.  57. 

78)  Über  diese  Eeihen  und  Integrale  vgl.  Heine,  H.  B.  1,  Teil  I,  Kap.  3. 
Das  zweite  der  Integrale  (37)  findet  sich  bei  Laurent  in  der  Nr.  6  und  Nr.  19 
citierten  Arbeit.  —  Andere  Integrale  giebt  Schläfli,  Kugelff.  m.  bei.  Par. 
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Q'"{x)  ist,  d.  h.  welche  Funktion  an  Stelle  Ton  (3)  treten  muss,  damit  bei 
der  Entwicklung  nach  Potenzen  von  a  die  Q"{x)  statt  der  P"(x)  als 
Koeffizienten  auftreten'^).  Angenäherte  Ausdrücke  der  Q"(x)  für  sehr 
grosse  n  findet  man  bei  Heine  und  Stielfjes^").  Die  Lage  der  Wurzeln 
der  Gleichung  ^''(^)  =  0  ist  von  Hermite  und  Stieltjes  erörtert*^). 
Ferner  hat  Hargreaves^")  noch  die  Werte  der  Integrale 


1  OD  1 

J\_Q''{x)-fdx,     f[Q'^ix)fdx,     Jq"{x)F^{x) 


dx 


bestimmt. 

23.  Zusammenliang  zwischen  Kugelfunktionen  und  Ketten- 
brüchen. Endlich  ist  der  folgende  Zusammenhang  zwischen  Kugel- 
funktionen und  Kettenbrüchen  zu  ei'wähnen.  Entwickelt  man  den 
Ausdruck  ■'k^glx -\-  l)  —  2^g(* — 1)  in  einen  Kettenbruch,  so  sind 
Zähler  und  Nenner  des  m'""  Näherungsbruches  die  mit  dem  Faktor 
(1  •  2  •  •  •  «)  :  (1  •  3  ■  ■  •  (2«.  —  D)  multiplizierten  Funktionen  R^{x) 
(Nr.  20)  und  P"(^x).  Ferner  ist  Q" (x)  :  P" (a:)  der  Unterschied  zwischen 
der  zu  entwickelnden  Funktion  und  dem  genannten  Näherungsbruche*^). 

24.  Zugeordnete  Funktionen  der  zweiten  Art.  Diese  Funktionen 
hängen  mit  Q"(x)  in  derselben  Weise  zusammen  wie  die  Zugeordneten 
der  ersten  Art  mit  P''(x)-,   und  zwar  definiert  Heine^) 

(38)  Q'tix)  =  (.^_  1)^^(-  1)^  '^^^-^^^, 

während  F.  Ncumann^^) 

(38a)     Q^M  =  il-x^rq^  =  vl{-  ini-c^rf^^. 

-1 
setzt,  so  dass 

W Q..  (^)  =  (- 1)^^  r^f+g:  +  ,)  •  2  •  Q"{x) 

79)  Heine,  H.  B.  1,  p.  134;  Schläfli,  Kugelff.  m,  bei.  Par.,  p.  61;  BeUrami, 
Lomb.  Eend.  (2)  20  (1887),  p.  469. 

80)  neine,  H.  B.  1,  p.  175  flf.;  Th.  Stieltjes,  Par.  C.  R.  110  (1890),  p.  1026;  Toul. 
Ann.  4  (1890),  p.  1. 

81)  Beide  Arbeiten  in  den  Toul.  Fac.  Ann.  4,  1890. 

82)  Lond.  math.  Proc.  29  (1898),  p.  115—123. 

83)  Diese  Sätze  finden  sich,  wenn  auch  nicht  dem  Wortlaut,  doch  der 
Sache  nach  bei  C.  F.  Gauss,  Comrn.  Gott.  3  (1816),  Werke  3,  p.  163. 

84)  Heine,  H.  B.  1,  p.  210. 

85)  F.  Neilmann,  Beiträge,  p.  2;  J.  f.  Math.  37  (1848),  p.  22.  —  Der  Faktor  2 
in  (38  b)  kommt  daher,  dass  die  .^ewmawm'sche  Funktion  Q„  das  Doppelte  der 
fleiwe'schen  Funktion  Q"  ist. 
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ist.  Qv{x)  genügt  derselben  Differentialgleichung  wie  P^(a;)  [Gl.  (19) 
in  Nr.  8],  und  zwar  ist,  falls  v^n,  Q'v{x)  ein  solches  partikuläres 
Integral  jener  Gleichung,  das  für  rr  =  +  1  unendlich  wird,  für 
ar  =  oo  verschwindet,  während  P"(x)  für  alle  endlichen  x  endlich 
war,  für  a;  ==  cx)  aber  unendlich. 

Indem  wir  hinsichtlich  verschiedener  Reihenentwicklungen  und 
Integraldarstellungen  auf  Helne's  H.  B.  1,  hinsichtlich  der  Rekursions- 
fonneln  sowie  spezieller  Werte  von  Qr{x)  auf  F.  Neumann' s  oben 
zitierte  Schriften  verweisen,  erwähnen  wir,  dass  sich  mittelst  der 
Funktion  Q",  ein  Additionstheorem  *^)  für  die  Punktion  Q"  aufstellen 
lässt,  ähnlich  dem  Additionstheorem  für  P"  (vgl.  Nr.  13). 

Die  Entwicklung  von  1  :  (x  —  y)  nach  P"  und  Q"  hat  F.  Linde- 
mann^'')  aufgestellt.  Er  findet  u.  a.  die  merkwürdige  Integralformel: 
+  1 


/ 


J'."(*')(?/(^),    "^" 


yr. 


25.  Zugeordnete,  deren  Nebenindex  den  Hauptindex  übersteigt. 
Bei  den  Zugeordneten  erster  Art  ist  durch  die  Definition  (s.  Gl.  (17) 
in  Nr.  8)  der  Nebenindex  v  auf  Werte  beschränkt,  die  den  Haupt- 
index n  nicht  übersteigen.  Denn  für  v  >  n  wird  die  v*"  Ableitung 
von  P"  gleich  Null,  während  die  v'"  Ableitung  von  Q"  nicht  ver- 
schwindet. Diese  Bemerkung  führt  darauf,  die  Integrale  der  Gleichung 
(19)  (in  Nr.  8)  auch  für  Werte  von  v  >  n  zu  untersuchen.  Diese 
Untersuchung  ist  in  F.  Nemnann's  Beiträgen  durchgeführt**).  Indem 
Neumann  das  Integral  von  (19)  in  eine  nach  fallenden  Potenzen  von 

(x-\-  IX'^" 

multipliziert  ist,  findet  er,  dass  (19)  nur  für  den  Fall  v^n  ein  parti- 
kuläres Integral  Pj'(x)  besitzt,  das  in  den  beiden  singulären  Punkten 

86)  Heine,  H.  B.  1,  p.  332.  —  Vgl.  C.  Neumann,  Leipz.  Abb.  1886,  wo  das 
Additionstheorem  auf  komplexe  Werte  des  Arguments  ausgedehnt  wird.  Übrigens 
hängt  das  Additionstheorem  der  Q"  schon  mit  den  in  Nr.  25  zu  besprechenden 
erweiterten  Q"  zusammen. 

87)  Lindemann,  Math.  Ann.   19  (1882),  p.  323. 

88)  Auch  Heine  betrachtet  die  Zugeordneten  für  v^n.  Doch  erwähnt  er 
nirgends,  worauf  es  doch  wesentlich  ankommt,  dass  für  diesen  Fall  das  Verhalten 
der  partikulären  Integrale  der  Diiferentialgleichung  (19)  ein  anderes  ist  als  für 
den  Fall  v  ^  n.  Diesen  Unterschied  hat  zuerst  F.  Neumann  in  seinen  Beiträgen 
klar  hervorgehoben.  Neumann  verdankt  man  die  systematische  Durchführung 
des  Falles  »'>»»,  wie  auch  die  Einführung  der  Funktionen  S„v,  T„v  —  Geo- 
metrische Darstellungen  dieser  Funktionen,  sowie  der  F"  und  Q'l  giebt  für  reelle 
Argumente  R.  Olhricht,  s.  Anmerkung  36). 
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X  ^  -\-  i  und  X  =  —  1  endlich  bleibt  und  für  x  =  (x>  unendlich 
wird,  während  das  zweite  partikuläre  Integral  Q"{x)  für  x*  =  +  1 
unendlich  wird  und  für  x  =  os  verschwindet;  dass  dagegen  für  x»  >  w 
die  partikulären  Integrale  von  (19)  eine  wesentlich  andere  Beschaffen- 
heit haben.  Hier  existieren  zwei  partikuläre  Integrale  S„^,{x)  und 
T^^(x),  deren  erstes  für  x  =  —  1  verschwindet  und  für  ;r  =  -f-  1 
unendlich  wird,  während  das  zweite  umgekehrt  für  x  ==  -{-  1  ver- 
schwindet und  für  x  =  —  1  unendlich  wird.  Ausserdem  werden  beide 
noch  unendlich  für  x  =  ao.  Die  konstanten  Faktoren  dieser  Inte- 
grale bestimmt  Neummm  so,  dass 

wird,  dass  daher  8^^ —  T„^  für  x  =  <yo  verschwindet. 

In    Form    von    Integralen    lassen    sich    8^^  und  T,,^    (v  > «)    so 

darstellen: 

1 

(39)  8„,{x)  =  (-  1)""!(1  -^T'/(£~^i. 

während  in  T^^.  nur  —  1  an  Stelle  von  +  1   obere  Grenze  wird. 

Wegen  anderer  Integraldarstellungen  und  Reihenentwicklungen 
der  Funktionen  8^^,  T,,^  (auch  Reihen  nach  steigenden  Potenzen 
von  oc),  vgl.  F.  Neumann'?,  Beiträge. 

YI.   Erweiterungen. 

26.  Kugelfunktionen,  deren  Index  eine  beliebige  Zahl  ist.  Mau 
kann  den  Begriff  der  Kugelfunktionen  dahin  erweitern,  dass  man  statt 
einer  ganzen  Zahl  eine  beliebige  Zahl  als  Index  nimmt.  Gelegentlich 
weist  Heine*^)  auf  derartige  Erweiterungen  hin.  Systematisch  sind 
die  einfachen  Kugelfunktionen  für  beliebige  Indices  von  8cJiläfli  unter- 
sucht-'"), der  den  Index  als  Parameter  bezeichnet.  Sclüäfli  definiert 
die  Kugelfunktionen  erster  und  zweiter  Art  für  jeden  reellen  oder 
komplexen  Wert  des  Index  durch  ausnahmslos  gültige  Integrale  im 
komplexen  Gebiete  und  leitet  daraus  durch  blosse  Addition  von 
Integrationswegen  die  hauptsächlichsten  Relationen  zwischen  den 
Kugelfunktionen  her.  Er  stellt  I"'{x)  durch  zwei  verschiedene  Inte- 
grale dar,  eines  im  einblätterigen  <- Felde,  das  andere  im  zweiblätte- 
rigen s-Felde: 


89)  Heine,  H.  B.  1,  z.  B.  p.  37,  wo  das  Laplace'&che  Integral  als  Definition 
von  P"  für  beliebige  n  dient. 

90)  Sclüäfli,  KugelfF.  m.  bei.  Par,,  s.  das  Verz.  der  Monographieen. 


(41) 
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II.    P-  (x)  =  -i~  fs^  - ,     (m;2  =  s2  —  2 sx-  +  1) . 

Der  Weg  des  ersten  Integrals  ist  für  |  a;  |  >  1  ein  mit  dem  Radius 
■j/a;^ —  1  um  x  beschriebener  recbtläufiger  Kreis,  der  Weg  des  zweiten 
Integrals  ist  eine  Doppelgerade,  die  von  x  -\-  ^x?  —  1  zu  x — "j/a;^ — 1 
und  zurück  läuft;  dabei  bat  aber  iv  beim  Hin-  und  Rückgang  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen.  Aus  (40)  folgt: 
(40a)  P«(a;)  =  P-("  +  i)(a:). 

Für  Q'^ix)  werden  die  folgenden  Formeln  aufgestellt: 

Der  Integrationsweg  bei  I  geht  in  einer  schleifenförmigen  Kurve  mit 
Doppelpunkt  rechtläufig  um  x  und  rechtläufig  um  das  endliche  Ge- 
biet; bei  II  ist  der  Weg  einer  Lemniscate  ähnlicli,  geht  rechtläufig 
um  —  1,  rückläufig  um  -)-  1. 

Zwischen  den  Funktionen  P  und  Q  findet  Sddäfli  die  Beziehung: 

(42)  P" (x)  =  ^)  { Q" (^)  -  g- (« +  '\x) ] . 

Hinsichtlich  der  weitereu  sich  hieran  knüpfenden  Entwicklimgen 
muss  auf  Schläfli  verwiesen  werden,  nur  zweierlei  mag  noch  erwähnt 
werden:  1)  dass  Schläfli  auch  die  Analoga  der  Reihen  (36)  und  der  Be- 
ziehungen (36a)  und  (36b)  in  Nr.  21)  für  beliebige  a  aufstellt; 
2)  dass  er  bei  der  Betrachtung  der  Zugeordneten  dem  zweiten  Index  v 
nur  ganzzahlige  Werte  beilegt. 

Die  Funktionen  P",  in  denen  n  und  v  beliebige  Werte  haben, 
sind  neuerdings  von  E.  W.Hobson^^)  untersucht  und  durch  komplexe 
Integrale  dargestellt. 

Bei  diesen  Erweiterimgen  handelt  es  sich  um  Eigenschaften,  die 
den  Kugelfunktionen  eigentümlich  sind,  nicht  um  solche,  die  sie  mit 
anderen  hypergeometrischeu  Reihen  gemein  haben.  Als  spezielle 
Fälle  der  Eiemann' sehen  P-Funktion  behandelt  B.  Olhricht  die  P" 
und  Q'l,  bei  denen  beide  Indizes  beliebig  sind^**). 

27.  Ringfunktionen.  Wegen  ihrer  Anwendung  in  der  Potential- 
theorie gewähren  noch  gewisse  Arten  der  Kugelfunktionen  mit  nicht 


91)  Hobson,  Lond.  Trans.  187  A  (1896),  p.  443. 
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ganzzahligem  Iudex  ein  besonderes  Interesse.  Hierher  gehören  vor 
allem  die  RimifiinMionen,  englisch  toroidal  fimctions.  Sie  können 
definiert  werden  als  Kugelfunktionen,  deren  Index  die  Hälfte  einer 
ungeraden  ganzen  Zahl  ist,  d.  h.  als  Integrale  derjenigen  Differential- 
gleichung, die  aus  (2)  entsteht,  wenn  man  n{n -\- 1)  durch  n^ — \ 
ersetzt  {^n  eine  ganze  Zahl).  Die  erste  Untersuchung  dieser  Funktionen 
rührt  von  C.  Nemtiann^^)  her;  ferner  finden  sich  dieselben  in  einer 
nachgelassenen  Arbeit  B.  Riemann's  ^^).  Doch  treten  in  beiden  Arbeiten 
nicht  die  Analogien  mit  den  Kugelfunktionen  deutlich  hervor.  Auf 
diese  ist  u.  a.  von  Ä.Wangerin^^)  hingewiesen,  dann  von  E.Heine  und 
W.  M.  Hicks^^).  Andere  Untersuchungen  rühren  von  H.  Hübschmann^^) 
her,  der  jedoch  die  vorhergehende  Litteratur  nicht  berücksichtigt, 
sowie  von  Ä.  Hasset^'').  Verallgemeineru.ngen  der  Ringfunktionen  hat 
L.  Gegenbauer^^)  betrachtet. 

Wie  bei  den  Kugelfunktionen  kann  man  sonale  und  sektorielle 
Ringfunktionen  unterscheiden.  Die  letzteren  sind  Lösungen  der  Glei- 
chung (1)  (in  Nr.  1),  wenn  man  darin  n(n  -\-  l)  durch  n^  —  \  er- 
setzt; sie  sind  Produkte  von  cos  (vcoi),  resp.  sin  (vcj)  und  der  Funktion 

n 
(A^\  p„-l-{^\  ^  (— l)''-r(n-H)     r        cos  (v(p)dcp 

(n  und  V  ganze  Zahlen),  resp.  der  Funktion  Q^'^ix),  die  aus  P"~i 
dadurch  entsteht,  dass  der  hyperbolische  Kosinus  an  Stelle  von  cos  qp 
tritt  und  für  v  ^n  die  Grenzen  des  Integrals  0  und  co  werden.  Für 
V  =  0  ei'hält  man  die  zonalen  Funktionen.  Übrigens  haben  die  Ring- 
funktionen mit  den  Kugelfunktionen  die  Eigenschaft  gemein: 


(44) 


p^''-Hx)-={x--if'''^^0^, 


dx" 


«-i/V^  —  z-^S       1^i^'d•'§o"    ^(x) 


dx 
Die    vorstehende,    der   Arbeit   von    Basset^^)    entnommene    Dar- 


92)  C.  Neumann,  vgl.  die  Monographie  von  1864. 

93)  Biemann,  Werke,  p.  407  (Leipzig  1876). 

94)  Wangerin,  Archiv  Math.  55,  p.  113;  Progr.  Berl.  1873. 

95)  Heine,  H.  B.  2,  p.  283  fif.  —  Hicks,  Lond.  Trans.  171,  1882. 

96)  Hübschmann,  Progr.  Chemnitz  1889. 

97)  A.  Basset,  Amer.  ,T.  of  Math.  15  (1893),  p.  287.  —  Vgl.  auch  W.  D.  Niven, 
Lond.  math,  Proc.  24  (1893),  p.  372— 386;  ferner  J.  i?.  Sc/«(ete,  allgemeine  Lösung 
der  Magnetisierungsgleichungen  für  den  Ring,  Preisschrift,  München  1894. 

98)  Gegenbauer,  Wien.  Her.  100  (1891),  p.  745. 

99)  Die  Bezeichnung  der  Funktionen  ist  bei  Basset  eine  etwas  andere;   in 
Encyklop.  d.  raatb.  Wiasensoh.    II.  47 
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Stellung  von  P/~i(a;)  unterscheidet  sich  von  der  Heine' s,  der  übrigens 
für  Q"~^  noch  eine  andere  Integraldarstellung  giebt,  durch  einen 
konstanten  Faktor.  Natürlich  lassen  sich  die  Ringfunktionen  auch 
als  hypergeometrische  Reihen  darstellen,  es  bestehen  für  sie  Rekur- 
sionsformeln, die  denen  der  Kugelfunktionen  ähnlich  sind  etc.  Von 
den  letzterwähnten  Formeln  mag  die  folgende,  für  die  Anwendungen 
wichtige,  noch  Erwähnung  finden: 

(45)  '^Ö^  ^^.-i(^) _  p^.-i(^)  äor}^  _  (-^)>t-^' • 

^     ■'  dx         ^*'        ^  ''  ^       ^  ■'         dx  {n  —  v)\{x^  —  1) 

28.  Mehler's  Kegelfunktionen.  Eine  andere  Klasse  der  für  die 
Anwendungen  wichtigen  Erweiterungen  der  Kugelfunktiouen  bilden 
die  Kegelfmiktionen,  conal  harmonics.  Auf  die  Notwendigkeit  der 
Einführung  von  Kugelfunktionen  mit  komplexen  Indices  —  \  -\-  iii 
(fi  beliebig)  haben  schon  Thomson  und  Tait  hingewiesen'"");  die  wirk- 
liche Darstellung  verdankt  man  F.  G.  Mc}iler^°^),  der  auf  diese  Funk- 
tionen geführt  wurde  durch  die  Entwicklung  der  reziproken  Ent- 
fernung eines  Punktes  innerhalb  einer  Kegelfläche  von  einem  auf  der 
Axe  gelegenen  Punkte.  Mehler  definiert  die  Kegelfunktion  durch 
die  Gleichung: 

(46)  ^^(cos  &)  =  "".^SlkJlll  f       cos(^a)^.     _  _ 

0 

K^    genügt    der  Gleichung    (2  a)    in  Nr.  2,    wenn  man   in  derselben 

n(n  -\-  1)   durch   —  (ft-  -(-  ^)  ersetzt.     Das   allgemeine  Integral  jener 

Gleichung  ist 

(46  a)  A  Kt'  (cos  Q-) -j-  BK''  (—  cos  »), 

und    zwar    entspricht   K/^  ( —  cos  #■)    der  Kugelfunktion  zweiter  Art. 

Ferner  ist 

(47)  -J^^„  fdfj,  ^^g^  K^ix)K>'{-  y), 

0 

woraus  folgt: 

(47 a)  K^' (-  y)  =  ^^^^  C^^dx  _ 


der  Bezeichnung  folge  ich  Heine,  doch  unterscheidet  sich,   wie  schon  oben  be- 
merkt, das  Heine'sche  P^~^  von  dem  obigen  um  einen  konstanten  Faktor. 

100)  Thomson  und  Tau,  Th.  Ph.  1,  p.  170. 

101)  F.  G.  Mehler,  J.  f.  Math.  68  (1868),  p.  134;  Progr.  Gymn.  Elbing  1870, 
abgedr.  Math.  Ann.  18  (1881),  p.  161.  —  Vgl.  übrigens  Heine,  H.  B.  1,  p.  300; 
2,  p.  219  ff. 
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Melder  giebt  noch  andere  Integraldai'stellungen  der  Kegelfunktionen, 
sowie  verschiedene  Reihen  für  dieselbeiij  endlich  auch  das  Additions- 
theorem dieser  Funktionen. 

29.  Adjungierte  Kegelfunktionen.  C.  Nemnann'^'^^'),  der  die 
Funktion  Ä'"( — y)  mit  L^(y)  bezeichnet,  leitet  eine  Reihe  der  3IeJder- 
schen  Formeln  auf  anderem  Wege  her  und  fügt  neue  Formeln  hinzu, 
z.  B.  die  Entwicklung  von  K''(cosd')  nach  Kugelfunktionen  P"(cosö'). 
Er  führt  ferner  die  „adjtingierkn"  Kegel fimldionen 

(48)    ä;,(.)  =  (1  -  x^f  ^ ,     L,,(.)  =  (1  -  .^-f  "^^ 

ein  und  giebt  mit  Hilfe  derselben  dem  Additionstheorem  eine  Form, 
die  dem  Additionstheorem  der  Kugelfunktionen  analog  ist.  Die  ad- 
jungierten  Kegelfunktionen  sind  dann  von  G.  Leonliardt^"^')  weiter  be- 
handelt, der  auch  folgende,  der  La 2}Iace' sehen  Funktion  Y^[d;  a) 
analoge  Funktion  einführt: 

Y,(ß,  w)  =  ^^9i(/t)[«y  cos  (joj)  +  ßj  sin  (jcj)]. 
j  =  o 

Für  sie  gilt,  falls  cos  y  dieselbe  Bedeutimg  hat,  wie  in  Nr.  1 3  (Gl.  (26)), 
der  Integralsatz: 

+  1     2« 


(49  a) 


-s  [i"p(fi,  «i)  cos  {q^ti)  —  r  (ftj,  Oj)  cos  {qx!)]. 


30.  Entwicklung  einer  Funktion  nach  Kegelfunktionen.    Von 

Interesse  ist  Mehlers  Darstellung  einer  Fimktion  f(d;  9)  durch  Kegel- 
funktionen : 

(50)     f{»,  9)  =  ^J  d[iiil  tgit,ni)Jd&'  1  sin  {i»')jK"(s)f(&',q>yi<p', 
000 
worin 

z  =  cos  (9-i)  cos  (d^'i)  -\-  sin  (&i)  sin  (d-'i)  cos  (q>  —  (p') 
ist.  Diese  Darstellung  gilt  unter  der  Bedingung,  dass  die  Funktion/" 
von  ■9'  =  0  bis  &  =  00  und  von  9  =  0  bis  qo  =  2a:  gegeben  ist, 
nirgends  unendlich  wird  und  für  &  ^  rxi  stärker  gegen  Null  kon- 
vergiert als  die  ( —  ^)"'  Potenz  von  e*.  Ist  die  Funktion  f{&,  tp)  in 
der  Umgebung  des  Punktes  &,  cp  vieldeutig,  so  stellt  die  rechte  Seite 


102)  C.  Neumann,  Math.  Ann.  18  (1881),  p.  195. 

103)  G.  Leonhardt,  Math.  Ann.  19  (1882),  p.  578. 
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von  (50)  einen  gewissen  Mittelwert  dar.  —  Hier  tritt  ein  charakteristischer 
Unterschied  gegen  die  Kugelfunktionen  hervor.  Dort  war  der  Iudex  n 
auf  ganze  Zahlen  beschränkt,  die  Darstellung  einer  Funktion  durch 
Kugelfunktionen  erforderte  nur  eine  Summe  von  Kugelfunktionen, 
während  hier  eine  Integration  über  alle  möglichen  Werte  des  Index  ft 
nötig  ist'"*). 

31.  Funktionen,  die  aus  der  Entwicklung  von  (1  — 2{CX-{-u^)~^ 
entstehen.  Eine  von  vielen  Autoren  behandelte  Erweiterung  der 
Kugelfunktionen  ergiebt  sich,  wenn  man  statt  des  Ausdrucks  (3)  in 
Nr.  2  den  Ausdruck 

(51)  (l_2«x  +  «=)-^ 

nach  Potenzen  von  a  entwickelt.  Der  Koeffizient  C^''(x)  von  a"  ent- 
hält einerseits  die  Kugelfunktion  P"(a-)  als  speziellen  Fall,  anderer- 
seits besitzt  er  viele  der  Kugelfunktion  analoge  Eigenschaften.  Bei- 
läufig ist  diese  Entwicklung  in  Jucohi's  nachgelassener  Arbeit  über 
die  hypergeometrische  Reihe  erwähnt '"■').  Am  ausführlichsten  sind 
die  C,,"  von  L.  Gegenbauer  ^'^^)  behandelt. 

Die  Funktion  C„^  genügt  der  Difi'erenfcialgleichung 

(52)  (1  -  X')  ^»-  -  {2v  +  l)x  ^  +  n{n  +  2v)C:  =  0. 

Für  Cj  gelten  Integi'alsätze  analog  denen  der  Kugelfunktionen,  z.  B. 
tritt  an  Stelle  der  Gleichung  (12)  in  Ni".  6  folgende: 
-hl 
yC„"(a;)C„'(a;)(l  —  x^f'-^dx  =  0  für  m  ^  n. 


104)  Thomson  und  Tau,  Th.  Ph.  1,  p.  170,  sprechen  auch  für  imaginäre 
Indizes  nur  von  Reihen  von  Kugelfunktionen,  nirgends  von  einer  Integraldar- 
stellung wie  in  (50). 

105)  J.  i.  Math.  66  (1859),  p.  149;  Werke  6,  p.  184.  —  Vgl.  Hmie,  H.  B.  1, 
p.  297  u.  p.  451  if.,  ferner  M.  Koppe,  Progr.  Berl.  1877;  G.  Darboux,  J.  de  math. 
(3)  4  (1878),  p.  377. 

Schon  bei  Murphy,  Cambr.  Trans.  5,  (1835),  p.  322,  treten  die  C,]  auf,  aber 
als  Entwicklungskoeffizienten  einer  komplizierteren  erzeugenden  Punktion.  —  Auf 
die  Rolle  dieser  Funktionen  für  die  mechanische  Quadratur  hat  zuerst  Mehler 
aufmerksam  gemacht,  J.  f.  Math.  63  (1864),  p.  152. 

Über  die  Entwicklung  des  Ausdrucks  (51),  falls  darin  .-r  =  cos  ■9'  gesetzt 
wird,  nach  Kosinus  der  Vielfachen  von  9  existiert  eine  ausgedehnte  Litteratur, 
vgl.  das  Referat  von  H.  Burkhardt,  D.  M.-V.  10  (1901),  §  17  u.  19. 

106)  Wien.Ber.70,  1874;  75,  1877;  97,  1888;  102,  1893;  Wien  Denksehr.  48, 
1884.  —  Übrigens  hat  noch  eine  Reihe  anderer  Autoren  Untersuchungen  über 
die  Funktionen  C'i  veröffentlicht,  ohne  sich  um  die  darüber  vorhandene  Litteratur 
zu  kümmern. 
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Ferner  ergiebt  sich  ein  zweites  partikuläres  Integral  der  Gleichung  (52) 
bei  der  Entwicklung  von  (y  —  a;)"*"  nach  Funktionen  C„*,  und  zwar 
ist  dasselbe  der  Koeffizient  von  2(w  +  '')^'n'(^)-  —  Auch  ein  Addi- 
tionstheorem existiert  für  die  C/,  das  dem  Additionstheorem  der 
Kugelfunktionen  analog  ist*"').  Indem  wir  hinsichtlich  der  verschie- 
denen Reihen,  in  welche  sich  diese  Funktionen  entwickeln  lassen,  auf 
die  Arbeiten  von  L.  Gegenbauer  verweisen,  erwähnen  wir  noch,  dass  von 
Kekursionsformeln  nicht  nur  solche  zwischen  Funktionen  mit  dem- 
selben V,  aber  verschiedenen  n  existieren,  sondern  auch  solche  für 
verschiedene  v.     Die  einfachste  der  letzteren  ist: 

(53)  2.C:±\(.)  =  ^; 

vermöge  derselben  lassen  sich  alle  C^  auf  solche  reduzieren,  für  die 
V  zwischen  0  und  1  liegt'"*). 

32.  Fall,  in  dem  v  ein  Vielfaches  von  ^  ist.  Kugelfunktionen 
höherer  Ordnung.  Ein  besonderes  Interesse  gewähren  die  Fälle  der 
Funktionen  C'/,  in  denen  v  ein  ungerades  Vielfaches  von  ^  oder  eine 
ganze  Zahl  ist.  Im  ersten  dieser  beiden  Fälle  lassen  sich  nach  (53) 
die  0/  durch  Differentialquotienten  von  Kugelfimktionen  ausdrücken, 
unterscheiden  sich  also  von  den  zugeordneten  Kugelfunktionen  nur 
durch  eine  Potenz  von  (1  —  x')  und  einen  konstanten  Faktor.  Falls 
aber  v  eine  ganze  Zahl  ist,  las.sen  sich  die  Funktionen  C^  auf  die 
Funktion 

M)  ^n=^^^-    ,       (^  =  COSn 

zurückführen,  resp.  auf  die  Funktion 
(54a)  po_cos(n») 

die  bei  der  Entwicklung  von  — lg(l  —  2 u  cos  %■ -\- u^ )  als  Koeffi- 
zient von  2  a"  entsteht. 

Die  Funktionen  (7/  für  ganzzahlige  v  oder  für  v  =  ungeraden 
Vielfachen  von  \,  die  Seine^"^)  als  Kugelfunktionen  hökerer  Ordnung 


107)  Heine,  J.  f.  Math.  62  (1863),  p.  127.  —  L.  Gegenhauer,  Wien.  Ber.  70 
(1874),  p.  443;  102  (1893),  p.  942.  —  Betreffs  der  Rekursionsformeln  der  C;;  vgl. 
R.  Most,  J.  f.  Math.  70  (1869),  p.  163. 

108)  S.  Pincherle  [Hol.  Mem.  (,5)  1,  1891]  hat*  die  Funktionen  untersucht,  die 
aus  der  Entwicklung  von 

1 


yt'  —  3tx  +  1 

nach  steigenden  Potenzen  von  t  entstehen. 
109)  Heine,  H.  B.  1,  p.  299,  4.il  ff. 
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bezeichnet,  kommen  noch  in  einem  anderen  Zusammenhange  vor.  Be- 
trachtet man  nämlich  statt  der  Laplace' sehen  Gleichung  Ay  =  0  die 
Gleichung,  die  im  Räume  von  (p  -\-  1)  Dimensionen  an  deren  Stelle 
auftritt  1^"),  so  tritt  an  Stelle  der  Gleichung  (la)  in  Nr.  1  eine  all- 
gemeinere, die  von  p  variabeln  Winkeln  abhängt,  &  und  qpj,  cp^, . . .,  fp^i'-, 
und  zwar  hängen  diese  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  a;,,^,,...,^;^^! 
eines  Ranmpunktes  durch  die  Gleichungen  zusammen: 

Xj^  =  rcosd-,     x„  =  rs'md-cos(p^,     3:3  =  ^  sint)'sin9)^cosg)2, 
(54b)  x^  =  r  sin  &  sin  q)^  sin  cp^  00s  qpg,  •  •  •, 

X  _^_^  =  r  sin  &  sin  qsj  sin  92  " '  ^i^  9'p-i  • 
Für  den  Fall,   dass   die   gesuchte  Funktion   <p  von   den   Winkeln  qpj, 
(P2,  .  ■  .,   9'j,_i   unabhängig  ist,   d.  h.  für  den  Fall  der  Symmetrie  um 

eine  Axe,  ist  (p  gleich  der  Funktion  Cj  für  v=^—--     Sucht  man 

ohne  die  Annahme  der  Symmetrie  um  eine  Axe  diejenige  homogene 
ganze  Funktion  der  Richtungskosinus,  die  im  Räume  von  p  -{-  1 
Dimensionen  der  erweiterten  Gleichung  Ag?  =  0  genügt,  so  ergeben 
sich  die  Kugelfunktionen  von  p  Variabein  oder  die  iajjZace'schen 
Funktionen  höherer  Ordnung.  Diese  Funktionen  sind  zuerst  von 
A.  Cayley^^^)  behandelt;  sodann  kommen  sie  in  verschiedenen  Arbeiten 
von  Heine  über  Zawe'sche  Funktionen  vor^*^);  endlich  sind  hier  Ab- 
handlungen von  JE.  G.  Mehler,  C.  Neumann  und  V.  Giulotto  zu  er- 
wähnend^'). 

YII.    Lame'sche  Funktionen. 

33.  Definition.  Lame'sche  Differentialgleichung.  Diese  Funk- 
tionen spielen  bei  den  auf  das  dreiaxige  Ellipsoid  bezüglichen  Aufgaben 
der  mathematischen  Physik  dieselbe  Rolle,  wie  die  Kugelfimktionen  bei 
den  entsprechenden  Aufgaben  der  Kugel.    Sie  treten  auch  in  den  auf  die 


110)  Die  in  Rede  stehende  Funktion  qp  ist  das  Potential  einer  anziehenden 
Masse  in  jenem  Räume,  falls  die  Anziehung  der  p'""  Potenz  der  Entfernung  um- 
gekehrt proportional  ist.  111)  J.  de  math.  13,  1848. 

112)  J.  f.  Math.  60,  61,  62  (1862  u.  1863). 

113)  Mehler,  Progr.  Danzig  1864  u.  J.  f.  Math.  66  (1866),  p.  161.  —  C.  Neu- 
mann, Zeitschr.  Math.  Phys.  12  (1867),  p.  116;  hier  findet  sich  die  Bezeichnung 
Ultrahugelfunktionen.  —  V.  Giulotto,  Gior.  d.  Mat.  39  (1901),  p.  162. 

Aus  den  obigen  Erörterungen  ist  ersichtlich,  dass  es  unzweckmässig  ist,  die 
Funktionen  CJJ  für  beliebige  v  als  „hypersphärische"  Funktionen  zu  bezeichnen, 
wie  es  Letnikoff  (Mosk.  Math.  Sammlung  1885,  vgl.  Fortschr.  d.  Math.  1885)  tut, 
oder  als  Kugelfunktionen  höherer  Ordnung,  wie  F.  Büttner,  Festschr.  Wernigerode 
1900,  oder  als  Kugelfunktionen  schlechtweg,  wie  N.  Nielsen  in  seinem  Handbuch 
der  Cylinderfunktionen,  1904. 
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Kugel  bezüglichen  Aufgaben  auf,  sobald  man  das  Koordinatensystem 
der  konfokalen  späriscben  Kegelschnitte  benutzt  [vgl.  die  Formeln  (55)]. 
Lame  wurde  bei  der  Untersuchung  des  stationäi-en  Wärmezustandes 
eines  Ellipsoids  ^'*)  zunächst  auf  die  elliptischen  Koordinaten  geführt, 
auf  die  unabhängig  von  iawe'auch  C.  G.J.  Jacobi^^^)  gelangt  ist,  sodann 
durch  die  Untersuchung  der  auf  elliptische  Koordinaten  transformierten 
Gleichung  AF^O  auf  die  in  Rede  stehenden  Funktionen.  Weiter 
ausgebildet  ist  die  Theorie  namentlich  durch  E.Heine^^^),  der  gleich- 
zeitig mit  J.  Lioiiville^")  die  Lame'schen  Funktionen  zweiter  Art  ein- 
führte, und  in  neuerer  Zeit  durch  F.  Klein  und  seine  Schüler  (vgl. 
Nr.  41,  42). 

Der  Zusammenhang  der  La/«e''schen  Funktionen  mit  den  Kugel- 
funktionen tritt  am  deutlichsten  zu  Tage,  wenn  man  mit  Liouvüle'^^'') 
die  Lanie'sche  Funktion  mit  zwei  Paratnetern  (ellipsoidal  harmonic)  als 
diejenige  Funktion  definiei't,  in  welche  die  allgemeine  Kugelfunktion  (vgl. 
Nr.  1)  übergeht,  falls  man  die  Richtungskosinus  |,  rj,  t,  durch  elliptische 
Kugelkoordinaten  ausdrückt,  d.  h.  falls  man  die  Gleichung  (1)  oder 
(la)  in  Nr.  1  auf  zwei  neue  Variabele  ^,  v  transformiert,  die  mit 
g=coS'9'  und  CO  durch  die  Gleichungen  zusammenhängen: 


(55) 


t  =  cos  d"  =^—  ,     ri  ^  sm  Q-  cos  a  = , 

■  •      ^     •  Vc^  — (iVc^i  — r« 

£  =  sin  ö-  sin  CO  = 


c^>fi^>ö^>i^^>0.i'8) 
Die  transformierte  Gleichung  (1)  oder  (la)  lautet"^): 

(56)  ^  +  |>  +  (f,i^  _  y^)n(n  +  l)^  =  0, 

wo 

(56a)       £  =J  :^^====:^==r ,     x  =  J  ^;^====== 


114)  J.  de  matli.  2,  4,  8,  sowie  Par.  sav.  ^tr.  5;  J.  ec.  polyt.  call.  23.  —  Vgl. 
auch  Lame,  Fonctions  inverses,  Paris  1857. 

115)  Jacohi,  J.  f.  Math.  19  (1839),  p.  309;  Werke  2,  p.  57. 

116)  Heine,  J.  f.  Math.  29  (1845),  p.  185. 

117)  Lioiwille,  Par.  C.  R.  20  (1845),  p.  1386,  1609;  J.  de  math.  10  (1845), 
p.  222. 

118)  (i,  V  sind  die  Parameter  zweier  konfokalen  Kegelscharen. 

119)  Die  transformierte  Gleichung  ergiebt  sich  am  einfachsten,  wenn  man 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  durch  r,  (i,  v  ausdrückt,  A(p  ^  0  auf  diese 
Variabein  transformiert  und  (f  =  r"ij>i  setzt;  vgl.  Liouville,  J.  de  math.  11  (1846), 
p.  458;  Heine,  H.  B.  1,  p.  354. 
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Der  Gleichling  (56)    genügt    der  Auscb-uck  90  =  E{[i)E(v),   falls 
die  Faktoren  den  Gleichungen  genügen: 


(57) 


deren  erste  in  algebraischer  Form  lautet: 

(57a)        (^^_  h^)(j^-^)  'q^^  +  K2f.^-  ¥-c^)  ^ 

+  [7,  __  n{n  +  l)(i']E(ß)  =  0. 
Die  Funktionen  E{^),  E(v)  sind  die  Lanie'schen  Funktionell  mit  einem 
Parameter,  jede  der  Gleichungen  (57),  resp.  (57 a)  heisst  die  iame'sche 
DifferentiaJijleiclmmj. 

34-.  Darstellung  der  vier  Klassen  von  Lame'sehen  Funktionen 
erster  Art.  Nach  der  Definition  (vgl.  Nr.  1)  muss  das  Produkt 
E[(i)E(v)  nicht  nuf  der  Gleichung  (56)  genügen,  sondern  ausser- 
dem eine  ganze  Funktion  «""'  Grades  von  (iv,  Y^'^ — h^  Yb" — v^, 
Yc^  — •  ^i  l/c^  —  v^  sein.  Man  hat  somit  nur  eine  solche  Lösung  von 
(57  a)  zu  suchen,  die  eine  ganze  Funktion  w"'"  Grades  von  (i,  ]/ft^  —  b, 
Yc^  —  ft  ist.  Derartiger  Lösungen  existieren  nun  vier  Typen,  sämt- 
lich bis  auf  die  Faktoren  l/fi"^ — ■  b",  ]/fi^ —  c^  ^^'')  ganze  Funktionen 
von  fi.     Es  sind  die  folgenden: 

(  K{ß)  =  «oft"  +  «ifi"-  2  +  a^/i"-*  H , 


(58) 


L{ii)  =  l/fi^— 62(a(^^«-i-|-  ffjfi«-3  +  •  •  •), 


J%)  =  1/ft^ -  c\a,^"-'  +  a.ti"-'  +•••), 

[  N{^)  ^Yl'^^-b'  y^I^^=^(aof^''-'+  «iJ^"-*+  •■■)• 
Setzt  man  zunächst  den  ersten  der  Ausdrücke  (58)  in  (57  a) 
ein,  so  erhält  man  zwischen  je  drei  aufeinander  folgenden  Koeffi- 
zienten a  eine  Rekursionsformel;  und  für  G  =  \n  oder  ö  =  \{n — 1) 
verschwindet  in  der  zwischen  a„^^,  a„_^i  und  a^  bestehenden  Rekur- 
sionsformel  der  Koeffizient  von  a^  von  selbst.  Bestimmt  man  jetzt 
die  Konstante  h  so,  dass  der  aus  der  vorhergehenden  Rekursions- 
formel sich  ergebende  Wert  von  «<,  +  !=  ^  wird,  so  verschwinden  auch 
alle  folgenden  Koeffizienten  von  selbst,  und  K{fi)  ist  eine  ganze 
Funktion  von  ja.  Die  Gleichung  für  h  ist  vom  Grade  0  -\-  1,  ihre 
Wurzeln  sind  sämtlich  reell  und  von  einander  verschieden^^').    Es  giebt 


120)  Auf  den  Faktor  ]/ —  1  kommt  es  nicht  an. 

121)  Liouville,  J.  de  math.  11  (184:6),  p.  221,  beweist  die  Verschiedenheit 
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mithin  (ß  -\-  1)  Ton  einander  verschiedene  ganze  Funktionen  von  f(, 
die  der  Gleichung  (57  a)  genügen. 

Ahnlich  verhält  e.s  sich  mit  den  anderen  Ausdrücken  (58); 
auch  für  diese  brechen  die  Reihen  von  selbst  ab,  sobald  h  jedesmal 
einer  gewissen  Gleichung  genügt,  die  lauter  reelle  und  von  einander 
verschiedene  Wurzeln  hat.  Diese  Gleichung  ist  für  L  und  M  vom 
Grade  n  —  6,  für  N  vom  Grade  0.  Mithin  giebt  es  im  Ganzen 
(2m -f- 1)  Funktionen  -E(f(),  die  der  Gleichung  (57a)  genügen  und 
ganze  Funktionen  n*°°  Grades  von  fi,  \/fi-  —  b^,  Yfi^  —  c^  sind.  Ferner 
hat  in  den  beiden  Gleichungen  (57),  denen  die  Faktoren  des  Produktes 
E{ii)E{v)  genügen  müssen,  h  denselben  Wert;  in  keinem  Produkte 
kommen  also  zwei  Funktionen  E  mit  verschiedenen  Werten  von  h  als 
Faktoren  vor,  und  da  die  sämtlichen  in  Frage  kommenden  Konstanten  h 
von  einander  verschieden  sind,  so  existieren  genau  (2w  -|-  1)  Produkte 
E(^i)E(y),  die  allen  Forderungen  genügen.  Die  allgemeinste  iffme'sche 
Funktion  n*""  Grades  mit  zwei  Parametern  erhält  man,  wenn  man 
alle  verschiedenen  Produkte  mit  willkürlichen  Konstanten  multipliziert 
und  addiert.  Die  allgemeine  Lamd'sohe  Funktion  enthält  also,  ebenso 
wie  die  allgemeine  Kugelfunktion  {Laplace'9,ch&  Funktion),  (2  n  -\-  1) 
willkürliche  Konstauten. 

Bemerkt  werden  mag  noch,  dass  man  nach  Heine^")  E{}i)  auch 
als  ganze  Funktion  von  [^jx-  —  h"^  —  *  ]/?  —  ft^]  :  "j/c^  —  h-  darstellen 
kann. 

35.  Die  zugeordneten  Kugelfunktionen  als  Grenzfälle  der 
Lame'selien  Funktionen.   Additionstheorem.    Für  den  besonderen  Fall 

h  =  0  geht  E{n)  in  P';„  (^^) ,  für  h  =  c  geht  E{v)  in  Fl  (-^-) 
über.  Die  Produkte  E({i)E(v)  gehen  im  letzteren  Falle,  falls  man 
noch,  ehe  b  =  c  gesetzt  ist,  "j/c^ — fi^=yc'^  —  6^cos to,  ferner  v^bcosd' 
setzt,  in 

P','„ (cos  d-)  cos  (m cj) ,  resp.  P",  (cos  9-)  sin  (m cj ) 

über,  und  ähnlich  für  b  ^  0. 

Ferner  lassen  sich,  wenn  b  beliebig  ist  und  zwischen  &,  a  einer- 


der  Wurzeln;  dass  dieselben  reell  sind,  hat  schon  Lame  gezeigt.  —  Für  kom- 
plexe Werte  von  &  und  c  kann  die  Gleichung  eine  Doppelwurzel  haben.  Welche 
Funktionen  dann  an  Stelle  der  ausfallenden  Funktionen  treten,  ist  von  Fr.  Cohn 
untersucht,  Diss.  Königsb.  1888. 

122)  Heine,  H.  B.  1,  p.  371.  —  Über  die  Darstellung  der  iajHe'schen 
Funktionen  mittelst  Cartesischer  Koordinaten  vgl.  W.  D.  Niven,  Lond.  Trans. 
182A  (1891),  p.  231. 
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seits,  ju.,  V  andererseits  die  Relationen  (55)  bestehen,  die  einzelnen 
iame'schen  Produkte  durch  lineare  homogene  Funktionen  von 

P",  (cos'8-)cos(»W£a),  resp.  Pm(cos  ■9')  sin  (mo^) 
darstellen,  und  umgekehrt,  und  zwar  hat  n  in  den  LawiJ'schen  Pro- 
dukten und  den  Kugelfunktionen  denselben  Wert.  Dabei  kommen, 
wenn  E  von  dem  Typus  K  (Gl.  58)  ist,  in  E{yi)E{y)  nur  Kosinus 
der  geraden  Vielfachen  von  co ,  für  den  Typus  L  nur  Kosinus  der  un- 
geraden Vielfachen,  für  den  Typus  M  nur  Sinus  der  ungeraden  Viel- 
fachen, für  N  endlich  nur  Sinus  der  geraden  Vielfachen  vor^^^).  — 
Auch  die  Funktion  P"  (cos  y),  wo  cos  y  den  Ausdnick  (26)  in 
Nr.  13  bezeichnet,  lässt  sich  in  eine  endliche  Summe  von  ia»je"schen 
Produkten  entwickeln  *-■*) : 

(59)  P«(cos  y)  =  ^^--^  2  E:'{u)E:{v)E,^{i,,)E:{v,). 

s  =  0 

Dabei  beziehen  sich  die  Indices  s  der  Funktionen  E  auf  die  verschie- 
denen Parameter  A;  fi,  v  hängen  mit  ■9',  a,  (i^,  i\  mit  d-^,  co^  durch 
die  Gleichungen  (55)  zusammen. 

36.  Wurzelnder  Gleichung ^(A)  =  0.  Die  Wurzeln  der  Gleichung 
E{X)  =  0  sind  sämtlich  reell  mid  liegen  zwischen  A  =  0  und  X  =  c}^^) 
Über  die  Verteilung  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  auf  die  Intervalle 
0  bis  b  und  b  bis  c  hat  F.  Klein^^^)  folgenden  Satz  aufgestellt: 
Sondert  man  in  E(l)  die  etwa  darin  enthaltenen,  einfach  auftretenden 
Faktoren  "j/P,  Y^^ — c^,  Y^.^  —  b^  ab,  so  bleibt  eine  ganze  Funktion 
von  A^,  gj^(A"),  übrig,  deren  Gi'ad  mit  t  bezeichnet  werden  möge;  und 
für  jeden  der  obigen  vier  Typen  von  E  (61.  58)  existieren  r  -[-  1  ver- 
schiedene Funktionen  E,  resp.  (p^.  Dann  tritt  von  den  t  -[-  1  Mög- 
lichkeiten, die  rnan  rein  kombinatorisch  für  die  Verteilung  von  t  Grössen 
auf  zwei  Intervalle  erhält,  je  eine  bei  je  einer,  aber  nur  bei  einer  der  er- 
wähnten T  -)-  1  Lame'schen  Fimktionen  ein ,  so  dass  die  verschiedenen 
Funktionen  und  die  verschiedenen  Verteilungsweisen  der  Wurzeln  ein- 
ander eindeutig  entsprechen.  Es  ergiebt  sich  dies  durch  Betrachtung  der 
Kurven  der  Kugel,  auf  denen  die  Produkte  E{^)E(v)  verschwinden, 
resp.  der  Kugelkreise,  in  welche  die  erwähnten  Kurven  für  b  ^  c  über- 
gehen.    Mit  0,  b,  c  fällt  keine  Wurzel  von  g5^(A^)  zusammen. 


123)  Heine,  H.  B.  1,  p.  375  ff.  —  Wie  man  umgekehrt  von  den  Kugel- 
funktionen zu  den  iawfc'schen  Funktionen  übergehen  kann,  ist  von  G.  E.  Darwin 
gezeigt,  Lond.  Trans.  197  A  (1901),  p.  461—557. 

124)  Heine,  H.  B.  1,  p.  430—432. 

125)  Liouville,  J.  de  math.  11  (1846),  p.  161. 

126)  F.  Klein,  Math.  Ann.  18  (1881),  p.  237. 
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37.  Entwicklung  einer  Funktion  nach  Lame'schen  Produkten. 

Die  Entwicklung  einer  Funktion  von  ft,  v  nach  Lame'schen  Produkten 
kann  man  mit  LiouviUe^^'')  aus  der  Entwicklung  nach  Kugelfunktionen 
ableiten.  Di'ückt  man  nämlich  in  61.  (29)  in  Nr.  15  &,  a  mittelst 
der  Gl.  (55)  durch  fi,  v,  ö-j,  co^  durch  ^i,v^  aus  und  setzt  für  P"(cos y) 
den  Ausdi'uck  (59),  so  gelangt  man  zu  dem  Resultat: 


(60) 


F{fi,v)  =  yx„, 


^n  =  ^-^^^Jd^jFii,,,  V,)  P«(cos  y) ([i,^-  v^)de, , 


wo  für  P"  (cos  y)  der  Ausdruck  (59)  zu  setzen  ist.  Die  Bedeutung 
von  BT  und  ra  wird  sogleich  erläutert  werden. 

Unabhängig  von  der  Entwicklung  nach  Kugelfunktionen  ergiebt 
sich  die  Entwicklung  nach  iame'schen  Produkten  auch  mittelst  des 
folgenden  Integralsatzes'"').  Nimmt  das  Integral  £  (Gl.  (56a))  für  die 
obere  Grenze  c  den  Wert  a,  das  Integral  x  für  die  obere  Grenze  h 
den  Wert  ö  an,  so  ist 

(61)  fd^li^'-  v')E-{iC)Er{v)E:'{i,)E,\v)de  =  0, 

0  0 

falls  entweder  m  ^  n,  oder  auch,  falls  für  m  =  n  s  ^  t  ist.  Dabei 
bezeichnen  m,  resp.  n  den  Hauptparameter,  s,  resp.  r  dagegen  den 
Parameter  h.  —  Für  m  =  n,  s  =  t  ist  der  Wert  des  Integrals  von 
Null  verschieden,  und  zwar  enthält  derselbe  keine  höheren  Transcen- 
denten  als  x. 

Untersuchungen  über  die  Konvergenz  der  durch  direkte  Anwen- 
dung von  (61)  erhaltenen  Reihen  sind,  freilich  in  anderem  Zusammen- 
hange und  auf  etwas  allgemeinerer  Grundlage,  insofern  Funktionen  E 
betrachtet  werden,  bei  denen  an  Stelle  der  ganzen  Zahl  n  ein  beliebiger 
Parameter  auftritt  (s.  Nr.  41),  von  Cli.  Jaccotiet^"^)  angestellt,  gestützt 
auf  die  asymptotische  Darstellung  der  Funktionen  E  für  grosse  Werte 
des  Parameters,  eine  Darstellung,  die  es  ermöglicht,  eine  obere  Grenze 
für  diese  Funktionen  abzuleiten. 

38.  Die  Lame'schen  Funktionen  zweiter  Art.  Die  Aufgaben 
der  Potentialtheorie  erfordern  neben  der  Betrachtung  der  Funktion  E 
die  eines  zweiten  partikulären  Integrals  F  der  Gleichungen  (57),  resp. 


127)  Lame,  J.  de  math.  4  (1839),  p.  158. 

128)  Ch.  Jaccottet,  Dies.  Göttingea  1895. 
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(57  a),  nämlich  eines  solchen  Integrals,  das  im  Unendlichen  verschwindet, 
das  sich  also  zu  E  ebenso  verhält,  wie  die  Kugelfunktiou  zweiter  Art  Q 
zu  der  erster  Art  P.  Heine,  der  gleichzeitig  mit  LiouviUe  dieses 
zweite  partikuläre  Integral  näher  untersucht  hat*^''),  bezeichnet  das- 
selbe als  „Lame'sche  FunJdion  zweiter  Arif'  und  stellt  es  sowohl  durch 
Doppel-,  als  durch  einfache  Integrale  dar.  Letztere  Darstellung  lautet, 
falls  E  der  Klasse  K  (Gl.  (58))  angehört: 

(62)      Fi,)  =  ,y^^^^V,^~^jc.ff^^-ßß„^ 

L  0  0  -' 

Darin  bezeichnen  a  und  ß  gewisse  Konstanten.  Aus  (62)  folgt  für 
F  eine  Darstellung  ähnlich  der  Gl.  (34)  für  Q",  wobei  an  Stelle  des 
Logarithmus  in  (34)  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
treten  (resp.  volle  elliptische  Integrale  dritter  Gattung).  iVIit  der 
Kettenbruchentwicklimg  eines  vollen  elliptischen  Integrals  dritter 
Gattung  kann  man  die  Funktionen  E  und  F  daher  ebenso  in  Ver- 
bindung bringen,  wie  P  und   Q  mit  der  Kettenbruchentwicklung   von 

loggij)-). 

F.Lindemami^'^^)  hatP(.2')in  eine  nach  steigenden  oder  nach  steigen- 
den und  fallenden  Potenzen  von  (Y^^  —  h^  —  j/^^  —  c^)  :  )/c^  —  ¥  fort- 
schreitende Reihe  entwickelt,  den  Konvergenzbereich  dieser  Reihen  be- 
stimmt und  überhaupt  die  Werte  der  Funktion  für  komplexe  Werte  von^: 
genauer  untersucht,  insbesondere  auch  ihr  Verhalten  bei  Umkreisung 
der  singulären  Punkte.     Weiter  hat  Lindemann  die  Entwicklung  von 

nach  Zffjwe'schen  Funktionen  Ä''"'  und  i^("'  und  daraus  mittelst 

^j  — z 

des  CaMc% 'sehen  Satzes  die  einer  analytischen  Funktion /'(^)  nach  den 
K^"^  und  P<"'  innerhalb  gewisser  Flächenstücke  abgeleitet.  Für  manche 
Flächenstücke  ergeben  sich  verschiedenartige  Entwicklungen.  Endlich 
hat  er  gezeigt,  dass  es  möglich  ist,  die  Null  durch  Reihen  darzustellen, 
die  nach  L«?Me"schen  Funktionen  fortschreiten;  und  zwar  schreiten 
diese  Reihen  teils  nach  den  K,  teils  nach  den  F,  teils  nach  K  und  F 
fort.  Die  erstgenannten  sind  teils  innerhalb  gewisser  Kurven  gültig, 
teils  in  der  ganzen  Ebene;  die  Entwicklungen  nach  den  F  allein  gelten 
für  alle  Punkte  ausserhalb  gewisser  Kurven,  die  letztgenannten  Reihen 
für  gewisse  ringförmige  Flächenstücke.    Endlich  existieren  auch  Null- 


129)  Vgl.  Anmerkung  116)  und  117). 

130)  Heine,  J.  f.  Math.  60,   1862;    Berl.  Ber.  1866,   p.  446;    J.  f.  Math.  67 
(1867),  p.  315. 

131)  F.  Lindemann,  Math.  Ann.  19  (1882),  p.  323. 
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entwicklungen,  die  nur  längs  einer  Linie  gelten.  In  besonderen  Fällen 
lassen  sich  die  betreffenden  Formeln  auf  die  Lcgemlre' sehe  Relation 
zwischen  den  Periodizitätsmoduln  elliptischer  Integrale  reduzieren. 

39.  Hinweis  auf  Hermite's  Untersuchungen  betreffs  der  Lame- 
schen  Gleichung.  Die  Lamä'ache  Diiferentialgleichuug  (57  a)  lässt 
sich  auf  die  Form  bringen: 


(57b)  g_[,„(„_|_l)/,2s„2„_^;,jy^ 


du 

wo  sn  die  Funktion  sinus  amplitudo  bezeichnet.  Im  Vorstehenden 
sind  die  Integi-ale  dieser  Gleichung  untersucht  unter  der  Voraussetzung, 
dass  eines  derselben  eine  ganze  Funktion  von  sn«  ist;  und  das  ist 
der  Fall,  wenn  h  entsprechend  bestimmt  wird.  Ch.  Hermite^^-)  hat  an 
(57  b)  eine  neue  Aufgabe  geknüpft,  nämlich  das  allgemeine  Integral 
dieser  Gleichung  für  den  Fall  zu  bestimmeu,  dass  h  beliebig  ist,  wäh- 
rend n  noch  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.  Betreifs  dieser  Untersuchungen 
und  der  sich  daran  anschliessenden  vei-weisen  wir  auf  die  Artikel: 
Lineare  Differentialgleichungen  und  elliptische  Funktionen. 

40.    Lame'sche  Funktionen  höherer  Ordnung  ^'^).     Ist 
düo  1      dx 


(63) 


2  yx{x  —  ai)---{x  —  ap)         2  y^{x)' 


SO  ist  jede   ganze  Funktion  von  y^  j/a;  —  «j ,  • 
einer  Differentialgleichung  von  der  Form: 

(63a)  dlE^&^^)w=0 

genügt,  eine  Lame'sche  Funktion  erster  Art,  p""'  Ordnung  und  »t""" 
Grades.  &(x)  ist  dabei  eine  ganze  Funktion  von  x  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  (63  a)  eine  Lösung  zulässt,  die  eine  ganze  Funktion 
von  X  ist.  ^■(x)  ist  vom  Grade  p  —  1.  Die  Anzahl  der  verschiedenen 
Funktionen  &  und  damit  die  Anzahl  der  verschiedenen  Lanw'schen 
Funktionen,  die  zu  gegebenen  Werten  von  n  und  p  gehören,  ist 
genau  so  gross  wie   die  Anzahl   der  willkürlichen  Konstanten   in  der 


132)  Hermite,  Sur  quelques  applications  des  fonctions  eiliptiques,  Par.  C.  R. 
85  (1877),  p.  689,  728,  821  ff. ;  auch  sep.  Paris  1885. 

133)  Heine,  J.  f.  Math.  60,61,02,  (18G2  u.  1863);  Berl.  Ber.  1864;  H.  B.  1, 
p.  445  ff.  —  Übrigens  sind  die  i«»ie"schen  Funktionen  mit  einer  beliebigen  Zahl 
von  Veränderlichen  schon  von  G.  Green  behandelt,  Camb.  Trans.  5  (1835),  papers 
p.  185,  und  zwar  ohne  Benutzung  verallgemeinerter  elliptischer  Koordinaten;  nur 
die  durch  die  Gleichungen  (54  b)  und  delinierten  Variabein  werden  gelegentlich 
benutzt.  —  Vgl.  auch  Cayley,  Lond.  Trans.   165  (1875). 
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allgemeinsten  homogenen  Funktion  m*™  Grades  W  von  den  2^  -\-  1 
Variabein  §j,  lo,  •••,  ^p  +  i,  welche  der  Differentialgleichung 

genügt. 

Alle  diese  Funktionen  lassen  sich  auf  die  Form  bringen: 

wo  Fj,  Fg,  •  •  •  ganze  Funktionen  von  x  sind,  j^j,  i/'j,  •  ■  •  alle  mög- 
lichen ganzen  Fimktionen,  die  4>(x)  teilen,  1  imd  4>{x)  selbst  ein- 
geschlossen. —  Die  von  Lame  eingeführten  Fimktionen  ergeben  sich 
für  X  =  fi^  und  |j  =  2,   sie  sind  also  von  der  zweiten  Ordnung. 

Die  Differentialgleichung  (G3a)  besitzt  noch  ein  zweites  partiku- 
läres Integral,  das  im  Unendlichen  verschwindet  und,  nach  absteigenden 
Potenzen  von  x  entwickelt,  mit  der  —  (n  -\-  2>  —  l)'""  Potenz  von  yir 
beginnt. 

Lässt  man  von  den  Konstanten  a^,  ('2,  •  ■  •  einige  gleich  werden, 
so  erhält  man  die  „speziellen  Lame'schen  Funktionen"  2^""'  Ordnung; 
sind  eil,  (i.T,  •  ■  ■,  ttp  einander  gleich,  so  entstehen  die  Kugelfunktionen 
höherer  Ordnung  (s.  Nr.  32).  Wie  die  letztgenannten  Funktionen, 
treten  auch  die  Lame'schen  Funktionen  bei  den  Poteutialaufgaben  im 
Räume  von  2)  -\-  1  Dimensionen  auf,  und  zwar  dann,  wenn  man  die 
Koordinaten  eines  Punktes  durch  die  Parameter  der  p-i&cheu  Mannig- 
faltigkeiten ausdrückt,  die  den  konfokalen  Flächen  zweiter  Ordnung 
im  Raums  von  drei  Dimensionen  entsprechen. 

41.  Erweiterung  des  Begriffs  der  Lame'schen  Funktionen. 
Die  Aufgaben  der  Potentialtheorie  für  die  Rotationscykliden  führen 
auf  eine  Differentialgleichung,  die  sich  von  der  ia;He"schen  im  wesent- 
lichen )iur  darin  unterscheidet,  dass  an  Stelle  einer  ganzen  Zahl  n  die 
Hälfte  einer  ungeraden  Zahl  als  Parameter  auftritt  ^^).  Noch  allge- 
meinere Werte  des  Parameters  sind  zu  betrachten  bei  den  Aufgaben 
der  Potentialtheorie,  bei  denen  es  sich  nicht  um  volle  EUipsoide 
handelt,  sondern  um  Körper,  die  begrenzt  sind  von  je  zwei  Flächen 
einer  Schar  der  drei  Scharen  konfokaler  Flächen  zweiter  Ordnung. 
Solche  verallgemeinerte  Zame'sche  Differentialgleichungen  sind  zuerst 


134)  A.Wangerin,  Jablon.  Preisschr.  1875,  sowie  Berl.  Ber.  1878,  p.  152.  Dort 
ist  die  Aufgabe  nur  bis  zur  Aufstellung  der  gewöhulichen  Differentialgleichung 
durchgeführt.  —  Häntzschel  giebt  in  seiner  Monographie  einige  Resultate  betreffs 
des  funktionentheoretischen  Verhaltens  der  Integrale  jener  Differentialgleichung 
und  erörtert  namentlich  ihren  Zusammenhang  mit  den  speziellen  Funktionen, 
die  als  besondere  Fälle  auftreten. 
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von   J^.  Klein^^^)    behandelt,    der    den    folgenden    Satz    (Oscillations- 
theoreni)  aufgestellt  hat.     Ist 

(64)  t^f^^,    fix)^{x-a){x-h){x-c), 


so  giebt  es  stets  ein  und  nur  ein  Wertepaar  der  Parameter  A,  B 
der  ia?we"schen  Gleichung 

(64a)  %^  =  {Ax  +  B)E 

von  der  Beschaffenheit,  dass  eine  erste  Partikularlösung  dieser  Gleichung 
existiert,  welche  an  beiden  Enden  des  Segmentes  a^  .  .  .  a^  der  a;-Axe 
verschwindet  und  in  diesem  m  Halboscillationen  ausführt  (d.  h.  m-mal 
verschwindet),  und  dass  gleichzeitig  eine  zweite  Partikularlösung 
existiert,  welche  an  den  beiden  Enden  eines  zweiten  Segmentes  b^.  ..b^ 
verschwindet  und  in  diesem  n  Halboscillationen  ausführt. 

Die  Näherungswerte  dieser  verallgemeinerten  Lmne'schen  Funk- 
tionen für  grosse  m,  n  sind  in  der  schon  unter  Nr.  37  citierten 
Dissertation  von  Jaccottet  untersucht;  mittelst  dieser  Näherungswerte 
hat  Jaccottet  dann  den  Konvergenzbeweis  für  die  Entwicklung  einer 
Funktion  zweier  Variabein  nach  Produkten  solcher  Funktionen  geführt. 

42.  Die  Lame'schen  Funktionen  mit  melir  als  drei  singulären 
Punkten  im  Endliclien.  F.  Klein^^^)  hat  später  sein  Oscillations- 
theorem  auf  den  Fall  ausgedehnt,  dass  die  Differentialgleichung  (64  a) 
mehr  als  drei  singulare  Punkte  im  Endlichen,  d.  h.  dass  die  Funk- 
tion f(x)  in  (64)  mehr  als  drei  Faktoren  besitzt.  Auf  eine  solche 
Gleichung  wird  man  bei  Behandlung  der  Potentialaufgaben  für  einen 
von  Cykliden  begrenzten  Körper  geführt  ^^'),  und  zwar  hat  f\x)  für 
diesen  Fall  fünf  Faktoren.  Das  analoge  Problem  für  einen  w-fach 
ausgedehnten  Raum  führt  auf  den  Fall,  dass  f(x)  (n  -\-  2)  Faktoren 
hat.     An  Stelle  der  Gleichung  (64  a)  tritt  dann  die  allgemeinere 

(64b)  ^  =  (  ^^^  r(-)  +  Ax«-^  +  Bx^-^  +  -.-  +  N]E, 


135)  F.  Klein,  Math.  Ann.  18  (1881),  p.  410;  vgl.  auch  die  Darstellung  in 
Klein's  autogr.  Vorlesungen   über  lineare  Differentialgleichungen,  1894,   p.  276. 

136)  F.  Klein,  Gott.  Nachr.  1890,  p.  85;  autogr.  Vorl.  über  lin.  DifFgl.  1894, 
p.  197,  401. 

137)  A.  Wangcrin,  J.  f.  Math.  82  (1876),  p.  145;  G.Darhoiix,  Par.  C.  R.83  (1876), 
p.  1037,  1099.  Sehr  ausführlich  ist  die  Potentialaufgabe  für  die  von  Cykliden 
begrenzten  Körper  auf  Grund  der  A'Zem'schen  Untersuchungen  in  der  Monographie 
von  M.  Bücher  durchgeführt.  Dort  sind  auch  die  wichtigsten  geometrischen  Eigen- 
schaften der  Cykliden  abgeleitet  und  die  verschiedenen  Ausartiingen  erörtert. 
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und  man  kann  über  die  n  —  1  Parameter  A,  B,  .  .  .,  N  so  verfügen, 
dass  n  —  1  Partikularlösungen  existieren,  deren  jede  in  einem  auf 
der  a;-Axe  gelegenen  Segment  je  eine  vorgesckriebene  Anzahl  von 
Nullstellen  hat  und  in  den  Endpunkten  des  Segments  verschwindet. 
Auf  die  Funktion  E  fällt,  wie  Klein  (1.  c.)  zeigt,  ein  neues  Licht, 
wenn  man  dieselbe  homogen  macht,  also 

n—i 
X  ^=  X^  '■  X2,       '^(•^)  ^^^  ^2  -^  \f^l!  •^2/!       I  ^^^  \^1  ^l'^2j  ■  ■  •  V^l  ^n  +  2'''2/ 

2 n 

setzt.     F  ist  eine  homogene  Funktion  von  x^,  x^   vom  Grade  —-7—, 

die  als  „Lame'sche  Form"  bezeichnet  wird,  und  für  die  der  Satz  gilt, 
dass  die  zweite  Überschiebung  der  Formen  f  und  F  gleich  dem  Pro- 
dukte aus  F  und  einer  rationalen  ganzen  Funktion  vom  Grade  n  —  2 
ist,  ein  Resultat,  das  so  einfach  ist,  dass  es  natürlich  erscheint,  das- 
selbe als  Definition  an  die  Spitze  der  Theorie  der  La»(!e''schen  Funk- 
tionen zu  stellen.  Die  einzigen  singulären  Stellen  der  so  definierten 
Funktion  F  sind  die  Wurzeln  von  f=0,  und  zwar  gehören,  wenn 
alle  Wui-zeln  verschieden  sind,  zu  jeder  einzelnen  derselben  die  Ex- 
ponenten l'  und  0. 

43.  Funktionen  des  elliptisoken  Kegels.  In  derselben  Art, 
wie  von  den  Kugelfunktionen  zu  den  3fe] ihr' sehen  Kegelfunktionen 
(Nr.  28),  wird  man  von  den  Lame'schen  Funktionen  auf  die  „Funk- 
tionen des  elliptischen  Kegels"  geführt,  nämlich  dadurch,  dass  man 
dem  Iudex  n  den  komplexen  Wert  —  2  +  'P  (P  beliebig)  beilegt. 
Die  Untersuchung  dieser  Funktionen  ist  von  F.  W.  Hohson  angebahnt  ^^*). 

Vin.   Cylinderfuuktioneu  oder  Bessel'sche  Funktionen. 

44.  Differentialgleichung.  Reihen  und  Integrale  für  die  Funk- 
tionen erster  Art.  Diese  Funktionen  treten  in  den  Aufgaben  der  mathe- 
matischen Physik  auf,  die  sich  auf  den  Rotationscylinder  beziehen,  ausser- 
dem in  den  Aufgaben  der  Wärmeleitung  in  einer  Kugel,  in  der  Diffrak- 
tionstheorie  und  der  Theorie  der  Störungen.  Man  sollte  sie,  streng 
genommen,  zum  Unterschiede  von  anderen,  weiterhin  zu  besprechenden 
Funktionen  (Nr.  62)  Funldionen  des  Kreiscylinders  nennen;  doch  ist  es 
üblich,  sie  schlechtweg  als  Cylinderfuuktionen  oder  als  BesseVsclue 
Funktionen  zu  bezeichnen. 

Gelegentlich  kommen  die  einfachsten  dieser  Funktionen  schon  bei 
Daniel  Bernoidli  und  Eider  vor  ^^') ;  im  neunzehnten  Jahrhundert  finden 


138)  E.  W.Hobson,  London  Math,  Proc.  23  (1892),  p.  231. 

139)  Daniel  Bernoidli,  Comm.  Petrop.  6  (1732/3.-!)  [38] ,  p.  108  und  7  (1734/35) 
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sie  sich  zuerst  bei  Fourier,  Sessel  und  Poisson^*").  Heine  hat  deshalb 
die  Bezeichnung  „Fourier-BesseV sehe  Funktion"  voi'geschlagen"*),  doch 
hat  sich  dieser  Name  nicht  eingebürgert.  Seit  Bessel  sind  die  Cylinder- 
funktionen  Gegenstand  zahh-eicher  Abhandlungen  gewesen"'),  und  es 
ist  für  dieselben  eine  sehr  grosse  Reihe  von  Formeln  aufgestellt,  von 
denen  hier  nur  die  wichtigsten  erwähnt  werden  können. 

Verschiedene  Autoren  sind  bei  ihren  Untersuchungen  von  ver- 
schiedenen Gesichtspunkten  ausgegangen.  Am  einfachsten  definiert 
man  die  BesseVsche  Funktion  erster  Art  der  Ordnung  n  als  dasjenige 
partikuläre  Integral  der  Differentialgleichung 

ff''-)  S+ig  +  (l-S)!/=0. 

das  für  a;  =  0  endlich  bleibt,  und  man  bezeichnet  dies  Integi-al  mit 
J„{x)  oder  J"(a;)"^).  In  Gleichung  (65),  der  BcsseVsclten  Di/ferenüal- 
gleichmig,  soll  der  Index  n  zunächst  eine  beliebige  positive  Zahl  sein"*). 
Das  gesuchte  partikuläre  Integral  lässt  dann  sich  durch  die  für  alle 
X  konvergente  Reihe  darstellen: 

('>*>)     J,X^)  =  ^„  p(-„  ^^j  ^~  2  •  (2w  +  2)  +  2  .  4.(2w  +  2)  (2n  +  4)  ) 

oder  auch  durch  das  Integral: 

n 

(66a)         e/^,(a')  ^  — = /  cos(,r  cos  w)  sin-"  wdw. 

^       ^  "^  -^       y^t  2"r(«  +  -i)  J         ■  ^ 

[40],  p.  162;  L.  Euler,  Acta  Petrop.  5  (1781)  [84],  p.  175.  —  Bei  Benwtilli, 
ebenso  auch  bei  Fourier  kommen  nur  ilie  Funktionen  mit  dem  Iudex  0  vor. 

140)  Fourier,  Theorie  analytique  de  la  chaleur  1822,  p.  369.  —  Bessel,  Berl. 
Abb.  1816/17,  p.  49;  ausführlicher  ib.  1824.  —  Foi-sson,  J.  e'c.  pol,  cah.  19 
(1823),  p.  249—403. 

141)  Heine,  J.  f.  Math.  69  (1868),  p.  128.  —  Heine  selbst  wendet  später 
ausschliesslich  den  Namen  Cyliuderfunktionen  an. 

142)  Ein  Verzeichnis  der  Litteratur  bis  1867  findet  sich  in  der  Monographie 
von  C.  Neumann,  Leipzig  1867,  eine  bis  1878  reichendes  bei  Heine,  H.  B.  1, 
p.  189,  ein  weiteres  bei  A.  Gray  und  G.  B.  Matheivs,  p.  289,  das  ausführlichste 
in  N.  Nielsen'B  Handbuch,  p.  389—404. 

143)  Besser s  Bezeichnung  lautet  J^,  daneben  kommt  die  Bezeichnung  J^  ^^ 
vor.  —  Handelt  es  sich  um  /„  {x),  so  wird  bisweüen  der  Index  0  fortgelassen.  — 
Über  den  Zusammenhang  der  Differentialgleichung  (65)  mit  der  JBt'ccaWschen 
Gleichung  vgl.  Lommel,  Studien,  §  31. 

144)  Vor  Lommel  (1868)  (vgl.  das  Verzeichnis  der  Monographieen)  bat  man 
nur  ganzzahlige  Werte  von  n  betrachtet.  Lommel  selbst  betrachtet  reelle  In- 
dizes n,  die  grösser  sind  als  —  ^  ■  Komplexe  Werte  des  Index  finden  sich  zuer.st 
bei  H.  Hankel,  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  467.  Anwendungen  der  Bcsse/'scheu  Funk- 
tionen mit  imaginärem  Index  giebt  31.  Böclier,  Ann.  raath.  6  (1892),  p.  137. 

Kncyklop.  d.  matb.  Wiaaenach.     H  48 
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Neben  diesen  beiden  für  alle  positiven  n  gültigen  Formeln  hat 
man  für  den  besonders  wichtigen  Fall,  dass  n  eine  positive  c/anze 
Zahl  oder  Null  ist,  noch  die  folgende  Integraldarstellung  "^): 

rt 

(67)  JJ^')  =  —  /  ^os  (um  —  X  sin  c})da. 

0 

Aus  (67)  folgt  sofort,  dass  J„{x)  für  ganzzahlige  Werte  des  Index  w 
stets  zwischen   —  1   und  -)-  1   liegt. 

Falls  der  Index  n  ein  ungerades  Vielfaches  von  ^  ist,  lässt  sich 
die  Reihe  (66)  in  endlicher  Form  summieren"'');  man  findet  z.  B. 

'^  (^)  - V^r  '^^  ■^'  -^i (^)  =  Vic  f^  -  ''"^  ^■)  • 

N.  Nielsen  lieiiutzt  neben  der  Reihe  ( 6ß)  die  aus  ihr  folgende  Potenz- 
reihe für  das  Produkt  zweier  Cylinderfunktionen '■"). 

45.  Bessel'sche  Funktionen  zweiter  Art  nennen  die  meisten 
Autoren"*)  dasjenige  partikuläre  Integral  der  Gleichung  (65),  das  für 
X  =  0  unendlich  wird.  Ist  n  Iteine  ganze  Zahl,  so  erhält  man  das 
zweite  Integral,  indem  man  in  der  Reihe  (66)  n  mit  —  n  vertauscht, 
und  man  bezeichnet  diese  Funktion  mit  J_„(3:).  Falls  jedoch  n  eine 
ganze  Zahl  ist,  ist  J_„{x)  im  wesentlichen  mit  J„{x)  identisch"^),  wie 
sich  ergiebt,  wenn  man  der  Gleichung  (65)  durch  eine  nach  steigenden 
Potenzen   von   x  geordnete,    mit  x~"    beginnende   Reihe    zu    genügen 


145)  Die  Gleichung  (67)  bildet  Bessel's  ursprüngliche  Definition;  in  der 
Reihe  (C6)  ist  der  an  sieh  willkih-liche  Faktor  so  gewählt,  dass  die  Reihe  für 
giinzzahlige  n  mit  dem  Integral  (67)  identisch  ist.  —  Gleichung  (66  a)  bildet  den 
Ausgangspunkt  in  Lomwel's  Monographie,  während  Graf  und  Gabler  von  der 
Reihe  (66)  ausgehen.  —  A.  Sommerfeld  findet,  unter  Benutzung  eines  komplexen 
Integrationsweges,  eine  der  Gleichung  (67)  analoge  Darstellung  für  beliebige 
Werte  des  Index,  Math.  Ann.  47  (1896),  p.  337;  ein  ähnliches  Integral  ist  dort 
auch  für  die  JSesseü 'scheu  Funktionen  zweiter  Art  mitgeteilt. 

146)  Vgl.  S.B.  Poissori,  J.  ec.  polyt.,  cah.  19(1823),  p.  293  und  Theorie  de 
la  chaleur,  p.  159;  ferner  P.  S.  de  Laplace ,  Conn.  des  temps  pour  1823  (1820) 
und  Me'c.  cel.  livre  XI,  Gh.  IV  (oeuvres  5). 

147)  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  228,  vgl.  Nieken,  Handbuch,  Kap.  1. 

148)  C.  Neumann  und  Schläfli  bezeichnen  die  Funktion  Y  als  „Iwinplemen- 
täre  Bessel'sche  Fmiltion",  während  sie  den  Namen  Bessel'sche  Funktion  zweiter 
Art  auf  eine  andre  Funktion  anwenden  (s.  Nr.  54).  Doch  ist  diese  Bezeichnung 
nicht  zweckmässig,  auch  nicht  allgemein  üblich. 

149)  Aus  der  Differentialgleichung  ergiebt  sich  nur,  da.ss  J_„(x)  bis  auf 
einen  konstanten  Faktor  mit  J„{x)  identisch  ist.  Damit  die  später  zu  be- 
sprechenden Rekursionsformeln  auch  für  negative  n  gelten,  muss  man  J_^{x) 
=  ( —  iyj„{x)  setzeu. 
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sucht.  Die  Eider' sehe ^^°)  Methode,  aus  einem  partikulären  Integral 
einer  Diö'erentialgleichung  zweiter  Ordnung  das  andere  zu  bestimmen, 
führt  zu  dem  Resultate,  dass  für  ganzzahlige  n  die  Bessel'sche  Funktion 
zweiter  Art  Logarithmen  enthalten  muss.  Für  n  =  0  und  für  ganz- 
zahlige n  ist  diese  Funktion  zweiter  Art  zuerst  eingehend  von  C.  Neu- 
mann untersucht,   der  sie  mit   Fq  bezeichnet,  und  zwar  findet  er'^'^): 

wo  die  Reihe  rechts  für  alle  x  konvergiert,  ferner  das  Integral: 

n 

(68a)  ^oC"*')  ^=  —  /  ^^^  (.^  ^'°  ^)  '°S  (4"*'  ^o^"  ^)  '^f*^? 

während  die  Funktion  zweiter  Art  für  andere  ganzzahlige  n  sich  aus 
Y^{x)  mittelst  der  Formel'''-): 

(68 b)  Y„(x)  =  (—  2xy  '^"^^ 

ergiebt.  Da  zwischen  J„(x)  und  J^^x)  dieselbe  Relation  besteht,  so 
folgt,  dass  r„(-*')  gleich  ist  J,,(,t)  log  a:,  vermehrt  um  eine  für  alle  x 
eindeutige  und  stetige  Funktion,  die  sich  analog  (68)  in  eine  nach 
Cylinderfunktiouen  fortschreitende  Reihe  entwickeln  lässt;  auch  lässt 
sich  diese  Reihe  in   Form    eines   bestimmten   Integrals  darstellen '^^). 

4(>.  Ableitung  dieser  Funktionen  aus  denen  erster  Art  durch 
einen  Grenzübergang.  Die  Funktion  i'„(-'')  lässt  sich,  wie  zuerst 
HankeV^*^  gezeigt  hat,  durch  einen  Grenzübergang  aus  J,^{x)  ableiten, 
und  zwar  ist'^^): 

(69)    r„(,r)  =  liml[J„^Xx)-(-irj_(„,.,(x)]  +  [log2+r'(l)]J„(a:), 

wo  r'iX)  die  £M?er'sche  Konstante  ist. 


150)  Vgl.  Nr.  19,  Anm.  68. 

151)  C.  Neumann,  Bess.  F.,  p.  44.  —  Das  Integral  (68  a)  findet  sieb  schon 
bei  G.  Stokes,  Cambr.  Trans.  9  (1850);  papers  .S,  p.  42. 

152)  C.  Neiimann,  Bess.  F.,  p.  54.  Beti'.  dieser  u.  a.  Rekursionsformeln 
vgl.  Nr.  50. 

153)  Lommel,  Studien,  p.  86  ft'.  —  Betreffs  andrer  Formen  dieser  Reibe  vgl. 
die  in  Nr.  46  zu  citierenden  Abbandlungen  von  Hanlel  und  Sclüäfli. 

154)  Eankel,  Math.  Ann.   1   (1809),  p.  467—501;  vgl.  Anm.  155). 

155)  Schläfli,  Math.  Ann.  H  (1871),  p.  134.  Die  von  Handel  mit  Y,,  bezeich- 
nete Funktion  ist  mit  der  Neumann^scheii  Funktion  Y„  nicht  identisch,  während 
in  der  von  Schläfli  aufgestellten  Formel  (69)  Y„  die  C.  Neumann'sche  Funktion  ist. 

48* 
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47.  Die  Cylinderfunktionen  als  Grenzen  der  Kugelfunktionen. 

Einen  meikwürdigeu  Zusammenhang  zwischen  Kugel-  und  Cylinder- 
funktionen hat   G.  Mrhier  entdeckt'^*).     Es  ist  nämlich 

(70)  limP''(cos-^)  =  Jo(*). 

Es  ergiebt  sich  dies  entweder  aus  der  Darstellung  von  P"  als  hyper- 

'9' 
geometrische  Reihe,  deren  viertes  Element  sin^  -—  ist,  oder  aus  dem 

Laplace' sehen  Integral  (61.  (7)  Nr.  5).  Heine^-''')  hat  denselben  Grenz- 
übergang auf  die  zugeordneten  Kugelfunktionen  sowie  auf  die  Kugel- 
funktionen zweiter  Art  angewandt.  Indem  er  für  die  aus  den  Q" 
oder  Q^"  sich  ergebenden  Funktionen  den  Buchstaben  K  verwendet, 
findet  er: 


(70a) 


lim  Q"  (cos  -~)  =  Koi»),     lim  -|L  P,"  (cos  ^)  =  JJ»), 


Da   auch    die  Differentialgleicliung   der  zugeordneten  Kugelfunktionen 

[Gl.  (19)  in  Nr.  8],  wenn  man  das  Argument  =  -  setzt  und  die  Grenze 

für  11  =  oo  nimmt,  in  die  Differentialgleichung  der  BcsseVschen  Funk- 
tionen übergeht,  so  kann  K^,  nur  eine  Verbindung  von  J^,  und  Y^ 
sein,  und  zwar  ist '"*'): 

(70b)    -  K,(»)  =  r„(^)  -  Jo(^)[log2  -{-  rf  1)1  =  lim  '^^W-'^-^W 

und  ebenso 

(70c)  -  ä;(^i  =  lim  l^  [J„^X*)  -  (-  1)V_(„^,)(^)]. 

Man  kann  den  Zusammenhang  zwischen  Kugel-  und  BesseVschen 
Funktionen  zur  Grundlage  der  Theorie  der  letzteren  machen,  wie  es 
namentlich  Heine  in  seinem  Handbuch  tut.  Mehr  emi^fiehlt  sich 
jedoch  eine  direkte  Behandlung  der  Pesserschen  Funktionen. 

Auch  als  Grenze  der  JfeMer'schen  Kegelfuuktionen  lassen  sich 
die  Pessrf'schen  Funktionen  ableiten,  noch  allgemeiner  als  Grenzfall 
der  Eiemann'scheiß    P- Funktion '''^). 


ir.6)  Mt'hhr,  J.  f.  Math.  68  (1808),  p.  140. 

157)  Heine,  J.  f.  Math.  69  (1868),  p.  128. 

158)  H  Weber,  J.  f.  Math.  75  (1873),  p.  85.     Vgl.  Hehie,  H.  B.  1,  p.  244. 

159)  B.  Olbricht,  Studien   über   die   Kugel-    und   Cylinderfunktionen,   Diss. 
Leipzig  1887,  Leop.  N.  A.  52.   —   Dabei   gelangt   der  Verf.   auf  Erweiterungen, 
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48.    Integraldarstellungen  der  Funktionen  zweiter  Art.    Heine 
findet  für  K^^^xt)  das  Integral: 

(71)  -K'oC'*)  =  /cos  (■9-  cos  iu)du 

d 

und  ein  entsprechendes  für  -ff„('^)-  —  Verschiedene  reelle  oder  kom- 
plexe Integrale  für  J„  und  Y„,  resp.  K^  finden  sich  bei  Sc]ääfli^^'^), 
HmikeV^'),  Heine^''^),  H.  Weber^^^),  Sonine^^^)  und  SchafheiÜin'^''). 
Wir  erwähnen  unter  diesen  die  Schläßi'sche  Formel  (a  beliebig, 
reeller  Teil  von  x  positiv): 

{IIa)    J^ (?/)=—  /  cos  (y  sin  y  —  rty)rfy  —  ^^"^"'"^  j  e-y^''"i'-'"f  dtp, 

0  0 

wo  ©in  den  hyperbolischen  Sinus  bezeichnet;   die  Formel  von  Sonine: 

0 


(71b) 


endlich  die  Mehler^sche  FormeP*"): 

0 

Übrigens  mag  bemerkt  werden,  dass  Schläfli  folgende  Form  der 
BesseZ'schen  Funktion  zweiter  Art   (er  nennt   sie    die   komplementäre 
Funktion)  betrachtet: 
(7 1  d)  K  (x)  =  cotg  («  n)  J  (x) r-^~-  ^  J  „  (:z;). 


die  er  als  Cylindert'unktionen  höherer  Ordnung  bezeichnet.  Ferner  zeigt  er, 
dass  die  Formeln  (70)  und  (70  a)  sich  auf  beliebige  Indizes  der  Kugel-  und  der 
Cylinderfunktionen  ausdehnen  lassen.  Diese  Ausdehnung  findet  sich  auch  bei 
A.  Sommerfeld,  Math.  Ann.  47  (1896),  p.  337  5. 

160)  Schläfli,  Ann.  di  mat.  1,  1868;  Math.  Ann.  3,  1871.    Die  Formel  (71a) 
findet  sich  an  beiden  Stellen. 

161)  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  467. 

162)  ,T.  f.  Math.  69  und  H.  B.  1. 

163)  J.   f.  Math.   69,   75,   76. 

164)  Math.  Ann.  16  (1880),    p.  1.     In    der  Formel   (71b)   steht    bei  Sonine 
rechts  noch  der  Faktor  2;   aber  sein  Y„  ist  das  Doppelte  des  Ncumann'schen  Y„. 

165)  J.  f.  Math.  114  (1894),  p.' 31. 

166)  J.  f.  Math.  68;  vgl.  Heine,  H.  B.  1,  p.  197. 
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N.  Nielsen   führt    in    seinem    Handbuch    neben  J,,    und    Y,,    noch   die 
Funktionen 

H'Xx)  =  J^x)  +  i  Y^x) 
ein. 

49.  Semikonvergente  Beihen.  Obwohl  die  Reihe  (66)  für 
alle  X  konvergiert,  wii-d  dieselbe  doch  zur  Berechnung  von  JJx~)  für 
grössere  Werte  von  x  unzweckmässig.  Hier  benutzt  man  besser  die 
semikonvergente  Entwicklung: 

(12)    J„(x)=-|/A(cos(.--J-n-j)6;  +  sm(.r-|-f)5,j, 
wo 

ist.     Dabei  ist  zur  Abkürzimg 


•■-P-^)' 


gesetzt. 

Die  Reihe  (72)  ist  für  m  =  0  von  S.B.Poisson'^^'')  aufgestellt,  für 
andere  ganzzahlige  n  von  C.  G.J.Jacohi^^^).  Der  Rest  der  Reihe  ist  für 
den  Fall  w  =  0  von  B.  Lipschitz^^^)  genauer  untersucht;  der  Fall,  dass  n 
eine  positive  ganze  Zahl  ist,  ist  dabei  zum  Schluss  kurz  berührt. 
HankcP'"')  hat  sodann  die  Reihe  auf  beliebige,  auch  komplexe  Werte 
von  11  ausgedehnt,  sowie  aiif  komplexe  x;  er  gelangt  zu  folgendem 
Resultate:  Jede  der  Reihen  S^  und  iSj  hat  den  Charakter,  dass,  wenn 
man  die  Reihe  an  irgend  einer  Stelle  abbricht,  ihr  Wert  von  dem 
komplexen  Werte,  den  sie  darstellen  soll,  nur  um  eine  Grösse  ab- 
weicht, deren  Modul  kleiner  ist  als  das  nächstfolgende  Glied.  Jedoch 
kann  diese  Eigenschaft  nur  von  dem  Gliede  an  behauptet  werden, 
von  dem  an  2^;  oder  Sj)  +  1  grösser  ist  als  der  reelle  Teil  von  n  —  ^. 
Wenn  n  und  x  reelle  positive  Grössen  sind,  so  haben  in  jeder  Reihe 
die  Glieder  von  p  !^  w  an  alternierende  Zeichen;  die  Reihen  sind  in 
diesem  Falle  semikonvergente  Reihen  von  dem  gewöhnlichen  Charakter. 

Hmikel  hat  weiter  auch  die  seniikonvergenten  Reihen  für  Y^{x) 
entwickelt,  die  übrigens  schon  von  LommeW'^)  aufgestellt  waren. 


167)  J.  ec.  polyt.  cah.   19  (182.3),  p.  349. 

168)  Astr.  Nachr.  28  (1849),  p.  94;  Ges.  Werke  7,  p.   174. 

169)  J.  f.  Math.  56  (1859),  p.  189. 

170)  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  467—501,  §  6.  —  Hankel  bemerkt,  dass  die 
Begründung  der  Reihen  für  beliebige  n  dur.ch  Lommel  nicht  den  Anforderungen 
entspricht,  welche  die  neuere  Analyse  an  eine  solche  stellt. 

171)  Studien,  p.  95. 
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Eine  neue  Form  des  Restgliedes  und  eine  genaue  Diskussion 
desselben  findet  sich  in  einer  Abhandlung  von  H.  Weber'^''^),  und  zwar 
werden  hier  beliebige  reelle  Werte  von  n,  komplexe  von  x  in  Betracht 
gezogen;  für  gauzzahlige  n  wird  auch  die  Reihe  für  Y„{x)  aufgestellt. 

Aus  (72)  folgen  übrigens  für  ganzzahlige  n  und  sehr  grosse 
reelle  Werte  von  x  die  Nähenmgswerte: 

(  '^2„(*')  =  7r=-  ^—  l)"('5os  -c  +  sin  x), 

Vnx 

J^n  +  i  W  =  ,7=-  (—  1 )"  ^   (cos  .c  —  sm  .r) ; 
ferner  wird  für  grosse  reelle  x: 
(72c)  K„(x)  =  ^  ]/|-  (cos  X  —  sin  x). 

Ist  n  die  Hälfte  einer  ungeraden  Zahl,  so  brechen  die  Reihen 
(72  a)  von  selbst  ab,  was  mit  dem  schon  am  Schluss  von  Nr.  44-  er- 
wähnten Resultate  übereinstimmt. 

Übrigens  lässt  sich  aus  dem  Integral  (66  a)  auch  die  Form  ab- 
leiten 

J„{x)  =  X"  {  C  •  cos  X  -f-  S  ■  sin  X } , 

wo   C  und  Ä'  nach  steigenden  Potenzen   von   x   geordnete,   stets    kon- 
vergente Reihen  sind^'^). 

50.  Rekurrente  Relationen.  Die  hauptsächlichsten  sind  die  folgen- 
den, schon  von  Bessel  entdeckten: 

,  dJ„{x) 


(73) 


-     dx     =^«-iW  — «^»  +  1^' 


Diese  Formeln  gelten  zunächst  für  den  Fall,  dass  n  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  für  n  =  0  auch,  falls  man  J_i(x)  =  —  J^ix)  setzt  (vgl. 
Nr.  45,  Anmerkung  140).    Ohne  jede  Änderung  gelten  ferner  dieselben 


172)  Math.  Ann.  37  (1890),  p.  401—416.  —  Ik'i  B.  Riemann,  Ann.  Phys. 
Chem.  95  (1855),  Werke,  2.  Aufl.,  p.  50,  kommen  nur  rSin  imaginäre  Werte 
von  X  in  Frage. 

173)  "Vgl.  das  Lehrbuch  von  TorUiunfer,  p.  •29-2.  —  Zur  Konstantenbestimmung 
beim  Übergang  von  den  aufsteigenden  konvergenten  zu  den  absteigenden  semi- 
konvergenten Reihen  vgl.  G.  Stokes,  Cambr.  Trans.  9  (1850),  10  (1857),  11  (1868); 
papers  3,  p.  43;   4,  p.  102,  285. 
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Formeln  für  die  Fimktion  Y^(x).  Von  den  Folgerungen  aus  (73) 
sei  die  schon  früher  erwähnte  Formel  (68  b)  in  Nr.  4:5  genannt,  ferner 
die  Darstell img  von  J^  durch  /„_„  und  J„_^_i  etc.  —  Wie  übrigens 
zuerst  Lommcl^'''*')  gezeigt  hat,  gelten  die  Rekursionsformeln  der  J 
nicht  nur  für  positive  ganzzahlige,  sondern  auch  für  beliebige  Werte 
von  11,  nur  dass  für  negative  ganzzahlige  ti  J_.^{x)  =  ( —  1)" J^{x)  zu 
setzen  ist. 

Zwischen  den  Funktionen  erster  und  zweiter  Art  findet  LommeV^) 
noch  folgende  Beziehungen  («  ganzzahlig,  v  beliebig): 

1    J-„(^)J'_(.._„(^)  +  J-X^J.-.{^)  =  ^,  sin  {vn). 

Man  kann  die  Rekursionsformeln  auch  zum  Ausgangspunkt  der 
Theorie  machen,  wie  es  z.  B.  Sonine  in  der  schon  mehrfach  citierten 
Arbeit  tut;  ferner  N.  Nielsen,  der  von  seiner  Definition  sofort  zu 
einer  Verallgemeinerung  des  Begriffs  der  Cylinderfnnktionen  gelaugt"^). 

51.  Zusammenliang  mit  Kettenbrüchen.  Aus  der  zweiten  Re- 
kursionsformel (78)  folgt,  dass  man  ■'' ''n  + 1 W  in  einen  Kettenbruch  ent- 

wickeln  kann,  dessen  Zähler  sämtlich  gleich  x^  sind,  während  die 
Nenner  eine  arithmetische  Reihe  bilden.  Diese  Form  des  Ketten- 
bruchs tritt  zuerst  bei  ScMömüch"'^)  auf,  während  Bessel  eine  andere 
Form  hat.  In  neuerer  Zeit  ist  der  Zusammenhang  zwischen  Bessel- 
schen  Funktionen  und  Kettenbrttchen  von  Graf^^^)  genauer  untersucht. 

52.  Wurzeln  der  Gleichung  J,,(^)  =  0.     Die  Gleichung 

hat  unendlich  viele  Wurzeln,  die  sämtlich  reell  und  von  einander  ver- 
schieden sind"^).     Es  folgt   das  dai-aus,   dass,   wenn   v  zwischen  —  ^ 

und  -\- -}r  liegt,  J,,(-?)  von  z  =  2m}c  bis  (2m-]-^)7i  stets  positiv,  von 


174)  Studien  §  1  ff. 

175)  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  103.  —  Eine  allgemeinere  Rekursionsformel 
leitet  N.  Nielsen  ab,  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  228;  vgl.  Handbuch,  Kap.  1. 

176)  Ann.  di  mat.  (3)  5  (1900),  p.  17;  Handbuch,  Kap.  2. 

177)  Schlömilch,  Zeitschr.  Math.  Phys.  2  (1857),  p.  137. 

178)  Ajin.  di  mat.  (2)  23  (1895),  p.  45—65. 

179)  Der  Satz  ist  für  n  =  0  von  D.  BernouUi  gefunden,  Petrop.  Cormn.  6 
(1732/33)  [38],  p.  116;  vgl.  Fou/rier,  Theorie  de  la  chaleur,  chap.  6.  Für  beliebige 
Werte  des  Index  findet  er  sich  bei  Lommel,  Studien,  p.  65  ff.  —  Vgl.  auch 
üiemann,  Partielle  Differentialgleichungen,  2.  Aufl.,  p.  266. 
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z  =  (2»i  -|-  1)''^  bis  (2>w  -|-  \%)  stets  negativ  ist.  Die  höheren  Wurzehi 

der  Gleichung  J,,(ä)  =  0  unterscheiden  sich  von  einander  nahezu  um  %. 

Das  über  die  Wurzeln  von  J„(^)  =  0  Gesagte  gilt  ohne  weiteres 

auch    für  die  Gleichung  — -~-  =  0,    daher  auch  für  die  allgemeinere 

in  der  «  und  h  beliebig  gegebene  Konstauten  sind. 

Bezeichnet    man    mit  j)   die  Wurzeln    der    Gleichung   Jj,z)  =  0 
für  ganzzahlige  positive  Werte  von  n,  so  ist^^°) 

yj  _    1         y  1  _  ^^ etc 

jiLi  f-  4(»i+l)'  ^  p'  16(«+l)*(»+2) 

Eine  genauere  Untersuchung  der  Wurzeln  von  t7,,(^)  =  0  für  be- 
liebige, auch  negative  v  ist  von  A.  Hiinvitz  angestellt  "'\). 

53.    Additionstheorem  der  Funktionen  erster  und  zweiter  Art. 

Ist  

B  =  ]//-2  -(-  ,-^3  _  2  ri\  cos^ , 
so  ist>«2): 


(74a) 


Jo(i?)  =  JoC'VoCV)  +  -  ^JnknJÄ>\)  cos{u&), 


Y,{R)  =  Jo(r)Y„(rO  +  2  VJ„(;,-)  i;(,-,)  cos(7 


Die  erste  Gleichung  gilt  für  beliebige  Werte  von  r  und  7\,  die  zweite 
nur  für  r<ir^.  Das  entsprechende  Additionstheorem  für  J^(i?)  haben 
Gegenbauer '^^^),  Sonine'^^^)  und  Graf^^^)  entwickelt.  Heine  giebt  auch 
das  Additionstheorem  für  K„  an'*"). 


180)  J.W.Strutt  (Lord  Rayleigh),  Phil.  Mag.  (4)  44  (1872),  p.  328—344.  — 
Für  «  =  0  in  etwas  anderer  Form  bei  Eitler,  Petrop.  Acta  1781  [84],  p.  173. 

181)  Math.  Ann.  33  (1888),  p.  246—266.  —  Weitere  Untersuchungen  sind 
angestellt  von  /.  Mc  3Iahon,  Ann.  Math,  9  (1894),  p.  23;  vgl.  Gray  und  Mathews, 
p.  241;  femer  von  H.  M.  Macdotudd,  Lond,  M.  S.  proc.  29  (1898),  p.  575;  30 
(1899),  p.  165;  von  P.  Schaf heitlin,  J.  f.  Math.  122  (1900),  p.  299  und  Arch.  Math. 
Phys.  (3)  1  (1901),  p.  133.  Mehrere  dieser  Arbeiten  behandeln  auch  die  Wurzeln 
von  Yn(z)  ^0.  —  Über  den  Verlauf  der  Kurven  y  =  J^^^{x)  und  y=  y,„(a;),  vgl. 
die  in  Anm.  159)  citierte  Arbeit  von  B.  Olbricht. 

182)  C  Neumann,  Bess.  F.,  p.  65. 

183)  Wien.  Ber.  69,  1874;  74,  1876.  —  Eine  von  Gegenbauer  herrührende 
Verallgemeinerung  des  Additionstheorems  beweist  C.  Wendt,  Mon.  f.  Math.  11 
(1900),  p.  125.  —  Eine  andere  Verallgemeinerung  bei  N.  Nielsen,  Ann.  di  mat. 
(3)  6  (1901),  p.  43. 

184)  Math.  Ann.  16  (1880),  p.  1. 

185)  Math.  Ann.  43  (1893),  p.  136. 

186)  Heine,  H.  B.  1,    p.  464.    —    Das   Additionstheorem   der  Cylinderfunk- 
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Ausserdem    sind   zu   erwähnen  Formeln  für  J„(x.  -j-  !/),'*')    «owie 

für  j;,(]/r+10-''')     ■ 

54.  C.  NGumann's  Funktion  0„.  —  C.  Neuniann  entwickelt"*') 
1  :{y  —  x)  in  eine  nach  jBcgsd'sdien  Funktionen  J^  mit  ganzzahligen  n 
fortschreitende  Reihe: 

(75)  ^  =  Jo(x)  0,(y)  +  2  2  '^'>(*)  ^"^y^ 

1 
und  nennt  OJy)  „R'sseZ'sche  Funktion  zweiter  Art";  doch  ist  diese 
Bezeichnung,  wie  schon  Lonimel  im  Vorwort  zu  seinen  Studien  her- 
vorhebt, nicht  zweckmässig,  da  0^  nicht  der  i?esserschen  Differential- 
gleichung (65)  genügt.  Besser  ist  es,  als  ,,BesseVsc\ie  Funktion  zweiter 
Art"  das  zweite  partikuläre  Integral  von  (65)  zu  bezeicluien,  also  die 
Funktion  Y^^  oder  K^  für  ganzzahlige  «;  das  geschieht  auch  von  der 
Mehrzahl  der  Mathematiker. 

C.  Neumann  stellt  die  Diiferentialgleicliung  auf,  der  0^  genügt, 
entwickelt  diese  Funktion  in  eine  endliche,  nach  negativen  Potenzen 
von  //  fortschreitende  Reihe,  stellt  dieselbe  in  Form  eines  bestimmten 
Integrals  dar  und  zeigt,  dass  für  0^  auch  die  erste  der  Rekursions- 
formeln (73)  gilt,  nicht  aber  die  beiden  anderen  Formeln  (73). 

Für   diese  Funktion   0„   gilt  nun    der    folgende  Satz.     Es  ist''^"): 

(76)  i J^{s)0,.(z)ds  =  7ii,     falls  n^  '•  eine  beliebige  positive 


ganze  Zaiil  ist. 

=  2zl 

für  H,  =  1^  =  0, 

=  0, 

falls  '«  >  V. 

Das  Integral  ist  in  der  komplexen  Ebene  über  den  Umfang  einer 
beliebigen,  den  Punkt  s  =  0  umschliessenden  Kurve  zu  erstrecken. 
Liegt  z  ^  0  nicht  im  Innern  der  Kurve,  so  verschwindet  das  Inte- 
gral auch  für  n  =  v.    Ferner  ist,  falls  £^==0  im  Imiern  der  Kurve  liegt, 

(76a)  ^  l\{z)  JXs)  dz  =  0     /o„(.-)  0X2)(ls  =  0, 

mag  n  =  V  oder  n'>v  sein. 

tionen  zweiter  Art  für  beliebige  Indizes  giebt  A.  Sommerfeld,  Math.  Ann.  47 
(1896),  p.  356;  ferner  H.  M.  Macdonald,  Lond.  Math.  Proc,  32  (1900),  p.  152. 

187)  C.  Neuwann,  Bess.  F.,  p.  40.  —  Vgl.  auch  Schläfli,  Math.  Ann.  3  (1871), 
p.  134;  Graf,  Math.  Ann.  43  (1893),  p.  136;  N.  Nielsen,  Math.  Ann.  52  (1899), 
p.  228.  Schläfli  teilt  auch  eine  Entwicklung  für  0„{x-\-y)  mit,  wo  0„  die 
in  Nr.  54  definierte  Funktion  ist. 

188)  Lommel,  Studien,  §  5.  189)  Bessel'sche  Funktionen,  p.  8  fF. 
190)  C.  Neumann,  Bess,  F.,  p.  19. 
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55.  Entwicklung  einer  analytischen  Funktion  nach  Bessel'schen 
Funktionen.  Aus  dem  oben  erwähnten  Satze  folgt,  dass  sich  jede 
Funktion  fix),  welche  innerhalb  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte 
X  =  0  eindeutig  und  stetig  bleibt,  in  eine  Reihe 


(77)  m-^c^jA^) 

.=0 

entwickeln  lässt  (i/  ganzzahlig),  wo 

(77a)  cc,.  =  ^jff{x)0,.{xyix. 

Die  Integration  ist  positiv  um  den  Kreis  herumzuführen;  für  ?■  =  0 
ist  Kg  gleich  dem  Doppelten  des  Integrals. 

Eine  andere  Bestimmung  der  Koeffizienten  leitet  Heine^'-'^)  aus 
der  Entwicklung  einer  Funktion  nach  zugeordneten  Kugelfunktionen  her. 

Als  Beispiele  für  die  Entwicklung  giebt  C.  Neumann^^^)  die 
Entwicklung  ganzer  positiver  Potenzen  von  z  (auch  von  s"),  ebenso 
von  cos 2  und  sin^'  nach  Bcssd'schen  Funktionen  erster  Art,  die  Ent- 
wicklung negativer  Potenzen  von  s  nach  der  Funktion  0,,  in  end- 
liche Reihen. 

56.  Hinweis  auf  andere  Reihen  sowie  auf  Entwicklungen  nach 
Quadraten  und  Produkten  der  Cylinderfimktionen.  Die  Reihen  für 
sin  2  und  cos  s  ergeben  sich  auch  aus  dor  Entwickhing  des  Ausdrucks 

e-^v'v)  nach  positiven  und  negativen  Potenzen  von  y.  Die  Koef- 
fizienten dieser  Entwicklung  sind  nämlich  die  J„{z)  mit  ganzzah- 
ligen   Indizes'^');     für    y  =  e"''    folgen    zunächst    die    Reihen    für 

cos  (z  sin  cp)  und  sin  (^^ sin  y)  und  für  9==-^  die  für  cos^  und  sin.£. 

Setzt  man  bei  der  Entwicklung  des  vorstehenden  Ausdrucks  2  z 
an  Stelle  von  z  und  vergleicht  die  so  erhaltene  Reihe  mit  dem  Quadrat 
der  ursprünglichen,  so  ergiebt  sich  die  Entwicklung  von  J„{2z)  nach 
Quadraten  und  Produkten  der  J„.'^*)  Andere  Entwicklungen  der 
letztgenannten  Art,  wie  auch  allgemeine  Sätze  über  dieselbe  hat 
C.  Neumann  angegeben '^^).  Reihen  von  der  Form  UA„J„(nz)  sind 
von  W.Kapteyn  untersucht ^^^),  Verallgemeinerungen  Aer  Neumann' sehen 


191)  Heine,  H.  B.  1,  p,  255. 

192)  C.  Neilmann,  Bess.  F.,  p.  39—40. 

193)  ScMömilch,  Zeitschr.  Matb.  Phys.  2  (1857),  p.  137. 

194)  Lommel,  Studien  §  12;  vgl,  auch  §  15. 

195)  Math.  Ann.  3  (1871),  p.  581. 

196)  Ann.  e'c.  norm.  (3)  10  (1893),  p.  91. 
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und  Kajdey  11  sehen  Reihen  von  N.  Nielsen^'").  Nielsen  hat  ferner 
Reihen  gefunden,  die  nach  Produkten  von  Cylinderfuiiktionen  fort- 
schreiten und  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  der  Variabein  überall 
den  Wert  Null  besitzen  i^«). 

57.  Die  für  die  Aufgaben  der  Physik  erforderlichen  Ent- 
wicklungen. Während  es  sich  in  Nr.  55  und  ÖG  um  Reihen  handelte, 
die  nach  den  J  mit  variablem  Index,  meist  aber  mit  demselben  Argu- 
mente fortschreiten,  treten  bei  den  Anwendungen  auf  physikalische 
Probleme  Reihen  auf,  die  nach  den  Funktionen  J  mit  demselben 
Index  fortschreiten,  während  die  Argumente  sich  von  Glied  zu  Glied 
ändern;  und  zwar  sind  die  Argumente  von  der  Form  x  ,r,  wo  x    die 

^,te  "Wurzel    der  Gleichung  J„(.t)  =  0   oder  der  Gleichung  ^i—  =  0 

oder  noch  allgemeiner  der  Gleichung  aJ^(x)-\-bx  —? —  =  0  ist. 
Soll  eine  Funktion  /'(.-c)  in  eine  derartige  Reihe  entwickelt  werden: 

(78)  /(.*■)  =  ^^.'^„K^)- 

/' 

so    ergeben  sich  die  Koeffizienten  A    mittelst  des  Satzes,  dass,  wenn 

X    und    Xj    zwei    verschiedene   Wurzeln    einer    der    vorher    genannten 

Gleichungen  sind, 

1 

(■^^a)  fjJxx)J„{x^x)x(lx  =  0 

ist,  während  das  Integral  für  x  =  Xj   den  Wert  hat: 

(78  b)  ^j^,^)Y-\-{^-'^^){JJ.^)Y 

(J„'  ist  die  Ableitung  von  »/J.  Die  Entwicklung  (78)  findet  sich 
für  n  ==  0  schon  bei  Fourier;  LommeV^^)  nennt  deshalb  die  Ent- 
wicklung (78),  resp.  die  Bestimmung  der  Koeffizienten  den  i^ottner 'sehen 
Lehrsatz.  Für  andere  Werte  von  n  ist  der  Satz  vom  Lommel  ab- 
geleitet ^o"). 

fix) 
In  (78)  ist  zu  beachten,   dass  n  so  zu  wählen  ist,   dass  lim  —„- 


197)  Ann.  ec.  norm.  (3)  18  (1901),  p.  39;  vgl.  Nielsen,  Handbuch,  Kap. 
20—23. 

198)  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  582;  Ann.  di  mat.  (3)  6  (1901),  p.  301;  vgl. 
Nielsen,  Handbuch,  Kap.  25, 

199)  Lommel,  Studien  §  19. 

200)  Lommel  1.  c. ;  vgl.  Hiemann,  Partielle  Diiferentialgleiohungen,  §  96.  — 
Konvergenzbeweise  bei  H.  Hankel,  Math.  Ann.  8  (1875),  p.  471;  Schläfli,  Math. 
Ann.  10  (1876),  p.  137;  U.Dini,  Serie  di  Fourier,  Pisa  1880.  —  Vgl.  Nielsen, 
Handbuch,  Kap.  26. 


57 — 59.  CvHnderfunktiouPii  oder  Beasel'siche  Funktionen.  7r)r> 

endlich  ist.  —  Hat  f(x)  diese  Eigenschaft  nicht,  so  muss  man  nicht 
f(x)  selbst,  sondern  die  mit  einer  passenden  Potenz  von  j-  multipli- 
zierte Funktion  f{x)  in  eine  Reihe  von  der  Form  (78)  entwickeln. 

Bei  Aufgaben  der  mathematischen  Physik,  die  den  Hohlcylinder 
betreiFen,  tritt  an  Stelle  von  J^  die  allgemeine  Lösung  der  Besserschen 
Differentialgleichung,  also  für  ganzzahlige  n  die  Funktion 

und  es  sind  C  und  y.^  aus  zwei  Gleichungen  der  Form  zu  bestimmeu*"'): 

An  Stelle  der  Gleichung  (78 aj  tritt  hier  die  Formel: 

jf^{tix)f'^{x^x)xdx  ==  0, 

falls  wieder  y.  und  y..^  zwei  verschiedene  Wurzelu  des  in  Frage  kommen- 
den Gleichungssystems  sind.  Der  Wert  des  Integi-als  für  «  =  ;cj  lässt 
sich  indessen  nicht,  wie  vorher,  in  endlicher  Form  angeben. 

58.  Die  Reihe  von  Schlömilch.  Eine  andere  Entwicklung  einer 
zwischen  0  und  sr  gegebenen  Funktion  leitet  Schlömilch-'^')  ab,  nämlich: 

(79)  f{x)=  [A+JA-^oO'-^O, 

■^  1 

wo 

n  1 

(79  a)  A^=^    i  u  cos  (nn)  du  flL^^ . 

0  u 

Die  analoge  Reihe,  in  der  «7^  an  Stelle  von  J^  steht,  giebt  Lonmiel  -"')  an. 

59.  C.  Neumann's  Integraldarstellung  einer  Funktion  mittelst 
Besserseher  Funktionen.  C.  Neuniami  ""*)  leitet  aus  der  Entwiclc- 
lung  einer  Funktion  uoch  Kugelfunktionen  (Gl.  (29)  in  Nr.  15)  durch 
den  Übergang  von  einer  Kugel  mit  endlichem   zu  einer  solchen  mit 


201)  Diese  Form  der  Gleichungen  entspricht  dem  Falle,  dass  beim  Voll- 
cylinder  «p  eine  Wurzel  der  Gleichung  J^^(.t)^0  ist.  Welche  Gleichungssysteme 
an  Stelle  der  beiden  andern  oben  genannten  Gleichungen  treten,  ergiebt  sich 
leicht. 

202)  Schlömilch,  Zeitschr.  Math.  Phys.  2,  1857. 

203)  Lommel ,  Studien,  §  20.  Lommel  nennt  (79)  den  Schlömilch'schen 
Lehrsatz. 

204)  C.  Neumann,  Entwickelungen ,  p.  18  und  126  flF,;  vgl.  auch  Heine, 
H.  B.  1,  p.  443. 
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unendlich  grossem  Radius  folgende  Darstellung  einer  Funktion  zweier 
Variabelu  nach  Cylinderf'unktiouen  her: 

(80)  F{o„  <Pi)  =  Hm     I  IgdQ  dq>  F{g,  <p)\     ( J,  {qB)q  dq    , 


R  =  Yq^  -f"  Qi^  —  2p p,  cos  (g)  —  qpj) 

und  die  Integration  über  die  ebene  Fläche  2  auszudehnen  ist.  Falls 
F[q,  cp)  innerhalb  %  abteilungsweise  stetig  ist,  konvergiert  die  rechte 
Seite  von  (80)  mit  wachsendem  q  gegen  eine  feste  Grenze;  und  zwar 
ist  diese  Grenze  =  0,  falls  pj,  qPj  ausserhalb  X  liegt,  während  für 
Punkte  pj,  qpj  innerhalb  %  die  Grenze  das  arithmetische  Mittel  der 
Werte  ist,  welche  F(q,  (p)  längs  eines  um  p, ,  qpj  beschriebenen  un- 
endlich kleinen  Kreises  besitzt. 

Aus  (80)  folgt  die  Darstellung  einer  Funktion  /"(px)  mit  einem 
Argument  zwischen  p^  =  0  und  pj  ^  c  durch  ein  Doppelintegral; 
und  letztere  Darstellung  lässt  sich  auch  dahin  verallgemeinern,  dass 
J„  (n  eine  positive  ganze  Zahl)  an  Stelle  von  J^,  tritt  "''^). 

60.  Bestimmte  Integrale  mit  Bessel'schen  Funktionen.     In  den 

Arbeiten   über  J^ess^rsclie  Funktionen    findet   man  vielfach    die  Werte 
von  bestimmten  Integralen,    die  UesscPsche  Funktionen  enthalten,  be- 
rechnet.    Es  mögen  einige  von  diesen  hier  Platz  finden. 
Lipschitz  -"*)  findet 


1 


Nach  H.  Weher  ä«')  ist 


:  j  e-^-Jit^x) 


dx. 


JrM'^-"  =  ~,  (''>0)- 


Andre  derartige  Integrale  finden  sich  bei  Hanlei  -**)  und  Sonine ^"'). 

C.  Neiimann-^")   stellt    das   Quadrat    einer   Besserschen   Funktion 
mit  ganzzaliligem  Index  durch  ein  Integral  dar: 


n 

[J„{x)Y  =  —  /  J-in  (2a;  sin  o})da, 


205)  C.  Neumann,  Ent-wickelungen,  p.  1.S7  if.  —  Vgl.  aucli  F.  W.  She2)pard 
im  Quart.  J.  23  (1888),  p.  223.  206)  .1.  f.  Math.  56  (1859),  p.   189. 

207)  .T.  f.  Math.  69  (1868),  p.  232. 

208)  Math.  Ann.  8  (1875),  p.  453.  2Ü9)  Math.  Ann.  IG  (1880),  p.  1. 
210)  C.  Neumann,  Bess.  F.,  p.  70. 
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und  Schhyli  knüpft  daran  die  Darstellung  des  Produktes  J„,(-'')J„{-(') 
durch  ein  IntegraP'^). 

Auch  die  Kugelfunktiou  lässt  sich  durch  ein  derartigi-s  Integral 
darstellend'^): 

P"(cos^)  =  r(,/^  i)Jf~"""'^^G-g  sin  9)x"dx. 

0 

Setzt  mau  in  dem  letzten  Integral  für  J^  die  seniikonvergente  Reihe 
(Gl.  (.72)),  so  ergiebt  sich  eine  entsprechende  Reihe  für  P"(cüsi>),  aus 
der  man  angenäherte  Werte  dieser  Funktion  für  grosse  n  ableiten  kann. 

61.  Tafeln  der  Besserschen  Funktionen.  Solche  Tafeln  der 
Funktionen  JJ,  und  J^  sind  zuerst  für  Argumente  zwischeu  x  =  0 
und  x  =  3,2  von  Besscl'-^'^)  berechnet,  erweiterte  Tafeln  bis  x  =  20  von 
Hanseri'^^).  Noch  umfassender  ist  die  Tafel  von  Mcisscl'^'^).  Die 
beiden  ersten  Tafeln  sind  abgedruckt  in  Loinmel's  Studien  wie  in  dem 
Lehrbuche  von  liyerly,  ein  Auszug  daraus  auch  in  Lord  Baylcigli's 
Schall.  Tafeln  von  F^  und  Fj  giebt  B.  A.  Sinith"^^).  Bei  Raylcigh 
und  Byerly  ist  auch  eine  Tafel  der  Wurzeln  der  Gleichung  J„(^x)  =  0 
mitgeteilt,  und  zwar  sind  bei  Byerly  die  ersten  9  Wurzeln  angegeben 
für  M  =  ü,  1,  .  .  .,  5.  Die  ersten  12  Wurzeln  von  J^  und  J^  giebt 
G.  StoJi-es -'■''),  die  ersten  40  von  J^  geben  Wilson  und  Pcirce-^^),  die 
ersten  50  von  J^  MeisseP^^). 

Über  neuere  englische  Tafeln  ist  im  Brit.  Ass.  Rep.  1889,  1893 
und  1896  berichtet. 


211)  Math.  Ann.  .3  (1871),  p.  134.  —  Vgl.  auch  N.  Nielsen,  Ann.  ec.  norm. 
(3)  18  (1901),  p.  .S9. 

212)  0.  Callandreau,  Bull.  Darb.  (2)  15  (1891),  p.  121.  Dieselbe  Formel  ist 
auch  von  Hohson,  Lond.  Math.  Proc.  25  (1894),  p.  49  abgeleitet.  Hobsun  giebt 
feruer  die  entsprechende  Formel  für  P",{cosd-)  au.  —  L.  Gegenbauer,  Monat^h. 
Math.  10  (1899),  p.  189,  hat  das  Produkt 

2% — 1 
(sin  qj)     2      C«(cos  qp) /"  +  '(«) 
durch  ein  Integral  dargestellt. 

213)  Vgl.  die  Nr.  44,  Anm.  140)  citierte  Arbeit  vom  Jahre  1824. 

214)  Schriften  der  Sternwarte  Seeberg,  Gotha  1843.  —  Eine  kleine  Tafel 
von  J„  und  (,/„)3ttbei  G.  Airy,  Phil.  mag.  18  (1841),  p,  7. 

215)  Berl.  Abh.  1888,  abgedruckt  bei  Gray  und  Mathews. 
21G)  Mess.  (2)  26  (1896),  p.  98. 

217)  Cambr.  Trans.  9  (1850);  papers  2,  p.  355. 

218)  N.  Y.  Bull.  (2)  3  (1897),  p.  153, 

219)  Progr.  Kiel  1890. 
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IX.   Funktionen  des  elliptischen  und  parabolischen  Cjiinders. 

62.  Funktionen  des  elliptischen  Cylinders.  Diese  Fvinktionen 
treten  ))ei  Fragen  der  niathematisclieii  l'hysik  auf,  welche  elliptische 
Cylinder  oder  elliptische  Platten  betreffen;  sie  stehen  zu  den  Bessel- 
schen  Funktionen,  die  auch  schlechtweg  Cylinderfunktioueu  genannt 
werden,  in  demselben  Verhältnis  wie  die  Z,awr''schen  zu  den  Kugel- 
funktionen. Die  Funktionen  des  elliptischen  Cylinders  geniigen  der 
Ditferentialgleichung 

(81)  '^^^  +  (A^  cos^  g,  _  S)  ®  (ep)  =  0. 

93  ist  die  Wurzel  einer  gewissen  transcendenten  Gleichung.  Zwei 
partikuläre  Integrale  von  (81)  unterscheidet  man  als  Funktionen 
erster  und  zweiter  Art,  und  zwar  sind  die  Funktionen  erster  Art  im 
Endlichen  überall  endlich.  Beide  Arten  zerfallen,  ähnlich  wie  die 
Lr(««e'schen  Funktionen,  in  je  vier  Klassen. 

Am  vollständigsten  sind  diese  Funktionen  von  Heine  --")  behan- 
delt. Heine  giebt  insbesondere  Entwicklungen  nach  Kosinus,  resp.  Sinus 
der  Vielfachen  von  qp,  dann  nach  7?esserschen  Funktionen  J,  resp.  K 
mit  dem  Argumente  ik  cos  tp.  —  Lindemann^^^),  der  an  Gleichung 
(81)  eine  ähnliche  Verallgemeinerung  knüpft  wie  Hermite  an  die 
Xame'sche  Differentialgleichung  (vgl.  Nr.  39),  giebt  noch  Entwick- 
Ivmgen  nach  Potenzen  von  cos^qp.  —  Eine  ausführliche  Darstellung 
dieser  Funktionen  findet  sich  auch  in  einem  Programm  von  Särcliinger^^-) ; 
hier  sind  mehrere  Resultate  von  Heine  erweitert,  einige  auch  verbessert. 

Hüntzschel  "^')  legt  seiner  Behandlung  dieser  Funktionen  die  etwas 
verallgemeinerte  Differentialgleichung  zu  Grunde: 

und  betrachtet  neben   dieser   transcendenten   eine   algebraische   Form 


220)  Heine,  H.  B.  1,  p.  401  ff.;  2,  p.  202  ff.  —  Vgl.  ferner  die  Darstellung 
bei  Fr.PocMs,  über  d.  part.  Diffgl.  Aj«  +  A-*«  =  0,  Leipzig  1891,  p.  186 ff.  Dort 
ist  auch  das  7ü7em'sche  Oscillationstheorem  [Nr.  41]  auf  diese  Funktionen  über- 
tragen. 

221)  Lindemann,  Math.  Ann.  22  (1883),  p.  117.  —  Betreffs  der  Reihen  für 
die  Funktionen  6  vgl.  auch  eine  Arbeit  von  H.  Bnms,  Astr.  Nachr.  Nr.  2533, 
2553  (1883).  —  Über  weitere  astronomische  Arbeiten,  in  denen  die  Funktion  6 
auftritt,  referiert  Tisserand,  Traitö  de  Mt5c.  c&.  3  (1894). 

222)  Progr.  Chemnitz  1894. 

223)  Progr.  Duisburg  1886;  Progr.  d.  städt.  höh.  Bürgersch.,  Berlin  1889; 
siehe  auch  die  am  Anfang  citierte  Monographie  HüntsscheVs,  Teil  5. 
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der  Gleichung.  Er  erörtert  das  funktioneiitheoretische  Verhalten  der 
Integrale  von  (82),  insbesondere  an  der  unendlich  fernen  Stelle,  den 
Zusammenhang  mit  den  Lamc'schen  Funktionen  u.  s.  w.  Doch  ist  das 
Resultat  dieser  Untersuchungen  kein  völlig  abgeschlossenes. 

63.  Punktionen  des  parabolischen  Cylinders.  Noch  andere  Funk- 
tionen erfordern  die  sich  an  den  parabolischen  Cylinder  knüpfenden 
Aufgaben.  Man  erhält  die  Differentialgleichung  dieser  Funktionen, 
indem  man  in  (82)  a  =  ß,  >w  =  0  setzt.  Genauer  untersucht  sind 
diese  Funktionen  zuerst  von  K.  Baer'^^),  bei  dem  die  Differential- 
gleichung, der  die  Funktionen  genügen,  die  Form  hat: 

(83)  g  +  (Ä_p2^,_0. 

Hinsichtlich  der  Darstellung  dieser  Funktionen  und  ihrer  wichtigsten 
Eigenschaften  müssen  wir  auf  die  erwähnte  Arbeit  verweisen,  sowie 
auf  eine  andre  von  Häntzschel  ^°^). 

Ein  Schema  über  die  Multiplizität  der  singulären  Punkte  giebt 
für  die  in  Nr.  62  und  63  behandelten,  wie  auch  für  die  Funktionen 
des  Rotationskegels  und  des  Rotationscylinders  M.  Böcher  auf  p.  193 
seiner  schon  erwähnten  Monographie. 


224)  K.  Baer,  Progr.  Küstrin  1883. 

225)  Häntzschel,  Zeitschr.  Math.  Phys.  33  (1888),  p.  22. 


(Abgeschlossen  im  Juli  1904.) 
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Die  Litteratur  ist  im  allgemeinen  in  diesem  Artikel  bis  Anfang  1902  be- 
rücksichtigt; nur  in  Nr.  Sl  bis  1905. 


Fuiiktionaloperationen. 

1.  Definition  der  Funktionalreehnung.  In  der  aEgemeinen 
Theorie  der  Operationen  hat  man  drei  Arten  von  Elementen  zu 
unterscheiden^):  die  Objekte,  an  denen  man  operiert;  die  Operationen, 
die  man  an  diesen  Objekten  ausführt  —  mau  stellt  sie  durch  Zeichen 
dar,  die  man  Operationssyytibole  oder  einfach  Symbole  nennt  °)  — ; 
endlich  die  Resultate,  die  man  durch  Ausführungen  der  Operationen 
erhält.     Sind    die   Objekte    und    die  Resultate  Funktionen    von    einer 


1)  B.  Murphy,  Lond.  Phil.  Trans.   1887,  p.  179. 

2)  Seit  Leibniz  und  Lagrange;  Ä.  M.  Lorgna  (Turin  mem.  1787,  p.  409) 
und  Lacroix  (Traitd  du  calcul  diffdrentiel  et  du  calcul  integral  3,  Paris  1819, 
p.  28,  39,  546,  844,  963)  sagen  „caracteristiques" ;  Arbogast  (Calcul  des  ddriva- 
tions,  Strassb.  1800)  und  Frangais  (Gergonne  Ann.  3  (1812),  p.  244)  „eclielles". 
Vgl.  auch  Lacroix,  p.  970. 
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oder  mehreren  Veränderlichen,  so  heissen  die  Operationen  FunJdional- 
operationen;  der  so  entstehende  Zweig  der  Analysis  wird  gewöhnlich 
als  liechnen  mit  Symbolen  bezeichnet'),  würde  aber  besser  FunJctional- 
redniung  heissen. 

2.  Die  Funktionalrechnung  von  Leibniz  bis  Lagrange.  Auf 
die  frappierende  Analogie  zwischen  der  Regel  zur  Bildung  der  höheren 
DifFerentialquotienten  eines  Produkts  zweier  oder  mehrerer  Funktionen 
und  der  Regel  zur  Bildung  der  entsprechenden  Potenzen  eines  Bi- 
noms oder  Polynoms  hat  zuerst  Leibniz  in  seinem  Briefwechsel  mit 
Johann  I.  Bernoulli^),  dann  in  der  Abhandlung  „S.ymbolismus  memo- 
rabilis  calculi  algebraici  et  infinitesimalis  in  comparatione  potentiarum 
et  differentiarum"  ^)  aufmerksam  gemacht.  Auf  diese  Bemerkung  von 
Leihnis  gründete  Lagrange^)  einen  Algorithmus,  in  welchem  das 
Differentialzeichen  systematisch  wie  eine  fiktive  Grösse  behandelt 
wird,  auf  die  man  die  Regeln  der  gewöhnlichen  Algebra  anwendet, 
mit  dem  Vorbehalt,  dass  man  dann  in  den  Resultaten  die  w"*  Potenz 
von  du/dx  durch  d"u/dx"  ersetzt.  Er  erhält  auch  zum  erstenmal 
die  später  in  vielen  Lehrbüchern  der  Infinitesimalrechnung  reprodu- 
zierte symbolische  Formel: 

(du  \l 

/^—   l), 

in  der  A;(  die  Differenz  u(x-\-h)  —  ii(x)  bedeutet.  Nach  Logrange 
ist  dieser  Algorithmus  von  vielen  anderen  Autoren  wieder  vorgenommen 
und  weiter  entwickelt  worden,  namentlich  in  der  Absicht,  eine  Menge 
zu  (1)  mehr  oder  weniger  analoger  Formeln  zu  erhalten.  Im  folgen- 
den sind  die  interessantesten  davon  besprochen,  viele  andere,  ihres 
fast  rein  formellen  Charakters  wegen,  beiseite  gelassen'). 

3.  Untersuchungen  über  das  Bechnen  mit  Symbolen  bis  auf 
Servois.  Kaum  waren  die  Analogien  zwischen  dem  Rechnen  mit 
Potenzexponenten  und  dem  mit  Differentiationsindices  bemerkt,  so 
beschäftigte  man  sich  mit  der  Frage  nach  einem  fundamentalen 
Prinzip,  durch  das  man  das  Rechnen  mit  Symbolen  rechtfertigen 
könne.    Wenn  man  z.  B.  auf  die  Differentialien  die  Reareln  des  Rech- 


3)  Leibnü,  Berol.  Miscell.  1  (1710),  p.  160. 

4)  Commercium  philos.  et  math.,  Laueanuae  et  Genevae  1745,  epist.  VI 
ad  XVIII,  passim.     Leibniz'  math.  Schriften  (1)  3,  p.  175. 

5)  Berol.  Miscell.  1  (1710),  p.  160. 

6)  Berl.  nouv.  mem.  1772,  p   185;  Oeuvres  3,  p.  441. 

7)  Unter  den  Anwendungen  aus  neuester  Zeit  sei  erwähnt:  /.  Frcdholm, 
Sur  la  möthode  de  prolon.yement  analytique  de  Mittag-Leffler,  Stockh.  Förhaudl. 
1901,  p.  203. 
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nens  mit  Potenzen  anwendet:  wodurch  ist  man  berechtigt,  die  Resul- 
tate als  zuverlässig  hinzustellen?  Schon  Johann  I.  BernottUi  erkannte 
in  einem  Briefe  an  Leibuiz^)  an,  dass  die  Analogie  nicht  zufällig  sein 
könne:  „haud  dubie  aliquid  arcani  subest".  Lagrange^)  glaubte,  das 
Prinzip  müsse  ziemlich  versteckt  liegen:  „quoique  le  principe  de  cette 
analogie  entre  les  puissances  positives  et  les  differentielles ,  et  les 
negatives  et  les  integrales,  ne  soit  pas  evident  par  lui-meme,  cepen- 
dant  les  conclusions  qu'on  en  tire  ne  sont  pas  moins  exactes,  ainsi 
qu'on  peut  s'en  convaincre  ä  posteriori".  P.  S.  Laplace^)  geht  zum 
Beweis  von  (1)  und  anderen  analogen  Formeln  davon  aus,  dass  in 
der  Entwicklung: 

(2)  A^w  =  ^  fc^  +  Ä'  — ^~"  h'  +  '  +  A"  -  ,^, 

die  Koeffizienten  Ä',  Ä",  . . .  nur  von  A  und  nicht  von  der  Funktion  u 
abhängen;  mau  kann  sie  also  durch  Spezialisierung  dieser  Funktion 
bestimmen.  Setzt  man  speziell  u  =  e^,  so  erhält  man  wieder  das 
Rechnen  mit  Potenzen;  damit  ist  die  von  Leibniz  bemerkte  Analogie 
erklärt. 

Andere  Autoren,  wie  A.  M.  Lorgna'^'^),  J.  Ph.  Gruson^'^),  L.  J. 
Arhogast^^),  J.  F.  Frangais^^)  benutzen  zur  Rechtfertigung  des  Rech- 
nens mit  Symbolen  Argumentationen,  die  unter  verschiedenen  Formen 
alle  den  Fehler  aufweisen,  dass  die  Symbole  d,  A,  S,  U  bald  wie 
Operationszeichen,  bald  wie  wirkliche  „algebraische  G-rössen"  '*)  be- 
handelt werden.  Die  beiden  zuletzt  Genannten  bezeichnen  ihre  Me- 
thoden als  „Separation"  oder  „detachement  des  e'chelles".  Sie  wollen 
„fonder  le  calcul  differentiel  sans  autre  metaphysique  que  celle  de 
l'algebre" '*) ,  d.  h.  auf  eine  rein  algorithmische  oder  formelle  Basis; 
damit  verlangen  sie  freilich  vom  Operationskalkül  mehr  als  er  leisten 
kann.  Ausserdem  haben  alle  ihre  Methoden  etwas  künstliches  und 
daher  unbefriedigendes  an  sich. 


8)  Commerc.  philos.  et  mathem.  epist.  XVIII.  Vgl.  auch  eine  ganz  ähn- 
liche Äusserung  von  Leibniz  selbst,  math.  Schriften  (1)  3,  p.  175. 

9)  Paris  mem.  div.  sav.  [ätr.]  7  (1776);   Oeuvres  8. 

10)  Turin  mäm.  1786/87,  p.  409;  v,;;l.  Brinkley,  Lonil.  Phil.  Trans.  1807,  p.  114. 

11)  Berl.  nouv.  möm.  1798/99. 

12)  Calcul  lies  derivations,  Strassb.  1800;  vgl.  Ä.  Cayley,  Lond.  Phil.  Trans. 
1861,  p.  37  (Papers  4,  p.  265). 

13)  Gergonne  Ann.  3  (1812),  p.  244. 

14)  Unter  „quantites  algebriques"  verstand  man  damals  Buchstaben,  die 
den  Regeln  des  gewöhnlichen  Rechnens  folgen;  diese  Ausdrucksweise  hat  sich 
fast  bis  auf  unsere  Tage  erhalten. 

15)  Gruson,  Berlin  nouv.  mem.  (1798). 
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4.  Prinzip  des  B,ech.nens  mit  Symbolen.  Ein  wirklicher  Fortschritt 
findet  sich  bei  Servois'^^),  der  zuerst  eingesehen  hat:  das  fundamentale 
Prinzip  des  Rechnens  mit  Symbolen  besteht  in  der  ErhaMung  gewisser 
Eigenschaften  —  formaler  Gesetze,  wie  man  jetzt  sagt  —  der  Opera- 
tionen, auf  die  man  dieses  Rechnen  anwendet.  Er  zeigt  in  der  That, 
dass  der  Grund  der  von  seinen  Vorgängern  konstatierten  Analogien 
in  den  koninmtativcn ,  distributiven  und  assoziativen  Eigenschaften  der 
0])erationssymbole  A,  d/dx,  ü,  S  liegt;  man  verdankt  ihm  auch  die 
beiden  ersten  dieser  Termini.  Wie  seine  Vorgänger  verwechselt  er 
die  Worte  ,, Funktion"  und  „Operation"  nicht  ohne  damit  der  Klar- 
heit Eintrag  zu  thun.  Wieder  aufgenommen,  systematischer  geordnet 
uud  weiter  entwickelt  wurden  seine  Ideen  von  B. Murphy^''),  G.  Boolc^^) 
und  vielen  anderen,  namentlich  englischen  Mathematikern^^);  ihuen 
verdankt  man  die  in  den  folgenden  Nummern  dargestellten  Resultate. 

6.  Elemente  des  Operaticnskalküls,  Seien  a,  ß,  . . .  Funktionen 
von  einer  oder  mehreren  Variabein,  A,  B,  ...  Symbole  von  Operationelt, 
deren  Anwendung  auf  die  Funktionen  u,  ß,  .  .  .  als  Objekte  im  all- 
gemeinen neue  Funktionen  als  Resultate  liefert.  Man  hat  zunächst 
zwischen  ein-  und  mehrdeutigen  Operationen  zu  unterscheiden,  je  nach- 
dem das  Resultat  einzig  ist  oder  nicht.  Die  folgenden  Definitionen 
beziehen  sich  zunächst  auf  die  ersteren,  lassen  sich  aber  unter  geeig- 
neten Einschränkungen  auch  auf  die  letzteren  anwenden.  Die  Gleich- 
heit A  =  B  ist  definiert  durch  die  Bedingung,  dass  die  Anwendung 
von  A,  B  auf  dieselben  Objekte  dieselben  Resultate  giebt;  die  Summe 


16)  Gergonne  Ami.  5  (1814),  p.  93, 

17)  Lond.  Phil.  Trans.  18.37,  p.  179. 

18)  Ibid.  1844,  p,  225.  Vgl.  auch  Boole's  Math.  Analysis  of  logic,  Cambr. 
1847;  Treatise  on  differential  equations,  London  1865,  cbap.  16. 

19)  Es  ist  ziemlich  unmöglich,  sie  alle  aufzuzählen;  genannt  seien  noch: 
D.  F.  Gregory,  Examples  on  the  differential  calculus,  Cambr.  1841;  Cli.  Har- 
greave,  Ou  the  Solution  of  linear  differential  equations,  Lond.  Phil.  Trans.  1848, 
p.  31;  B.  Bromein,  Lond.  Phil.  Trans.  1851,  p.  461;  B.  TortoUni,  Ann.  di  scienze 
mat.  e  fis.,  Roma  1853,  p.  1;  Graves,  Dubl.  Proc.  3  (1847),  p.  536;  Carmichael, 
Treatise  on  the  calculus  of  Operations,  Lond.  1855;  Jellett,  Calculus  of  variationa, 
Dublin  1850;  W.  Spottisivoode,  Cambr.  and  Dubl.  math.  J.  8  (1853),  p.  25;  Lond. 
Phil,  Trans.  1862,  p.  99;  W.  H.  Bussdl,  Lond.  Phil.  Trans.  1861,  p.  09;  18C2, 
p.  253,  265;  1863,  p.  517;  A.  Cayley,  ibid.  1861,  p.  37.  Vgl.  auch  F.  Casorati, 
Ann.  di  mat.  (2)  10  (1880),  p.  10;  Line.  mem.  (3)  5  (1880),  p.  195;  P.  Gazzaniga, 
Giorn.  di  mat.  20  (1882),  p.  72.  —  Die  verschiedenen  genannten  Autoren  ge- 
brauchen sehr  verschiedene  Nomenklaturen  und  Bezeichnungen;  in  diesem 
Artikel  ist  eine  gleichmässige  Bezeichnung  benutzt,  die  am  einfachsten  und 
rationellsten  zu  sein  schien,  übrigens  von  der  von  Boole,  Carmichael  und  Casorati 
benutzten  nicht  wesentlich  abweicht. 
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A  -\-  £  als  diejenige  Operation,  deren  Anwendung  auf  ein  Objekt  « 
als  Resultat  die  Summe  der  Resultate  der  Anwendung  von  Ä  und 
von  B  auf  dasselbe  Objekt  ergiebt.  Die  so  definierten  Begriffe  der 
Gleichheit  und  der  Summe  von  Opei-ationen  haben  dieselben  wohl- 
bekannten formalen  Eigenschaften  wie  die  Gleichheit  und  die  Summe 
von  Grössen.  Man  nennt  ferner  Produkt  von  B  mit  A  und  bezeichnet 
mit  AB  ^'')  das  Resultat,  das  man  erhält,  wenn  man  die  Operation  A 
auf  das  Resultat  von  B  anwendet.  Das  Produkt  BA  ist  im  all- 
gemeinen von  AB  verschieden;  sind  diese  Produkte  einander  gleich, 
so  ist  die  Multiplikation  der  Symbole  A  imd  B  Jcomnmtativ.  Die 
Operationen,  die  man  gewöhnlich  untersucht,  geben  A{Br)  =  (AB)  T; 
das  ist  die  assoziative  Eigenschaft.  Von  Symbolen  derart,  dass  die 
Gleichungen  gelten: 

(3)  A{a-{-ß)=^A{a)-\-Aiß) 
und  wenn  c  irgend  eine  Zahl  ist^^): 

(4)  A{ccc)  =  cA(a), 

sagt  man,  sie  haben  die  distributive  Eigenschaft^");  die  Symbole  und 
die  durch  sie  bezeichneten  Operationen  heissen  dann  auch  selbst 
distributiv. 

Aus   dem   assoziativen   Gesetz   folgt   das   Gesetz  der  Indices  (law 
of  indices) : 

(5)  ^"'^"  =  v4"'  +  ". 

Dieses  Gesetz  lässt  sich  auf  negative  und  gebrochene  Exponenten 
ausdehnen.  Man  bezeichnet  mit  dem  Symbol  1  die  „identische"  Ope- 
ration: 

(6)  !(«)  =  « 

und  mit  A~^  eine  zu  A  „inverse"  Operation,  d.  h.  eine  von  der  Art, 
dass  AA~^(a)  =  a  ist  für  jedes  Objekt  «,  oder  symbolisch: 

(7)  AA-^=-[. 

Hier  und  im  folgenden  bis  Nr.  17  einschließlich  soll  nur  von  distri- 
butiven Operationen  die  Rede  sein;  sie  haben  sich  zuerst  dargeboten 
und  sind  für  die  Anwendungen  die  wichtigsten.  Für  eine  solche 
Operation  ist  die  inverse  JL"^  bestimmt  bis  auf  einen  additiven  Term 


20)  Mehrere  Autoren,  z.  B.  C.  Jordan,  Trait^  des  aubstitutions,  Paris  1870, 
bezeichnen  dieses  Produkt  mitBÄ.  Die  Bezeichnung  AB  ■  a  für  A{B  (a))  schliesst 
sich  an  die  der  Theorie  der  Funktionen  an. 

21)  Nur  wenn  c  rational  ist,  ist  (4)  Folge  von  (3). 

22)  Servois,  Gergonne  Ann.  5  (1814),  p.  248. 
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^~^(0);  uud  wenn  die  Gleichung  Ä[c3)  =  0  mehrere  Lösungen  o^, 
«2,  .  .  .  hat,  so  unterscheiden  sich  zwei  verschiedene  Werte  von  Ä^^ 
voneinander  durch  ein  willkürliches  Element  der  linearen  Mannig- 
faltigkeit CiOJi  -{-  C2C2  +  ■  ■  "•  Unter  den  verschiedenen  Werten  von 
Ä~^  sind  dann  auch  solche,  die  ebenfalls  distributiv  sind.  Mau  kann 
Funktionen  von  einem  oder  mehreren  distributiven  Symbolen  defi- 
nieren, indem  man  mit  rationalen  ganzen  Funktionen  beginnt.  Wenn 
die  kommutative  Eigenschaft  besteht,  sind  die  Regeln  des  Rechnens 
mit  diesen  Funktionen  dieselben  wie  die  der  gewöhnlichen  Algebra. 
Man  geht  dann  zu  gebrochenen  Funktionen  von  einem  oder  mehreren 
Symbolen  über,  und  man  beweist"^),  dass  diese  ebenfalls  distributive 
Operationen  liefern.  Da.s  Symbol  B  hei.sst  intermediär^^)  zwischen  A 
und  r,  wenn  AB  ^  BF  ist]  in  modernerer,  der  Gruppentheorie 
(I A  6,  Nr.  3)  entlehnter  Sprechweise  sagt  man,  dass  F  die  Trans- 
formierte von  A  vermittelst  B  ist.  Es  ist  dann  B  auch  intermediär 
zwischen  f{A)  und  f{F),  wenn  /'  das  Zeichen  einer  rationalen 
Funktion  ist.  Mau  hat  auch  transzendente  Funktionen  von  Sym- 
bolen und  Entwicklungen  in  Reihen  mit  symbolischen  Gliedern  ^ ) 
betrachtet;  z.  B. 

Sind  die  Symbole  A,  B  kommutativ -*j,  so  hat  diese  Operation  die 
Eigenschaft: 

(9)  e-^  +  B  =  e-^eB. 

Die  Division  nicht  kommutativer  Symbole  giebt  Anlass  zu  zwei  ver- 
schiedenen Fällen,  je  nachdem  man  von  den  beiden  Faktoren  eines 
Produkts  den  zur  Rechten  (inneren  Divisor)  oder  den  zur  Linken 
(äusseren  Divisor)  sucht;  für  beide  Fälle  hat  man  die  Verallgemeine- 
rung der  Formeln  der  Division  der  Polynome  gegeben^'). 

6.    Einfache  distributive  Operationen.     Zu  den  einfachsten  dis- 
tributiven Symbolen  gehören: 

D,  das  Symbol  der  gewöhnlichen  Diiferentiation ; 
A,  Symbol  der  endlichen  Diifereuz: 

(10)  A«  (.r)  =  a(x  -\-  T)  —  a  (x); 

23)  Murphy,  Loud.  Phil.  Trans.  1837,  p.  18-2. 

24)  Ibid.  p.  196. 

25)  Bei  den  meisten  Autoren  ohne  jede  Frage  nach  der  Konvergenz. 

26)  Murphy,  Loiid.  Phil.  Trans.  1837,  p.  198. 

27)  Eussell,  ibid.  1861—186.'). 


6.  Distributive  Operationen.  769 

6,  vou  den  älteren  Analysten  ^^)  „etat  varie"  genannt,  definiert 
durch  : 

(11)  ea{x)  =  a{x+l). 
Zwischen  9  und  A  besteht  die  Relation: 

(12)  Ö  =  A  +  1 . 
Ferner  ist: 

(13)  e>'a(x)  =  a{x-\-h) 
für  jedes  /;, 

S„,  wo  ,u  eine  Funktion  von  x  ist,  l)edeutet  die  Operation  der 
Substitution,  die  in  eijier  gegebenen  Funktion  x  durch  u  (x)  ersetzt; 
man  hat  demnach: 

(14)  S^a(x)  =  cc(ft{x)). 

Neben  diesen  einfachen  Operationen  hat  man  die  ganzen  und 
gebrochenen  rationalen  Funktionen  ihrer  Symbole.  Ist  f{D)  eine 
rationale  Funktion  des  Symbols  D  und  /''  die  nach  den  gewöhnlichen 
Regeln  gebildete  Ableitung  von  /',  so  hat  man  -^) : 

(15)  fXJD)  {ccß)  =  af{D)  ß  +  Da  -fiD)  ß  +  ^  '-^  Tßa  •  fiD)  P'  +  ' '  ■  • 

B.Brissou'''^)  hat  allgemeinere  Funktionen /(Z),  A)  der  distributiven 
Symbole  betrachtet  und  zur  Integration  linearer  Diiferenzeii-  und  Dif- 
ferenzialgleichungen  verwendet.  A.  Cauchy'^)  hat  diese  Untersuchungen 
fortgeführt;  er  giebt  eine  grosse  Anzahl  Formeln,  von  denen  viele  da- 
durch eihalten  werden,  dass  er  an  der  Stelle  der  Funktion  und  ihrer 
Ableitungen  ihre  Ausdrücke  durch  bestimmte  Integrale  substituiert; 
so  findet  er  zahlreiche  Summenformeln  von  neuem,  u.  a.  die  bekannte 
von  Eulef-Madaurin  (I  E,  Nr.  11).  Erwähnenswert  ist,  dass  er  zuerst 
bemerkt,  dass  das  Rechnen  mit  Symbolen  auch  zu  unrichtigen  Resul- 
taten führen  kann,  wenn  man  die  Funktionen  von  Symbolen  fijD,  A) 
in  Reihen  entwickelt;  er  giebt  Grenzen  für  die  Konvergenz  solcher 
Reihen   und  Methoden    zur  Verifikation    der   auf  symbolischem  Wege 


28)  Arhoyast  u.  a. 

29)  Hargreave,  Lond.  Phil.  Trans.  1848.  Fiir  i!en  Fall,  dass  f  eine  ganze 
Funktion  von  Z)  ist,  selbst  für  den  Fall,  dass  sie  die  Variable  noch  in  den 
Koeffizienten  enthält,  war  diese  Formel  schon  /.  d'Alembcrt  bekannt  (Theorie 
des  vents,  Berl.  mem.  1746;  vgl.  die  allgemeine  Formel  Nr.  13). 

30)  Brisson  scheint  seine  Untersuchungen  nicht  selbst  publiziert  zu  haben; 
sie  vrerden  von  Cauchy'^)  zitiert. 

31)  Sur  l'analogie  des  puissances  et  des  difft^rences,  Exerc.  de  math.  2,  Paris 
1827,  p.  159  (Oeuvres  (2)  7,  p.  198).  Vgl.  auch  Par.  C.  R.  17,  1843,  p.  377,  449 
(Oeuvres  (1)  8,  p.  26,  28). 
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erhalteuen  Resultate.  Endlich  dehnt  er  seine  Überlegungen  auch  auf 
Funktionen  von  Symbolen  F(D^,  D„,  D.,  .  .  .,  A^,  A^,  A.,  .  .  .)  aus, 
die  sich  auf  Funktionen  von  mehreren  Variabein  anwenden  lassen. 

Einige  der  Resultate  von  Nr.  5,  sowie  die  Formel  (15)  lassen 
sich  auch  auf  solche  Funktionen  ausdehnen,  die  zu  Koeffizienten  nicht 
mehr  Konstante  haben,  sondern  Funktionen  der  Variabein,  die  in  die 
Objekte  k,  ß,  .  .  .  eingehen  ^^). 

7.  Ableitungen  (DifFerentialquotienten)  zu  beliebigem  Index. 
An  das  besprochene  Rechnen  mit  Symbolen  schliesst  sich  eng  das 
Rechnen  mit  Ableitungen  zu  beliebigem  Index  an.  Die  Idee,  Ab- 
leitungen mit  negativ  ganzzahligem  oder  mit  gebrochenem  Index  zu 
betrachten,  geht  mit  den  Anfängen  der  Differentialrechnung  auf 
Leihnis  selbst  ^^)  zurück.  Unter  den  zahlreichen  Versuchen,  zu  denen 
sie  Veranlassung  gegeben  hat^*),  ist  der  von  J.  Liouvüle^^)  zu  er- 
wähnen: er  geht  wesentlich  von  der  Hypothese  aus,  dass  die  Funk- 
tion  a(x)  eine  Entwicklung  in  eine  Reihe  von  Exponentialgrössen : 

(16)  a(a:)=^c„e''"^ 

zulässt,  und  definiert  dann  die  Ableitung  der  beliebigen  (rationalen 
oder  irrationalen,  reellen  oder  komplexen)  Ordnung  s  durch  die  Reihe: 

(17)  D'a  (x)  =  ^c„  a/  e""  '^ . 

Diese  Definition  erlaubt  die  Sätze  des  Rechnens  mit  Ableitungen 
leicht  zu  verallgemeinern;  aber  als  allgemein  kann  sie  nicht  an- 
gesehen werden,  da  sie  weder  auf  die  etwaige  Unmöglichkeit  Rück- 
sicht nimmt,  eine  vorgelegte  Funktion  a{x)  in  der  Form  (16)  zu 
entwickeln,     noch     auf    eine     etwaige     Divergenz     der     entstehenden 


32)  Boole,  Treatise  on  differential  equations,  chap.  16. 

33)  Opera  ed.  Butens  3,  p.  105;  Commercium  philos.  et  math.,  passim. 

34)  Z.  B.  i.  Etiler,  Petrop. Comm.  1730/31;  J.B. Faurier,  Theorie  de  la  chaleur, 
Paris  1822,  Nr.  422,  p.  561;  Lacroix,  Traite  de  calcul  differentiel  3  (1821),  p.  409; 
S.  Spitzer,  Avch.  Math.  Phys.  32,  p.  334;  33  (1859),  p.  116;  Tardy ,  Ann.  di  mat. 
1  (1858);  S.  Boberts,  Quart.  J.  7,  p.  316;  8,  p.  52, 139  (1866—67);  C.  W.  Borcharät, 
Berl.  Ber.  1868;  Bollet.  Boncompagni  2,  p.  277;  A.  Genocchi,  Torino  Atti  4  (1869), 
p.  26:^;  Torino  Mem.  (2)  26  (1871),  p.  61;  G.  H.  Halphen,  Bull.  See.  Math.  8  (1880), 
p.  62;  /.  Iladamard,  J.  de  math.  (4)  8  (1892),  p.  171;  Ch.  Bourlet,  Ann.  äc.  norm. 
(3)  14  (1897),  p.  154;  Oltramare,  Essai  sur  le  calcul  de  gen^ralisation,  Geneve 
1896.  Ein  Verzeichnis  von  zahlreichen  Arbeiten  über  Ableitungen  zu  beliebigem 
Index,  von  E.Wölffing,  findet  sich  im  „Intermediaire  des  mathematiciens"  6  (1899), 
p.  258.     S.  auch  Interm.  12  (1905),  p.  24;  Encykl.  11  A  2,  Nr.  48,  49. 

35)  J.  ec.  polyt.  13  (1832). 


7.  Ableitungen  zu  beliebigem  Index.     8.  Generalisationsrechnnng.  771 

Reihen  (17).  J.  A.  Serret^^)  hat  die  Liouvüle' sehe  Theorie  auf  die 
Integration  gewisser  Differentialgleichungen  angewandt.  Eine  Jugend- 
arbeit von  B.  Riematm^'')  definiert  als  Ableitung  s""'  Ordnung  einer 
Funktion  cc(x)  den  Koeffizienten  von  h'  in  der  Entwicklung  von 
a{x  -\-  h)  in  eine  Reihe  von  Potenzen  der  Form  ä'+"  {t  nicht  ganz- 
zahlig; n  =  —  oo,  . . .,  —  1, 0, 1,  2,  . . .,  -\-  oo)  —  abgesehen  von  einem 
von  t  abhängigen,  aber  von  x  und  der  Funktion  a  unabhängigen  Faktor. 
Von  dieser  Definition  aus  kommt  er  zu  der  Darstellung  die.ser  Ab- 
leitung  durch    das   bestimmte  Integral: 

(18)  D'aix)^^^^^D-fix-zr-'-^a(,)d0 

(m  ganzzahlig);  Hj.  Holmgren^^)  benutzt  umgekehrt  diese  Darstellung 
als  Ausgangspunkt,  um  in  einer  weitläufigen  Abhandlung  die  Eigen- 
schaften der  Ableitungen  zu  beliebigem  Index  zu  entwickeln.  Unter 
neueren  Anwendungen  dieses  Algorithmus  sind  zu  erwähnen:  der  Zu- 
sammenhang zwischen  der  Ordnung  einer  Potenzreihe  a  (x)  =  "Sa^x". 
d.h.  einer  Zahl  w  von  der  Art,  dass  D~'(x)  auf  ihrem  Konvergeuz- 
kreis  endlich,  stetig  und  ,,ä  eeart  limite"  ist  für  s  >  iv,  aber  nicht 
für  s  <^  tv,   und  der  Grenze  lim  »,,;    andererseits   der  Zusammenhang 

zwischen  der  Ordnung  und  den  Singularitäten  von  a  (x)  auf  dem 
Konvergenzkreis ^').  Für  eine  analytische  in  der  Umgebung  von 
a;  =  0  reguläre  Funktion  giebt  Bourlet^)  für  die  Ableitung  der  be- 
liebigen Ordnung  s  die  Definition: 

(19)  D'a(x)  =  ^'         V(_l)'.^!-^jn«(:r), 
^     ■'  ^  '         r(l  —  s)  .^mJ  ^         ''   nl  (s  —  n)  ^  ■" 

Ji  =  0 

und  Pincherle*'^)  beweist,  dass  diese  Reihe  gerade  die  Bedingungen 
erfüllt,  denen  eine  Funktionaloperation  genügen  muss,  wenn  sie  die 
charakteristischen  Eigenschaften  der  Ableitungen  ganzzahliger  Ord- 
nung behalten  soll. 

8.  Die  Generalisationsrechnung  von  01tram.are.  Von  der  Theorie 
der  Ableitungen  zu  beliebigem  Index  im  Sinne  von  Liouville^^)  stammt 
direkt  die  Methode  von  G.  OUramare,    der    ihr    Urheber  den   Namen 


36)  Par.  C.  R.  17  (1843),  p.  458. 

37)  Werke  ed.  Bedekind  u.  Weher,  p.  331. 

38)  Stockh.  Handl.  5=  (18G6). 

39)  Hadamard,  J.  de  math.  (4)  8  (,1892);    La  sörie  de   Taylor  et  son  pro- 
longement,  Paris  coli,  aoientia  1901,  p.  44. 

40)  Ann.  (5c.  norm.  (3)  14  (1897),  p.  154. 

41)  Bologna  mem.  (5)  9  (1902). 
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„Generalisationsrecbnuug"  gegeben  hat*^).  Ist  eine  Funktion  in  eine 
Reihe  von  ExponentiaJgrössen  entwickelt  gegeben: 

(20)  a(.T)=^/-(M)e-,     . 

so  betrachtet  er  diese  Funktion  als  Resultat  einer  auf  e"''  ausgeübten 
Operation  G: 

(21)  Ge-"  =  2t\u)  C"  =  a  {x). 
Es  folgt  dann: 

(22)  Gu''e-"'  =  D"a(x) 
und 

(23)  (?/■(«)  e- =  /■(!))  {«(*))^^); 

man  kann  also  durch  dieses  Hilfsmittel  aus  jeder  Gleichung  /'(«)  =  a  (u) 
eine  Fuuktioualrelation  erhalten,  indem  man  mit  e"^  multipliziert  und 
dann  beiderseits  die  Operation  G  ausübt.  Oltramare  leitet  so  zahl- 
reiche Formeln  ab,  doch  nicht  mit  genügender  Strenge,  da  nament- 
lich die  Vertauschbarkeit  der  Operation  G  mit  der  Integration  zwischen 
unendlichen  Grenzen,  von  der  er  Gebrauch  macht,  nicht  bewiesen  ist. 
Nur  durch  genauere  Bestimmung  der  Klasse  von  Funktionen,  an  der 
man  operiert,  kauu  man  die  meisten  Resultate  streng  macheu,  ebenso  wie 
die  Methode  von  Liouviüe  für  die  Ableitungen  zu  beliebigem  Index. 
L.  Desaint^)  kündigt  sowohl  dieses  Resultat  an,  als  auch  den  Satz, 
dass  jede  in  einem  geschlossenen  Bereich  reguläre  analytische  Punk- 
tion sich  immer  durch  eine  abzählbare  oder  nicht  abzahlbare  Summe 
von  Exponentialgrössen  darstellen  lässt. 

9.  Anwendungen  des  Rechnens  mit  Symbolen.  Sei  A  eine 
distributive  Operation  und  sei  vorausgesetzt,  dass  es  in  einer  ge- 
wissen Menge  von  Funktionen  für  jeden  Wert  der  Konstante  a  nur 
eine  Funktion  s  (a)  gebe,  die  der  Gleichung: 

(24)  Ä(£)  =  as 

genügt.  Sei  dann  die  Funktioualgleichung  mit  konstanten  Koeffizienten: 

(25)  f(Ä)  =  a^Ä"  («)  +  a,Ä"-' («)  -| \-  a„_i^ («)  -f  a„a  ==  0 

vorgelegt.     Wenn  die  algebraische  Gleichung: 

(26)  /•(.-)  ^  a,z"  +  a,0"- ^  +  ■  •  •  +  a„^,s  +  a„  =  0 

42)  Sur  la  generalisation  des  identite's,  Geneve  mem.  inst.  nat.  16  (1886); 
Essai  sur  le  calcul  de  gdnöralisation,  Geneve  1896.  Vgl.  auch  die  Genfer  Thesen 
von  Cailler,  recherches  sur  les  öquation  partielles  et  sur  qques.  points  du  calcul 
de  generalisation,  1887,  u.  von  D.  Mirimanojf',  sur  les  bases  du  calcul  de  g(5ne- 
ralisation,  1900. 

43)  Vgl.  Caitehy,  Exercices  de  math.  2,  Paris  1827,  p.  161. 

44)  Par.  C.  R.  134  (1902),  p.  1193. 
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die  n  einfachen  Wurzeln  a,  h,  c,  .  .  .,  h  hat,  so  ist  die  allgemeinste 
Lösung  der  Gleichung  (25)  die  Funktion: 

(27)  a>  =  k,  a  (a)  +  Ic,  e{h) -\ \-  \ e  (h) , 

in  der  l\,  Ic^,  .  .  .,  l\,  willkürliche  Konstante  bedeuten.  Sind  die 
Wurzeln  von  (26)  nicht  alle  einfach,  ist  z.  B.  a  eine  r-fache  Wurzel, 
so  sind  /•  Glieder  von  co  zu  ersetzen  durch: 

(28)  Ä-,.(«)  +  A.|i  +  ...+Zvg. 

Die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung 

(29)  f{Ä)  =  aoÄ''{a)  +  a^A^-^ia)  H \-  a„u  =  q) , 

in  der  qo  eine  gegebene  Funktion  bedeutet,  ist: 

I  +_i_(^_/,)-l(y}, 

wenn  die  Wurzeln  von  (26)  alle  einfach  sind.  Der  Fall  mehrfacher 
Wurzeln  bietet  keine  besondere  Schwierigkeit;  ebensowenig  die  Aus- 
dehnung auf  Funktionen  von  mehreren  Variabein. 

Die  vorhergehende  Methode,  in  der  Forna  mehr  oder  weniger 
modifiziert,  führt  zur  Auflösung  der  homogenen  und  nicht  homogenen 
linearen  Diiferentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten  (JBoole, 
Treatise  on  diff.  equat.);  der  Differenzengleichungen  mit  endlichen 
Koeffizienten  (Boole,  Casorati);  der  Gleichungen  der  Form  (25),  in 
denen  A  die  Operation  xD  bedeutet  —  sie  lassen  sich  durch  die 
Substitution  x  =  e'  auf  lineare  Differentialgleichungen  mit  konstanten 
Koeffizienten    zurückführen    —    (Boole,    Carmichacl)-^     derjenigen,    in 

welchen  A  =  x  ^ ^  V  T'   ^^^  {Spottiswoode) ;    derjenigen ,  in  welchen 

A  die  in  Nr.  6  besprochene  Operation  S  der  Substitution  ist  (Le- 
meray^^)).  Sie  lässt  sich  auch  ausdehnen  auf  gewisse  Klassen  von 
Gleichungen  mit  variablen  Koeffizienten  (Boole,  Russell)  und  von  nicht 
linearen  Gleichungen  (Hargreave);  auf  Systeme  simultaner  DifPerential- 
gleichungen  {Carmichael)-^  auf  die  Auswertung  bestimmter  Integrale 
(Bromvin,  Busseil)  u.  s.  w.*^). 

10.  Anwendungen  auf  Differentialgleichungen.  Der  formale 
Teil  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  vereinfacht  sich 
in    bemerkenswerter    Weise    durch    den    Gebrauch    der    symbolischen 


45)  Ibid.   12Ö  (1897),  p.  1160. 

46)  Die  allgemeine  Methode  geben  Pincherle,  Torino  Atti  30  (1895),  p.  624 ; 
Pincherle  e  Amaldi,  Le  operazioni  distributive,  Bologna  1901. 
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Methoden*').  Sei  F  die  linke  Seite  einer  linearen  Differentialgleichung; 
F  ist  ein  distributives  Operationssymbol,  das  den  Namen  „linearer 
Differentialausdruck"  erhalten  hat.  Für  diese  Ausdrücke  kann  man 
eine  Algebra  geben,  analog  zu  der  der  ganzen  Polynome:  Zerlegung 
in  Faktoren,  Teilbarkeit,  Quotient  zur  rechten  und  zur  linken;  das 
Problem  der  Integration  der  Gleichung  i^  =  0  lässt  sich  zurück- 
führen auf  das  der  Zerlegung  von  F  in  ein  —  im  allgemeinen  nicht 
kommutatives  —  Produkt  symbolischer  Faktoren;  die  Kenntnis  par- 
tikulärer Integrale  von  F  =  0  erlaubt  Faktoren  von  F  zu  bestimmen 
und  die  Integration  der  Gleichung  auf  die  einer  Gleichung  niedrigerer 
Ordnung  zurückzuführen;  dieselben  Bemerkungen  geben  eine  Methode 
zur  Bestimmung  der  gemeinsamen  Teiler  zweier  Formen  und  erlauben 
ihre  Reduzibilität  zu  definieren.  Endlich**)  die  Gleichung  F(^u)  =  cp, 
in  der  «  die  unbekannte  Funktion  bedeutet,  hat  eine  durch  die  Ent- 
wicklung: 

(31)  2KD-"'q> 

darstellbare  Lösung,  in  der  n  die  Ordnung  von  F  bedeutet  und  die 
Koeffizienten  k^^  durch  eine  {n  -\-  l)-gliedrige  lineare  Rekursions- 
formel verbunden  sind. 

Für  die  linearen  Differenzengleichungen  mit  variablen  Koeffi- 
zienten hat  mau  ganz  analoge  Resultate**). 

11.  Anwendungen  auf  Formen-  und  Zahlentheorie.  Die  Prin- 
zipien des  Rechnens  mit  Symbolen  lassen  sich  auch  auf  andere  Ge- 
biete anwenden.  Sie  bilden  einen  Teil  der  Gesetze,  die  das  Rechnen 
mit  invarianten  Formen  nach  Cayley,  Aronlwld  und  Clehscli  (I  B  2, 
Nr.  12, 13)  beherrschen.  Sie  können  auch  dazu  dienen,  gewisse  Ent- 
wicklungen der  analytischen  Zahlentheorie  (I  C  3)  in  kondensierter 
Form  darzustellen. 

So   lassen   sich,  wenn  man  übereinkommt,  nach  Ausführung  der 


47)  G.  Lilri,  J.  f.  Math.  10  (1836),  p.  185;  A.  Cauchy  (anciens)  Exercices 
de  math.  1,  Paris  (1826),  p.  53;  E.  Brassinne,  Note  zum  Couis  d'analyse  von 
Ch.  Sturm,  Paris  1868;  L.  Tliome,  J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  273;  Vaschy,  3.  de.  polyt. 
cah.  63  (1893),  p.  39;  L.  Heffter,  Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen, Leipz.  1894;  X.  Schlesinger,  Handbuch  der  lin.  Differential- 
gleich, i;  Leipz.  1895,  Abschn.  11;  A.  B.  Forsyth,  Theory  of  differ.  equat.  1, 
Cambr.  1897;    Pincherle  e  Ainaldi,  operaz.  distrib.  cap.  XI. 

48)  Palermo  Rendic,  11  apr.  1897. 

49)  Lihri,  J.  f.  Math.  10  (1836),  p.  185;  Pincherle,  Bologna  Mem.  (5)  5  (1895), 
p.  87.  Für  Anwendungen  des  Gebrauches  der  Symbole  in  der  Theorie  der  Diffe- 
reuzenausdrücke,  s.  u.  a.  A.  Guldherg,  Par.  C.  R.  octobre  1897;  Christiania  Skrifter 
1897,  Nr.  10;  Thora  Groth,  Nyt  Tidskr.  f.  Math.  16,  p.  1,  Copenhagen  1905. 
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Rechnung  die  Exponenten  von  ff,  h,  r  durch  Indices  zu  ersetzen,  die 
Polynome: 

(32)  ffo  +  ««la--  +  — fTY~  «2^'  H \-  «"*"' 

(33)  b^c„x"  +  n\c^_^x''-''y  -}-  '^^^j~hc^_2^'-^y^  H f-  &„Coy% 

bezw.  schreiben: 

(1  +  ax)",      {ex  +  by)"- 
die  Reihe: 

(34)  a^^a,x-{-^^^^+-- 

kann  geschrieben  werden  e"^  u.  s.  w.  u.  s.  w.  Dabei  findet  man,  wie 
Boole  anmerkt  „a  connexion  which  in  some  instances  involves  far 
more  than  a  merely  formal  analogy"  (vgl.  Nr.  4).  Durch  Diiferentiation 
des  Polynoms: 

k 

überzeugt  man  sich,  dass  sich  seine  partiellen  Ableitungen  durch 

(35)  >ic{cx -\-'byy~''-,     nh{cx -\- 'by)''~'^ 

ausdrücken,  mit  anderen  Worten:  die  Differentiation  kann  an  dem 
symbolischen  Ausdruck  vollzogen  werden.     Die  Identität: 

(36)  /-(^  +  a  +  70  =  f\z  +  h  +  a) 

bleibt  bestehen,  wenn  man  nach  Entwicklung  beider  Seiten  nach 
Potenzen  von  a  diese  Potenzen  durch  die  Zahlen  a^,  «j,  a^,  ...  einer 
beliebigen  Folge  ersetzt;  daraus  entspringen  zahlreiche  Formeln  ^^), 
die  wir  hier  beiseite  lassen,  da  sie  dem  Gebiete  der  Differenzen- 
rechnung (I  E)  angehören.  Erwähnt  sei  nur  noch  die  symbolische 
Schreibweise  der  Rekursionsformel  der  BernoulWschea.  Zahlen  ^^): 

(37)  {B+iy  —  B^  =  n. 

J.  L.  Jensen^^)  hat  neuerlich  die  symbolische  Betrachtung  der 
distributiven  Operationen  angewandt,  um  vielfache  Formeln,  im  be- 
sonderen fast  alle  bekannten  Identitäten  zwischen  Binomialkoeffizienten 
zu  erhalten. 


50)  Z.  B.  die  Summenformeln  von  Euler  und  von  Maclaurin.  Vgl.  etwa 
G.  Boole,  Grundlehreu  der  endlichen  Differenzen  und  Summenrechnung,  deutsch 
von  C.  Schimse,  Kap.  VII  und  passim,  Braunschweig  1867;  A.  Markoff,  Diffe- 
renzenrechnung, deutsch  von  T.  Friesendorff  und  E.  Prümm,  Kap.  VIK  und  EX, 
Leipzig  1896;  E.  Cesäro,  Analisi  algebrica,  Torino  1894,  §  41  ff.  sowie  Encykl.  IE. 

51)  Vgl.  Encykl.  n  A  3,  Nr.  18.  Zahlreiche  analoge  Formeln  bei  E.  Lucas, 
Thdorie  des  nombres,  Paris  1891,  chap.  13  und  bei  Cesäro,  Analisi  algebrica  §  40. 

52)  Acta  math.  26  (1902),  p.  314. 
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1 2.  Vektorielle  Interpretation  in  einem  Baume  von  n  Dimen- 
sionen. Bisher  waren  die  Objekte  der  Operationen  beliebige  Funk- 
tionen, die  Operationen  selbst  von  gegebener  Art.  Betrachten  wir 
jetzt  distributive  Operationen,  deren  Natur  nicht  von  vornherein  fest- 
gelegt ist,  deren  Ohjelde  und  Resultate  einer  bestimmten  w-dimensio- 
sionalen^^)  Mannigfaltigkeit: 

(38)  ''l  «1   ~l~  ^2  "'2  H"  '  '  ■    H~  ^n'^n 

angehören,  wo  «j,  k»,  ...,  «„  n  linear  unabhängige  Elemente  der 
Mannigfaltigkeit  sind,  c^,  c^,  . . .,  c^  willkürliche  Konstante.  Z.B.  kann 
die  Mannigfaltigkeit  von  einer  linearen  Klasse  von  Funktionen  ge- 
bildet sein;  a^,  a^,  ...,  «^  sind  dann  linear  unabhängige  Funktionen. 
Unter  dieser  Voraussetzung  findet  man,  dass  die  distributiven  Opera- 
tionen nichts  anderes  sind,  als  die  KoUineationen,  die  die  gegebene 
Mannigfaltigkeit  (einen  w-dimensionalen  Raum)  in  sich  transformieren: 
die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Operationssymbole  fällt  zu- 
sammen mit  der  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  KoUineationen 
(III  A  6 ;  C  8).  Unter  diesem  Gesichtspunkt  sind  die  elementaren 
Eigenschaften  der  distributiven  Operationen  von  E.  Laguerre^^),  von 
G.  Peano  ^^)  und  für  w  ^  3  ausführlicher  von  J?.  Carvallo  **)  gegeben 
worden.  Der  letztere  betrachtet  die  Elemente  der  gegebenen  Mannig- 
faltigkeit als  Vektoren  (III  B  3)  in  einem  w-dimensionalen  Räume. 
Ist  A  eine  gegebene  Operation,  so  sind  diejenigen  Vektoren,  für 
welche  A  («)  ==  0  ist,  besonders  wichtig;  sie  geben  die  „Estinktions- 
richtungen"  ■'•')  oder  einfacher  die  Wurzeln  von  A.  Eine  Kollineation, 
die  Wurzeln  zuliisst,  ist  ausgeartet,  und  man  kann  den  Grad  ihrer 
Ausartung  definieren.  Mehrere  Wurzeln  von  A  definieren  einen 
linearen  Raum,  dessen  sämtliche  Elemente  Wurzeln  von  A  sind 
(„Wurzelraum").  Jede  Wurzel  von  A  ist  zugleich  Wurzel  von  A^, 
aber  nicht  umgekehrt;  eine  Wi  rzel  von  A'",  die  nicht  zugleich 
Wurzel  von  A"^~^  ist  („eigentliche  Wurzel  von  .4"*")  hat  besonderes 
Interesse.  Die  Wurzeln  von  A  —  2,  d.  h.  diejenigen  Vektoren  a,  für 
für  welche  A{cc)  =  za  ist,  sind  die  invarianten  Elemente  der  Kol- 
lineation j4;    sie  existieren  nur  für  bestimmte  Werte   von  z,  nämlich 


53)  Einer  n-dimensionaleu,  wenn  man  «j ,  ...,  a„  als  Vektoren  ansieht 
einer  {n  —  l)-dimensionalen,  wenn  m;in  Homogeneität  einführen  will,  d.h.  wenn 
man  c, ,  otj,  .  .  .,  a„  als  Punkte  ansieht  und  dabei  ca^  als  einen  von  k,  nicht 
verschiedenen  Punkt  betrachtet 

54)  J.  ^c.  polyt.  cah.  42  (18G7),  p.  215;  Oeuvres  1,  p.  2-21. 
65)  Calcolo  geometrico,  Torino  1888,  cap.  X. 

50)  Monatsh.  f.  Math.  2  (1891),  p,  177,  225,  311. 
57)  Nach  Carvallo,  ibid.  p.  195. 
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für  die  ^^'llrzeln  einer  algebraischen  Gleichung  h'""  Grades,  der  Ftm- 
(lamentiih/lrirlniHff  (11  B  4  und  III  (J  S)  ^*).  Siud  die  Wurzeln  der 
Fundamentalgleichung  nicht  alle  einfach,  so  führt  die  Untersuchung 
der  eigentlichen  Wurzeln  der  Potenzen  von  A  —  z  zur  Zerlegung 
von  A  in  einfachere  Faktoren;  man  findet  so  durch  eine  synthetische 
Methode  die  von  Weierstrass  entwickelte  Theorie  der  Elementarteiler 
der  bilinearen  Formen  (I  B  2,  C  2)  wieder.  In  dieser  Theorie  haben 
mehrere  Autoren  '•"'')  von  einer  symbolischen  Bezeichnung  Gebrauch 
gemacht,  die  der  im  Operationskalkül  verwendeten  nahekommt. 

13.  Interpretation  in  einem  Baume  von  unendlich  vielen  Di- 
mensionen. Die  Prinzipien  des  Rechnens  mit  Symbolen  zusammen 
mit  Überlegungen  der  Geometrie  der  linearen  Räume  geben  der 
Theorie  der  distributiven  Operationen  einen  hohen  Grad  von  Klarheit 
und  Einfachheit,  soweit  diese  Operationen  an  den  Elementen  einer 
linearen  Mannigfaltigkeit  von  endlicher  Dimensionenzahl  ausgeübt 
werden,  mögen  diese  Elemente  nun  Funktionen  sein  oder  nicht. 
Man  kann  sich  fragen,  ob  sich  diese  Überlegungen  auf  alle  Funk- 
tionen einer  linearen  Mannigfaltigkeit  ausdehnen  lassen,  wenn  die 
Anzahl  der  Dimensionen  dieser  Mamiigfaltigkeit  (abzählbar)  unend- 
lich ist.  Die  Frage  ist  zu  bejahen:  so  kann  man  z.  B.  die  Mannigfaltig- 
keit S  {Furiktionalraum)  der  Potenzreihen  a  einer  Variabein  x  ins  Auge 
fassen  und  dann  die  Gesamtheit  der  distributiven  Operationen  untersuchen, 
die  jedes  Eleurient  dieser  Mannigfaltigkeit  in  ein  Element  derselben 
Miinnigfaltigkeit  überführen*").  Diese  Operationen  bilden  eine  Gruppe. 
Man  kann  für  sie  eine  zur  Stetigkeit  analoge  Eigenschaft  definieren*') 
und  dann  die  Bedingungen  ableiten,  unter  welchen  die  distributive 
Eigenschaft  der  Operation  A  sich  auf  eine  unendliche  Reihe  über- 
trägt, d.  h.  unter  welchen  man  thatsärhlich  hat: 

(39)  ■4(i'«j=i'^(o, 


58)  Pincherle,  Lorab.  Rend.  29  (1896),  p.  400;  Pincherle  e  Amaldi,  Opera- 
zioni,  cap.  III,  IV. 

59)  G.  Frobenius,  Über  lineare  Substitutionen  und  biUneare  Formen,  J.  f. 
Math.  84  (1878),  p.  1;  E.  Study,  Monatsh.  2  (1891),  p.  23;  Sforza,  Giorn.  di 
mat.  34  (1896),  p   252  u.  s.  w. 

60)  S.  Pincherle,  Line.  Rend.  (5)  4  (1895),  p.  142;  Math.  Ann.  49  (1897), 
p.  349;  C.  Bourlet,  Ann.  ec.  norm.  (3)  14  (1897),  p.  133.  Bei  Sour/e«  heissen  die 
distributiven  Operationen  „transmutations  additives".  Wegen  der  Ausdehnung  auf 
Operationen  an  mehreren  Funktionen  oder  an  Funktionen  von  mehreren  Ver- 
änderlichen vgl.  man  B.  Calö,  Line.  Rend.  (5)  4'  (1895),  p.  52. 

61)  Bourkt,  Ann.  ^c.  norm.  (3)  14,  §  1;   G./farfawinrrf,  Par.  C.  R.,  9  fevricr  1903. 
Eucyklop.  d    matb.  Wiesensch.     II.  61 
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wo  ^«„  eine  in  einem  geeigneten  Bereich  der  Variabein  konvergente 
Reihe  bedeutet.  Im  Räume  S  stellt  jede  Potenzreihe  einen  Veldor 
oder  einen  Punkt  vor,  ihre  Koeffizienten  sind  die  Koordinaten  des 
Vektors  oder  Punktes"-);  die  distributiven  Operationen,  die  sich  auf 
Potenzreihen  anveenden  lassen,  sind  die  Kollineationen  dieses  Raumes. 
Diese  Kollineationen  können  wie  bei  einer  endlichen  Anzahl  von  Di- 
mensionen ausarten;  nur  hat  man  hier  zwei  Arten  von  Ausartungen 
zu  unterscheiden:  die  Operation  A  kann  in  der  Mannigfaltigkeit 
Wurzeln  zulassen:  Ausartung  erster  Art;  oder  wenn  a  die  Mannigfaltig- 
keit S  beschreibt,  kann  A  (a)  einen  in  S  enthaltenen,  aber  nicht  mit  ihr 
identischen  Raum  beschreiben,  sodass  die  Gleichung  A{a)  ^^  (p  nicht 
für  jedes  qp  Lösungen  in  S  hat:  Ausartung  ziveiter  Art^^).  (Bei  Kol- 
lineationen in  Räumen  von  endlicher  Dimensionenzahl  ist  jede  dieser 
beiden  Eigenschaften  eine  Folge  der  anderen.) 

Die  Gesamtheit  derjenigen  Elemente  von  S,  die  einer  linearen 
Relation  (mit  endlicher  oder  unendlicher  Gliederzahl)  genügen,  kann 
als  eine  Ebene  von  S  bezeichnet  werden.  Jeder  Operation  A,  die  die 
Elemente  von  S  transfoi-miert,  entspricht  eine  Operation  A,  die  die 
Ebenen  so  transformiert,  dass  dabei  die  Bedingung  der  Koinzidenz 
von  Punkten  und  Ebenen  erhalten  bleibt,  sie  heisst  die  Adjungierte 
von  A.  Sind  dann  B,  C  die  Adjungierten  von  B,  C,  so  gilt: 
wenn    A  =  BC,    so  ist    A^CB. 

Ist  A  ein  linearer  DifFerentialausdruck  (Nr.  10),  so  ist  A  seine 
Lagrange' sehe  Adjungierte  (II  B  4).  Zu  einem  linearen  Ausdruck  mit 
endlichen  Differenzen  erhält  man  die  Adjungierte,  indem  man  jeden 
Term  f^  (x)  ci(x  -\-  j)  für  j  ^  0,  1,  2,  . .  .  durch  /^  (x  —  j)  a(x  —  j) 
ersetzt  "*). 

14.  Darstellung  einer  distributiven  Operation  durch  eine  Reihe. 

Wendet  mau  einen  Differentialausdruck  «""^  Ordnung  F  auf  ein  Pro- 
dukt Kß  an,  so  erhält  man  unmittelbar  die  folgende  Formel,  ein  Ana- 
logen zu  der  von    Taylor  für  eine  i-ationale  ganze  Funktion: 

(40)    F{aß)  =  F(a)ß  +  F'ia)Dß-}-^F"{a)D'ß-^.-.+lFl;;P''ß; 

dabei  werden  F',  F", . . .  erhalten,  indem  man  in  F  die  gewöhnlichen 
Regeln  der  Differentiation  in  Bezug  auf  das  Symbol  D  anwendet,  und 


62)  T.  Caezantga,  Torino  Rend.  34  (1899),  p.  510. 

63)  Pincherle,  Lomb.  Rend.  30  (1897),  p.  103;  Pincherle  e  Amaldi,  cap.  16; 
Hadamard,  Särie  de  Taylor,  p.  80. 

64)  Pincherle,  Bologna  Rend.  2  (1898),  p.  130  ;  ü.  Bortolotti,  Line.  Rend.  (5y  7' 
(1898),  p.  257;   7^  p.  46,  p.  74. 
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können  folglich  als  aufeinander  folgende  Ableitungen  von  F  bezeichnet 
werden*^).     Man  hat: 

(41)  F'(a)  =  F{ax)  —  xF{a). 

Analog  hat  man,  wenn  Ä  das  Symbol  irgend  einer  distributiven 
Operation  ist,  die  Operation: 

(42)  Ä'{a)  =  A  (xa)  —  xA  (a) 

Fmiktionalahleitung  von  A  genannt.  Bezeichnet  man  sie  durch  den 
Accent,  so  hat  man  die  Identität*^): 

(43)  {AB)'=A'B-\-AB'. 

Entsprechend  definiert  man  die  successiven  höheren  Funktional- 
ableitungen; man  gelangt  dann  zu  der  FormeP'i: 

(44)  A{a^)^^^^A^-'){a)D''cp, 

n=0 

die  zum  Taylor  sehen  Satz  der  Funktiouentheorie  analog  ist.  Be- 
trachtet man  in  ihr  u  als  ein  festes,  cp  als  ein  veränderliches  Element, 
so  hat  man  den  Satz,  dass  im  allgemeinen  jede  distributive  Operation 
sich  durch  eine  nach  Potenzen  des  Ableitungssymbols  D  geordnete 
unendliche  Reihe  darstellen  lässt  —  ein  Analogen  zu  der  Darstellung 
jeder  analytischen  Funktion  durch  eine  nach  Potenzen  der  Variabeln 
fortschreitende  Reihe.  Was  die  Frage  nach  der  eifektiven  Giltigkeit 
der  Formel  (44)  betrifft,  so  findet  man,  dass  sie  immer  einen  FiinJc- 
tionalkonvergensbereicli  hat,  d.  h.  dass  es  immer  eine  lineare  Maimig- 
faltigkeit  von  Funktionen  (p  giebt,  für  die  die  rechte  Seite  von  (44) 
konvergiert  und  die  linke  Seite  wirklich  darstellt. 

Aus  (44)  folgt,  dass  das  Problem  der  Aufsuchung  der  Wurzeln 
einer  disti'ibutiven  Operation  und  das  ihrer  Inversion  sich  zurück- 
führen lassen  auf  das  der  Integration  einer  homogenen,  bezw.  nicht 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  von  im  allgemeinen  unend- 
lich hoher  Ordnung.  Gleichungen  dieser  Art  weisen  gewisse  Analo- 
gien mit  den  Gleichungen  endlicher  Ordnung  auf^);  aber  man  hat 
von  ihnen  noch  keine  allgemeine  Theorie. 

Es  ist  bemerkenswert,  dass  die  Konvergenz  der  Reihen  (44)  keines- 
wegs eine  Eigenschaft  verlangt,  die  ein  Analogon  der  Stetigkeit  wäre. 
Dagegen  ist  die  Betrachtung  eines  solchen  Analogon  erforderlich,  wenn 
man  z.  B.  als  Mannigfaltigkeit  der  Objekte   (als  Funktionalraum)  die 


05)  D'Älemhert,  Theorie  des  vents,  Berlin  mem.  1746. 

66)  Pincherle,  Line.  Rend.  (5)4  (1895),  p.  145;  Math.  Ann.  49  (1897),  p.  353. 

67)  S.  cit,  "");  Bourlet,  Ann.  ee.  norm.  (3)  14  (,1897),  §  5,  p.  149. 
CS)  Bourlet,  ibid.  §  11,  p.  178  und  16  (1899^,  p.  333. 
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(nicht  mehr  abzählbare)  Gesamtheit  F  der  reellen  und  stetigen  Funk- 
tionen zwischen  a  und  h  betrachtet,  um  Darstellungen  der  Operationen 
durch  Reihen  zu  erhalten.  Ist  U  eine  distributive  Operation,  die  ein 
Element  /'  von  F  in  eine  bestimmte  und  endliche  Zahl  c  transformiert, 

U{f)  =  c, 
und    konvergiert    f7(/)    gegen   TJ{f-i),    wenn   /'  gegen   t\    gleichmässig 
konvergiert,    so  nennt    man®*)    U  eine   Linearoperation..      Für    solche 
Operationen  kann  man   durch  Gebrauch   der  i^o?Mv'er'schen  Reihe,   für 
IJ  die  Entwickelung 

ü{f)  =  ^a,USf) 
erhalten'*),  wo   t/„(/')  die  besondere  Linearoperation  ist: 


und 


[/"„(/■)  ==  /  f{x)  cos  nxdx 


-  U{1),     rt„  =  —  r/(cos  nx). 


15.  Darstellung  einer  Operation  durch  ein  bestimmtes  In- 
tegral. Ist  cp  eine  analytische  Funktion,  so  kann  man  in  (44)  D''q) 
ersetzen  durch  seinen  Ausdruck  vermittelst  des  Caurhy  sehen  Integrals: 

(') 

in  dem  l  eine  geschlossene  Kurve  in  einem  Bereich  bedeutet,  in  dem 
die  Funktion  93  regulär  ist.  So  erhält  man  zuerst  für  die  Operation 
A,  dann  auch  für  allgemeinere  Operationen,  eine  Darstellung  der  Form: 

(46)  Ä((p)  =  JTt  {x,  y)  cp  (y)  dy ; 

(0 
dabei  bedeutet  n{x,y)  eine  Funktion  von  zwei  Variabein,  die  nur 
von  der  Natur  der  darzustellenden  Operation  abhängt,  qp  dagegen  ist 
eine  Funktion,  die  in  einem  geeigneten  Funktionalbereich  willkürlich 
veränderlich  ist,  l  irgend  ein  Integrationsweg.  Verschiedene  Ope- 
rationen   haben   sich  in  der  Form  (46)  oder  in  der  allgemeineren: 

ir) 

(47)  A  {cp)  =  Jsr  {x,  y^,  y^,  . . .,  y^)  q>  {y^,  y^,...,  y^)  dij,  dy^...  dy^ 
dargeboten '');    die    wichtigsten    werden    in    den    folgenden    Nummern 

69)  G.  Hadamard,  Par.  C.  R.,  9  fevrier  1903. 

70)  M.  Frechet,  Trans,  of  the  Amer.  Math.  Soc.  5  (1904),  p.  493. 

71)  A.  Viterhi,  Ann.  di  mat.  (2)  26  (1897),  p.  261 ;  3  (1899),  p.  299,  betrachtet  die 
durch  Integrale  dargestellten  Funktionaloperationen  als  Elemente  eines  Kalküls, 
den  er  entwickelt. 
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angeführt.  Das  Problem  der  Bestimmung  der  Inversen  zu  einer  in 
der  Form  (46)  oder  (47)  dargestellten  Operation  ist  identisch  mit  dem 
der  ümhehrumj  der  hestimmteii  Integrale  (Nr.  28 — 31). 

Hadamard^^)  hat  bewiesen,  dass  die  stetigen  Linearoperationen 
U(yf)  (Nr.  14-),  die  einer  stetigen  reellen,  zwi.schen  a  und  h  gegebenen 
Funktion  /'  eine  bestimmte  Zahl  zuordnen,  immer  Darstellung  in  Form 
des  lim  eines  bestimmten  IntegTals  besitzen;  die  Darstellung  selbst 
lautet: 

b 

U{f)  =  lim  ff{x)K„{x)dx, 

wo  K^{x)  wieder  eine  zwischen  a  und  h  stetige  Funktion  ist. 

16.  Die  Transformation  von  Laplace.  Unter  den  in  der  Form 
(46)  auftretenden  distributiven  Operationen  ist  eine  der  wichtigsten 
die  nach  Laplace  genannte  Transformation,  die  durch: 

(48)  A{^>)=f(fy<p{y)dy 

(') 
gegeben   ist.     Durch  Einführung  einer  neuen  Variabein  t  =  e"  erhält 
man  aus  ihr: 

(49)  B{(p)=ff(p{t)dt. 

Die  Inverse  der  Laplace' schon  Transformation  ist  eine  Transformation 
derselben  Form'^).  Die  zweite  Form  (49)  ist  zuerst  betrachtet  worden'*). 
in  ihr  heisst  qo  (t)  „fonctiou  generatrice",  das  Resultat  « (x)  =  B  (cp) : 
„fonctiun  de'terminante".  Die  letztere  ist  für  ganzzahlige  x  der  Koef- 
fizient von  t"^'^  in  der  Potenzreihenentwicklung  von  93 (^).'^)  Bei 
geeigneter  Wahl  des  Integrationsweges  hat  die  Operation  Ä  die 
Eigenschaften  ''^): 

(50)  DA  fp{y)^A  (yipig)),    xAip  (y)  =^  ~  ADtp  (y) , 
und  die  Operation  TJ  die  daraus  folgenden 

(51)  B{tcp{t))  =  a{x-1),     B[t^)=xa(x). 

72)  Vgl.  Fussnoten  69)  und  70). 

73)  Cauchy,  Exercices  de  Math.  2,  Paris  1827,  \>.  157. 

74)  P.  S.  de  Laplace,  Theorie  analytique  des  probabilites,  Paris  1812 
(Oeuvres  7,  p.  85);  N.  H.  Abel,  Sur  les  fonctions  genöratrices  (Oeuvres  ed.  Sylow 
et  Lie  2,  p.  67). 

75)  Laplace,  Par.  mem.  177U  (82 1;  Lacroix,  Traite  du  calcul  differentiel  etc. 
2"  cd.  3,  Paris  1819,  Ch.  IV,  p.  322,  p.  573.  Dieses  zuerst  von  Laplace  betrach- 
tete Entsprechen  ist  in  letzter  Zeit  von  Hadamard,  Bord,  Fabry,  Le  Boy  u.  a. 
unter  neuen  Gesichtspunkten  behandelt  worden;  vgl.  II  B  1,  Nr.  35,  37. 

70)  Abel,  Oeuvres  2,  p.  68. 
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Die  Eigenschaften  (oO)  können  zur  Definitionen  von  A  dienen  ^'); 
ihre  wiederholte  Benutzung  führt  zu  zahlreichen  Anwendungen.  Die 
wichtigste  ist  die  Transformation  einer  linearen  Differentialgleichung 
mit  rationalen  ganzen  Funktionen  als  Koeffizienten  in  eine  andere, 
in  der  Ordnung  der  Ableitungen  und  Grad  der  Koeffizienten  ver- 
tauscht sind,  und  die  Ableitung  des  Integrals  der  einen  aus  dem  der 
anderen.  Was  dieser  Anwendung  ein  spezielles  Interesse  giebt,  ist 
der  Umstand,  dass  man  auf  diese  Weise  gewisse  Klassen  „irregulärer" 
Dififerentialgleichungen  in  „reguläre"  transformieren  kann,  was  einen 
Beitrag  zur  Integration  der  ersteren  liefert'*).  Der  einfachste  Fall 
ist  der,  dass  die  irreguläre  Differentialgleichung  die  nach  Laplace  be- 
nannte ist,  d.  h.  die  Gleichung  beliebiger  Ordnung  mit  Koeffizienten 
ersten  Grades  in  .r;  ihre  Transformierte  ist  von  der  ersten  Ordnung, 
und  die  gegebene  Gleichung  lässt  sich  ebenfalls  durch  Quadraturen 
integrieren'").  Zwischen  einem  linearen  Differentialausdruck  F,  seiner 
Laplace' sehen  Transformierten  AFA~^  =  F^  und  seiner  Lagrayige- 
schen  Adjungierten  F  ^)  besteht  die  Relation^"): 
(52)  F  =  AF^A-\ 

Eine  andere  Anwendung  liesteht  in  der  Transformation  einer 
Potenzreihe  in  einem  linearen  Differentialausdruck  unendlich  hoher 
Ordnung.  Hierher  gehört  die  Transformation  einer  Summe  von  Ex- 
ponentialgrössen : 


in  einen  Ausdruck  der  Form  *') : 

(53)  2'2J^«^''^'>  =  2'^"9'^'^  +  «'*); 

h         n  k 

ferner  die  Transformation  des  Ausdrucks  von  Legendrc: 
(54)  e"^  =  1  +  axe!''-  -\ \   ^      x-e-?''  +  ■  •  ■ 


77)  Pincherle,  Bologna  mem.  (10)  8  (1887);  Ann.  ec.  norm.  (3)  22  (1905), 
p.  9;  Amaldi,  Line.  Rend.  (5)  7^  (1898),  p.  117;    Pincherle  e  AmaUi,    cap.  XIII. 

78)  Wegen  der  Anwendung  der  Transformiition  von  Laplace  auf  die 
linearen  Differentialgleichungen  vgl.  man  namentlich  H.  Poincare',  Amer.  J.  of 
math.  7  (1885),  p.  217  und  Acta  math.  8  (1886),  p.  295;  dann  die  Darstellungen 
von  L.  Schlesinger,  Handbuch  der  lin.  Diiferentialgl.  1,  Leipz.  1895,  Abschn.  VII 
und  von  E.  Picard,  Traite  d'analyse  .3,  Paris  1896,  chap.  XIV;  ferner  J.  Ilorn, 
Math.  Ann.  49  (1897),  p.  453;  weiteres  vgl.  II  B. 

79)  C.  Jordan,  Cours  d'analyse  3,  Paris  1887,  p.  253. 

80)  Schlesinger,  Handbuch  1,  p.  426. 

81)  Abel,  Oeuvres  2,  p.  170, 
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in  die  Reihe  vou  Äbel^^): 

(55)  cp{t  +  «)  =  <p(0  +  a^-{i  +  /3)  +  "-:J^=^^"^t-^2ß)  +  ..., 

eine  Verallgemeinerung  der  Taylo7-'schen  Reihe. 

Bei  geeigneter  Wahl  des  Integrationsweges  transformiert  die 
Operation  von  Laplace  jf'  in  ( — l)"ji!a;~"~^  und  umgekehrt;  mau 
kann  also  auf  sie  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  eine 
von  E.  Borel^^)  in  die  Theorie  der  Potenzreihen  eingeführte  Trans- 
formation zurückführen.  Bei  dieser  wird  nämlich  in  einer  solchen 
Reihe  a^^  durch  ajiil  ersetzt,  wodurch  die  Singularitäten  der  Funk- 
tion auf  dem  Konvergenzkreis  ins  Unendliche  geworfen  werden. 
BoreVs  Theorie  der  sogenannten  „sommation  exponentielle"^),  (durch 
welche  einigen  Klassen  von  divergenten  Reihen  eine  analytische 
Bedeutung  beigelegt  werden  kann)  ist  in  mannigtivltiger  Weise 
mit  der  Transformation  von  Laiüace  eng  verwandt;  wie  von  anderer 
Seite  die  von  H.  Poiiicair^'")  ausgebaute  Theorie  der  asymptotischen 
Reihen.  Auch  die  von  G.  Mittag  -  Lcffley  eingeführte  analytische 
Funktionaltransformation^^),  die 

in 

"VT      ot^x" 
^  r(«a  +  l) 

transformiert,    kann    als    eine    Erweiterung    der    Transformation    von 
Laplace  betrachtet  werden. 

In  der  Form  (49)  führt  die  Laplace' sehe  Transformation  die 
linearen  Differentialgleichungen  in  lineare  Differeuzengleichungen  über; 
daraus  ergiebt  sich  die  Integration  der  einen  mit  Hilfe  der  anderen 
und  die  Lösung  der  Differenzengieichungen  durch  bestimmte  Inte- 
grale*'). Endlich  die  Entwicklung  einer  Funktion  in  eine  nach  Fak- 
toriellen    fortschreitende    Reihe  *')    lässt    sich    zurückführen    auf    die 


82)  ibid.  und  Oeuvres  1,  p.  102.  Vgl.  auch  Halphen,  Paris  soc.  math.  10 
(1882),  p.  67;   Y.  Pareto,  J.  f.  Math.  110  (1892),  p.  290. 

83)  Acta  math.  -21  (1897),  p.  243. 

84)  Ann.  ec.  norm.  16"  (1899),  p.  50. 

85)  Acta  math.  8  (1896),  p.  295. 

86)  Par.  C.  R.  136  (1902),  p.  937;  137  (1903),  p.  5Ö4;  138  (1904),  p.  881,  941; 
Line.  rend.  (5)  13  (1904j,  p.  3;  Acta  math.  29  (1905),  p.  101. 

87)  Laplace,  vgl.  Fussnote  74),  75);  Pincherk,  Lomb.  Rend.  (2)  19  (1886); 
Acta  16  (1892),  p.  341;  Hj.  Mdlin,  Acta  math.  8  (1886),  p.  79;  9  (1886),  p.  137; 
25  (1901),  p.  139. 

88)  Dieses  Problem  ist  neuerdings  behandelt  vou  ./.  C.  Kluyver,  Amsterd. 
nieuw  arch.  (21  4  (1000);  Paris  C.  R.  134  (1902),  p.  587;   K.  Kielsen,  Paris  C.  R. 
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„exponentielle  Darstellung"  dieser  Funktion  (nach  der  Ausdrucks  weise 
von  Desaint^^),  d.  h.  auf  die  Bestimmung  ihrer  iap^ace'schen  Trans- 
formierten. 

17.  Andere  distributive  Operationen. 

a)  Unter  den  Funktionaloperationen,  die  sich  durch  bestimmte 
Integrale  darstellen  lassen,  ist  eine  der  am  häufigsten  benutzten  die 
Transformation  von  Heine^^)  oder  von  Euler,  nämlich: 


(56)  A,M=J?^ 


{y  —  •*•)' 

(0 

unter  /  einen  passend  gewählten  Integrationsweg  verstanden.  Auch 
sie  kann  zum  Übergang  von  einer  linearen  Differentialgleichung  zu 
einer  anderen  dienen.  Gehört  die  erste  zur  „FticJis' sehen  Klasse",  so 
gilt  für  die  zweite  dasselbe.  Aus  der  Gruppe  der  einen  kann  man 
die  der  anderen  ableiten.  Die  charakteristischen  Eigenschaften  der 
Operation  Ä^  drücken  sich  aus  durch  die  Gleichungen: 

(57)  ^,-Dqp  =  BA^fp,     DA^cp  =  sA^q>, 

in  denen  AJ  die  Funktionalableitung  (Nr.  14)  von  A^  bedeutet.  Wie 
für  die  Laplacc'sche  Transformation  (Nr.  16)  gilt,  wenn  F  die  ad- 
jungierte  und  F^  die  Fuler'sche  Transformierte  eines  linearen  Diffe- 
rentialausdrucks bedeutet,  die  Relation^'): 

(58)  F^A^F.AjK 
Auch  ist: 

(59)  A,A,  =  A,^,- 

die  Transformationen  A^  bilden  also  eine  eingliedrige  kontinuierliche 
Gruppe  im  Sinne  von  Lie  (II  A  6,  Nr.  2).  Die  Operation  A^  dient 
zur  Integration  der  (rfflMSs'schen  hypergeometrischen  Differentialglei- 
chung durch  Quadraturen^^),  denn  sie  transformiert  sie  in  eine  Glei- 
chung 1.  Ordnung;  sie  lässt  sich  auch  auf  die  verallgemeinerte  hyper- 
geometrische   Differentialgleichung   von   FochJiainmer   und    auf   deren 

133  (1901),  p.  1273;  134  (1902),  p.  157;  Ann.  ec.  nonn.  (3)  19  (1902),  p.  409;  Math. 
Ann.  59  (1904),  p.  355;  Kopenh.  Skrift.  (2)  2  (1904),  p.  59. 

89)  Vgl.  Fussnote  44). 

90)  J.  f.  Math.  60  (1862),  p.  252;  61  (1863),  p.  356;  62  (1863),  p.  110;  Handb. 
der  Kugelfunktionen  1,  2.  Aufl.,  Berl.  1881,  III.  Teil,  namentlich  p.  466  flF.  Litte- 
ratur  dieser  Transformation  bei  Jj.  Schlesinger,  Handb.  der  lin.  DiiF.-Gl.  2, 
Leipzig  1897,  p.  XV— XVI;  vgl.  auch  II  B  4. 

91)  Schlesinger  2,  p.  416;  I'incherle,  J.  f.  Math.  119  (1898),  p.  347. 

92)  C.  Jordan,  Cours  d'analyse  3,  Paris  1887,  p.  241.  Vgl.  B.  Biemann, 
Nachträge,  herausgegeben  von  M.Noether  und  W.  Wirtinger,  Leipzig  1902,  p.  88. 
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Lösung  durch  bestimmte  Integrale  anwenden^');  endlich  auch  auf  die 
lineare  Diiferentialgleichung  von  Goursat^*). 

b)  Die  durch: 

(60)  A„  (qp)  =  Jjc  (y  —  x)  (p  (y)  dy 

(0 

—  n.  das  Zeichen  irgend  einer  gegebenen  Funktion,  (p  das  der  will- 
kürlichen Funktion,  an  der  man  operieren  will  —  dargestellten 
Operationen  bilden  eine  Gruppe  von  mit  der  Ableitung  vertausch- 
baren   Operationen  ^^) : 

(61)  Ä„D  =  DÄ„. 

Wendet  man  eine  solche  Operation  auf  eine  Potenzreihe  an,  so  ei-- 
scheint  sie  als  Verwandlung  der  Potenzen  a'"  im  Polynome  a„{x),  die 
der  Rekursionsformel: 

(62)  ^' =  "«.-> 

genügen.  Diese  Polynome  haben  sich  zuerst  Halplien^^)  dargeboten 
und  sind  dann  von  P.  ÄppelV)  untersucht  worden;  ihr  allgemeiner 
Ausdruck  ist: 

(63)  (i„{x)  =  a^x"  -\-  na^x"'^  +  —^  ^     a^x"~^  +  •  ■  ■  +  «„, 

wobei  «Q,  a, ,  .  .  .,  «^  wiUküi-Iiche  Konstante  bedeuten.  Die  Inverse 
einer  Operation  A^  ist  eine  Operation  derselben  Gruppe^'). 

c)  Von    speziellen   distributiven  Operationen   sei    die   „interpolare 
Operation"  erwähnt,  die  durch: 

(64)  ^„(^)  =  ^M^ 

definiert  ist**).  Die  Operationen  A^,  A^  sind  vertauschbar**).  Bei 
Gebrauch  dieser  Operation  kann  man  einen  Ausdruck  für  das  Rest- 
glied der  Newton' sehen  Interpolationsformel  geben'""). 


93)  J.  f.  Math.  71  (1870),  p.  316;  73  (1871),  p.  69;  Math.  Ann.  30  (1890), 
p.  470 

94)  Ann.  €c.  norm.  (2)  12  (1883),  p.  261,  495;  Pincherle,  Sülle  funzioni 
ipergeometriche,  cap.  VII;  Giorn.  di  mat.  32  (1894),  p.  65. 

95)  Pincherle,  Acta  math.  10  (1886),  p.  153;  T.  Levi-Civita,  Lomh.  Rend. 
1895,  p.  533. 

96)  Paris  C.  ß.  93  (1881),  p.  833. 

97)  Ann.  lec.  norm.  (2)  9  (1880),  p.  119. 

98)  Note  von  G.  Peano  zu  Genocchi  e  Peano,  Calcolo  differenziale ,  Torino 
1884,  p.  XX  (p.  323  der  deutschen  Übersetz,  von  Lüroth  u.  Schepp,  Leipz.  1899); 
Jensen,  Kopenh.  overs.  1894,  p.  3. 

99)  Jensen,  ebenda  p.  3. 
100)  Jensen,  ebenda  p.  6. 
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d)  Bei  Untersuchung  der  Potenzreihenentwicklung  der  Wurzeln 
einer  Gleichung: 

(65)  if  +  91  (•'•■) 2/""'  +  <P-2{^)>f~'  H h  qp„(a;)  =  0, 

in  der  die  (Pi,  (Pi-,  •  ■  ■,  fp,,  selbst  Potenzreihen  sind,  gebraucht  II.  Scha- 
pira^"^)  zwei  distributive  Operationen,  die  er  als  „Parüalisieren"  und 
„Komplptieren"  bezeichnet  —  sie  beruhen  auf  der  Ersetzung  von  x 
dvn-ch  ex,  unter  f  eine  Wurzel  der  Einheit  verstanden:  und  eine 
dritte,  die  er  Diff'crentialsuhstihttion  nennt  — ;  sie  ist  das  Produkt  aus 
der  Operation  I)  in  die  Operation  ö*  (Nr.  6). 

18.  Nicht  distributive  Operationen.  Von  allgemeinen  Sätzen 
über  nicht  distributive  Operationen  oder  Ojjerationsgruppen  kennt 
man  nur  wenige.  T.  Levi-Civita  '"-j  fragt  nach  denjenigen  Gruppen 
von  Operationen,  die  Funktionen ^*^)  eines  und  desselben  Opeiations- 
symbols  A  sind  und  die  Eigenschaft  haben,  dass  das  Produkt  O^^P^ 
sich  als  analytische  Funktion  von  0^[A),  ^o^A)  und  A  ausdrücken 
lässt.  Er  löst  die  Frage  mit  Hilfe  der  allgemeinen  Methoden  der 
Theorie  der  kontinuierlichen  Gruppen  (II  A  G)  und  findet,  dass  eine 
solche  Relation  nur  möglich  ist,  wenn  das  zweite  Glied  die  Form  hat: 

(66)  A(A-i(^i)  +  A-ä(a>,)), 

wo  A  eine  willkürliche  Funktion,  ?~^  ihre  Inverse  bedeutet;  die  De- 
finitiousgleichungeu  der  Gruppe  (II  A  6,  Nr.  3)  müssen  die  Form 
haben: 

C.  Bonriet  ^"^j  sucht  die  aligemeinsten  Fuuktionaloperationen  A 
von  der  Art,  dass 

(68)  A(x{a,ß))=f\A{a),A{ß)) 

ist,  wo  /'  eine  beliebige  Funktion  bedeutet  und  jt  eine  symmetrische 
Funktion  von  der  Art,  dass  auch  jr  (z  (a,  ß),y),  %  {%  {n  {a,  ß),  y),  Ö  }  u.s.  w. 
symmetrisch  sind^"^);  durch  Anwendung  der  Auflösung  der  AbeVscheu 
Funktionalgleichung  (Nr.  22)  findet  er,  dass  diese  Operationen  sich 
auf  die  distributiven  zurückführen  lassen. 

101)  Grundlagen   zu   einer  Theorie   allgemeiner   Kofunktionen,    Wien   1881; 
Theorie  allgemeiner  Kofunktionen,  Leipzig  1892. 

102)  Sui  gruppi  di  operazioni  funzionali,  Lomb.  Rend.  28  (1895),  p.  458. 

103)  Der  Begrift'  „Funktion  eines  Symbols"  ist  hier  im  allgemeinsten  Sinne 
zu  nehmen. 

104)  Paris  C.  R.   124  (1897),  p.  348;  Ann.  6c.  norm.  (3)  14  (1897),  p.  141. 

105)  Bouilet   neunt   solche    Funktionen    „indefiuiment    symetriques".     Vgl. 
Abel  citate  162). 
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19.  Punktionen  von  Linien.  Die  allgemeinste  bis  jetzt  durch- 
geführte Untersuchung  über  nicht  distributive  Funktionaloperationen 
verdankt  man  V.  VoUerra  '*'^).  Er  betrachtet  eine  im  reellen  Intervall 
a  <.x  <,!)  willkürlich  gewählte  Funktion  von  x,  z.  B.  eine  willkür- 
liche Linie  zwischen  den  durch  ,r  =  a  und  x  =  h  gezogenen  Paral- 
lelen zur  Ordinatenaxe;  und  eine  Zahl  z,  die  für  jede  dieser  Linien 
einen  bestimmten  Wert  annimmt;  man  hat  dann  das,  was  er  eine 
Funhtion  von  Linien  nennt.  Der  Wert  von  z  hängt  ab  von  der  Ge- 
samtheit der  Werte,  die  die  Funktion  y  =  q)  (.r)  im  gegebenen  Inter- 
vall nach  bestimmtem  Gesetz  annimmt;  mit  anderen  Worten,  diese 
Zahl  ist  das  Resultat  einer  gewissen  auf  (p  {x)  ausgeübten  Funktional- 
operation, was  man  durch: 

(69)  z  =  A{<:p{,x)) 

ausdrücken  kann^"').  Solche  Grössen,  die  von  allen  Werten  einer 
Funktion  in  einem  gegebenen  Intervall  abhängen,  treten  bei  ver- 
schiedenen Anwendungen  der  Analysis  auf  die  Physik,  sowie  in  der 
Variationsrechnung  (II  A  9 )  auf. 

Allgemeiner  kann  eine  Zahl  z  abhängen  von  den  Werten  einer 
oder  mehrerer  Funktionen  beliebig  vieler  Variabein  x  und  ausserdem 
noch  von  einer  gewissen  Anzahl  anderer  Variabein  f;  das  kann  mau 
ausdrücken  durch: 

(70)  z  =  A  fqDjC.ri,  x.-^,  ...),  ^^''^ij  *2>  •••)>  •  ■  ■'-  \>  4?  •  •  ■)■ 

Für  den  Fall  (69)  entwickelt  VoUerra  eine  Ausdehnung  des  Be- 
griffes der  Stetigheit  auf  Funktionen  von  Linien:  z  ist  stetig,  wenn 
man  zu  jeder  gegebenen  positiven  Zahl  b  eine  andere  d  so  bestimmen 
kann,  dass  für  jede  Variation  t{x)  von  (p{x),  die  kleiner  als  d  ist, 
die  zugehörige  Variation  von  z  kleiner  als  a  ausfällt.  Dann  definiert 
er  die  Ableitung  von  A:  Sei  0{x)  in  einem  in  («...&)  enthaltenen 
Intervall  {m  .  .  .  n)  überall  gleich  bezeichnet  und  kleiner  als  £;  sei  öz 
die  zur  Variation  6  von  cp  gehörende  Variation  von  z\  sei  t,.  ein 
innerer    Punkt    von    {m  .  .  .  n):    dann    ist    die    Ableitung    von    A    der 

Grenzwert,     dem    das    Verhältnis    dz:  j-^(x)dx     sich    gleichmässig 

nähert,  wenn  ni  •  ■  •  n  und  ö  gegen  Null  konvergieren,   was   auch   die 

106)  Line.  Rend.  (4)  3^  (1887),  p.  97,  141,  153,  225,  274. 

107)  VoUerra  gebraucht  die  Bezeichnung: 

z  =  zltfix)], 

b 

um  die  Abhängigkeit  des  s  von  der  im  Intervall  a<^x  <C.b  genommenen  Funk- 
tion tf  {x)  anzudeuten. 
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Funktion    (p    sei    —    vorausgesetzt,    dass    dieser    Grenzwert    existiert. 

Man  kann  diese  Ableitung  mit: 

(71)  z=A'{cp-Q 

bezeichnen.     Indem    Volterra    entsprechend    die    hölieren    Ableitungen 

definiert  und  für  jede  die   erforderlichen  Voraussetzungen  hinzufügt, 

erhält  er  die  Formel: 

b 

Äitp  +  t)  =  A(,p)^jA'{q,-t,)t(t,)dt, 

b      b 

(72)  {  +  y/J^"  («P  ;  '> '  ^s)  ^  (<i)  ^  Ca)  '^'i  df,  +  --- 

i) 

Die  Terme  dieser  Entwicklung  sind  auf  ip  angewendete  Funktional- 
operationen; das  erste  Integral  giebt  eine  distributive  Operation-,  die 
folgenden  geben  Operationen,  die  sich  der  Addition  gegenüber  immer 
komplizierter  verhalten  '*'^).  —  Cornelia  Fabbri  dehnt  die  Formel  von 
Volterra  auf  Grössen  aus,  die  von  Funktionen  mehrerer  Variabein 
abhängen  ^"^).  —  C.  Arzelä  untersucht  die  Funktionen  von  Linien  in  Hin- 
sicht auf  ihre  Grenzwerte*^").  M.  Fre'chet^^^)  erweitert  den  Satz  von 
Weierstrass  über  das  Maximum  (Minimum)  einer  stetigen-  reellen 
Funktion  auf  stetige  Funktionaloperationen. 

Funktionalgleichungeu. 

20.  Allgemeines  über  runktionalgleichungen.  Man  nennt  Funk- 
tionalgleichungeu diejenigen  Gleichungen,  die  eine  Eigenschaft  einer 
oder  mehrerer  Funktionen  ausdrücken  und  dadurch  deren  Form  mehr 
oder  weniger  vollständig  zu  bestimmen  erlauben.  Zu  ihnen  gehören 
die  gewöhnlichen  und  partiellen  Differentialgleichungen,  die  Glei- 
chungen mit  endlichen  (gewöhnlichen  oder  partiellen)  und  die  mit 
gemischten  Differenzen;  da  diese  in  besonderen  Artikeln  behandelt 
sind,  sollen  hier  nur  solche  Funktionalgleichungeu  besprochen  werden, 
die  sich  nicht  unmittelbar  auf  eine   von  diesen  Klassen  zurückführen 


108)  -B.  Cald,  Lincei  Rend.  (5)  i  (1895),  p.  52. 

109)  Torino  Atti  25  (1890),  p.  432, 

110)  Bologna  Mem.  (5)  4  (1894). 

111)  Par.  C.  R.,  21  novembre  1904. 
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Beispiele  von  solchen  Gleichungen  finden  sich  schon  in  den 
Werken  von  d'Alemhert,  Etiler  und  Lagrange;  Monge  "'^)  giebt  für  sie 
einige  allgemeine  Prinzipien,  sowie  Kunstgriffe  zur  Zurückführung 
mehrerer  Klassen  von  solchen  Gleichungen  auf  Diflereuzengleichungen. 
Erwähnt  sei,  dass  d'Alemhert ^^^)  das  Problem  der  Zusammensetzung 
der  Kräfte  auf  die  Auflösung  der  Funktionalgleichung: 

(73)  <p {x  -\-  a)  -\-  q) (x  —  a)  =  2(p{x) cp (a) 
zurückführt,  deren  Lösung  ist: 

(74)  <p(3;)=i(e'-  +  e-*'^); 

die  speziellen  Bedingungen  des  genannten  Problems  geben 

(p  (x)  =  cos  X.  ^") 
Laplace^^'")  führt  dasselbe  Problem  auf  die  Lösung  der  Gleichung: 

(75)  (g,(x))^'  +  (9(|-a;)y=l 

zurück,  deren  Integral  ohne   Schwierigkeit  mit  Hilfe  einer  willkür- 
lichen Funktion  f{x)  in  der  Form: 


(76)  cp  {X)  =  y'i  +  m  -f[^-^) 

enthalten  wird.  —  Ch.  Bdbhage^^^),  der  zahlreiche  Beispiele  von  Funk- 
tionalgleichimgen  giebt,  nennt  allgemeine  Lösungen  diejenigen,  die 
willkürliche  Funktionen,  parfihiläre  Lösungen  diejenigen,  die  nur 
Konstante  enthalten.  Für  mehrere  Gleichungen  kann  man  die  all- 
gemeine Lösung  gewinnen,  sobald  man  eine  partikuläre  kennt;  so  ist, 
wenn  qp  (x)  eine  partikuläre  Lösung  der  Gleichung  ip  (^x)  =  ip  (ax) 
und  f  eine  willküi-liche  Funktion  ist,  f{(p{x))  die  allgemeine  Lösung. 
Entsprechend  erhält  man  die  allgemeine  Lösung  des  Systems 
ipix)  ^  ij}  {ax)  =  ^  {hx)  =  i'  (ex) 

112)  Paris  mem.  sav.  [etr.]  7  (1773),  p.  305.  In  demselben  Bande,  p.  37, 
ist  auch  eine  Abhandlung  von  Laplace  (Oeuvres  8,  p.  6),  in  der  Funktional- 
gleichungen betrachtet  sind,  die  sich  auf  gemischte  Differential-  und  Differenzen- 
gleichungen zurückführen  lassen. 

113)  Mem.  .sur  les  principes  de  la  möcanique,  1769. 

114)  S.  auch  Cauchy,  Anal,  algöbrique  1,  Paris  1821,  p.  113. 

115)  Mecanique  Celeste  1,  Paris  1799  (1807),  p.  5  (Oeuvres  1,  p.  5).  Über 
die  Funktionalgleiohung  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  vgl.  F.  Siacci,  Napoli 
Rend.  1899,  p.  34;  G.  Hamel,  Math.  Ann.  60  (1905),  p   459. 

116)  Lond.  Phil.  Trans.  1815/16;  Appendix  zu  W.  J.  Herschel,  CoUection  of 
examples  on  the  calculus  of  finite  differences,  Cambr.  1820  (ein  Auszug  von 
Gergonne,  Gerg.  ann.  12  (1821),  p.  73). 
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in  der  Form  4'  ^  ffp^<p^(f>{x),  wenn  /'  eine  willkürliche  Funktion  und 
(p,  cp^,  (p2  bezw.  Lösungen  der  Gleichungen 

i<  (x)  =  f  {ax),    4'cp  (x)  =  4'(p  (bx),    Tp(p-y(p{x)  =  i'cp^(p  (ex) 
bedeuten.     Ebenso  hat  man,  wemi  von  der  Gleichung: 

(77)  F {x,  tp (x),  4> {ax),  ipdx), .. .)  =  0 

eine  partikuläre  Lösung  <p  {x,  a^,  a^,  . . .)  gegeben  ist,  in  der  a^,  a^,  .. . 
willkürliche  Konstante  sind,  die  allgemeine  Lösung,  indem  man 

(78)  i^  {x)  =  (p  {x,  9)1  {X),  qpg  {X),  . . .) 

setzt,  unter  (p^,(p^,...  willkürliche  Lösungen  des  Systems 

(79)  (f){j-)  =  (p  {ax)  =  (p  (hx)  =  ■  •  • 
verstanden. 

S.  D.  Poisson'^^'')  hat  das  Problem  der  Verteilung  der  statischen 
Elektrizität  auf  zwei  sich  gegenseitig  influenzierende  Kugeln  auf  die 
Lösung  der  Funktionalgleichung 

f(x)  =  ^  —  B~ "^  f  (    «'(c-«')    \ 

'  ^   ■'  c  —  X        c'  —  x'  —  ex'  \c'  —  x*—cx/' 

die  dann  noch  vielfach  behandelt  worden  isf  ^),  zurückgeführt. 

2  s ,    Die    Gleichung    von    Babbage    und    ihre    Anwendungen. 

Li  Nr.  6  ist  mit  S^^  (qr)  das  Resultat  da  Substitution  von  ip  (*')  ^n 
Stelle  von  x  in  die  willkürliche  Funktion  cp  (x)  bezeichnet.  Man  hat 
also  Syj(x)  ^  rp(x),  S^,- (x)  =  i<(4.<{x))  u.  s.  w.  Viele  Autoren  be- 
nutzen die  Bezeichnung: 

(80)  X  =  1^0 (oc),  ip (x)  =  i<^  (x),  ii> {xl){x))  =  ^2 (.t),  . . .,  S^" (x)  =  4)„ {x); 
S"  (.1 )  heisst  die  m'^  Iterierte  von  ip  (x).  Man  kann  nach  Funktionen 
fragen,  deren  m''^  Iterierte  wieder  die  unabhängige  Variable  selbst  ist; 
man  erhält  so  die  Gleichung  von  Bahhage^^^): 

(81)  t„{^)  =  X     oder  .symbolisch     S^"  =  1. 

Z.  B.  genügen  ihr  die  Funktionen  a  —  x, 7  für  w  =  2 ; für 

w  =  4;  sx  für  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  n,  wenn  e  eine 
m'°  Eiuheits Wurzel  bedeutet.  Ist  9  eine  partikuläre  Lösung,  so  ist 
f~^(pf  die  allgemeine,  unter  f  eine  willkürliche  Funktion  verstanden. 
L.  Leau  ^^'')  untersucht  die  Gleichung  von  Babbage  für  den  Fall,  dass 


117)  Paris  Inst,  (math.)  1811,  p.  43. 

118)  S.    z.  B.  Kirchhoff,    Vorlesungen    über   Elektrizität  und  Magnetismus, 
Leipzig  1891,  p.  66. 

119)  Gerg.  ann.  16  (1821),   p.  73;    vgl.  auch  Bausenberytr ,  Math.  Ann.  18 
(1881),  p.  379  und  Periodische  Funktionen,  Leipz.  1884,  p.  162. 

120)  Par.  SOG.  math.  bull.  26  (1898),  p.  5. 
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ip  {x)  eine  eindeutige  analytische  Funktion  in  einem  gegebenen  Be- 
reich sein  soll.     Die  Gleichung  ^^'): 

(82)  F{x,t  (x),  il'^{x),...,4'Jx))  =  0 

lässt  sich  soweit  reduzieren,  dass  sie  keine  Iterierte  mehr  enthält, 
indem  man  successive  ip  =  (p~^f(p  setzt,  wo  f  willkürlich  und 
X  =  (p~'^{z)  ist.  Diese  Gleichung  enthält  als  speziellen  Fall  die 
lineare  Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten: 

(83)  a,x  +  a,  S^  {x)  +  ••■  +  «„  V  (^0  =  ^ ' 

deren  allgemeines  Integral  sich  mit  Hilfe  des  Integrals  der  Gleichung 
von  Babhage  leicht  avxsdrückeu  lässt ''^\ 

22.  Gleichungen  von  Abel  und  von  Schroeder.     Die  Gleichung 
von  AheW-'^): 

(84)  93  (a(^))  =  fp  [x)  -\-  c     oder     S^(p  =  (p  -\-  c 

ist  vielfach  behandelt  worden.  Setzt  mau  x^ipitf),  a(x)  =  -4>(y -\-  1), 
so  gelangt  man  zu  ihrer  Lösung  mit  Hilfe  der  Differenzengleichung 
1.  Oi-dnung  4'  («/  -|"  1)  =  «  ('/'(:'/))  (deren  Lösung  übrigens  nicht  leichter 
ist);  die  Funktion  9p  ist  dann  gegeben  durch  die  Differenz: 

fpi'ii/+  ^)  —  fi'  (y)  =  c- 

Abel  bemerkt:  Kennt  man  eine  partikuläre  Lösung  <p(x)  von  (84), 
so  ist  die  allgemeine  q)  (x) -j- a  (x) ,  wo  co  (x)  in  Bezug  auf  S^  in- 
variant, d.  h.  <S'„  (ro)  =  ra  ist '"'').  Als  Anwendung  löst  er  die  Glei- 
chung (p  (x")  =  ^(x)  -\-  1 ,  von  der  cp  [x)  =  — P — - —  eine  Lösung  ist. 
Endlich  führt  er  die  allgemeinere  Gleichung: 

(85)  F{x,(p{a{x)),(p(ß{x)))=0 

auf  Differenzengleichungen  zurück.  A.  Korkine  '^^)  nimmt  bei  der  Inte- 
gration der  AbeFschen  Gleichung  an,  a  [x)  und  cp  (x)  seien  in  Potenz- 
reihen entwickelbar;  er  erhält  dann  formell  die  Entwicklungskoeffi- 
zienten von  q)  (x)  durch  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten. 
Indem  man  (p  [x)  durch  log  qp  [x)  ersetzt,  erhält  man  aus  der 
Gleichung  (84)  die  folgende: 

(86)  (p  (a{x))  =  C(p  (x)     oder     S^g)  =^  cg). 

121)  Babbage;  Fussnote  116);   0.  Spiess,  Die  Grundbegriffe   der  Iterations- 
recbnung,  Diss.,  Basel  1902.     Vgl.  oben,  Nr.  9. 

122)  Lenieray,  Pur.  CR.  125(1897),  p.  524;  Par.  soc.  math.  bull.  26  (lS98),p.  10. 

123)  Oeuvres  2,  p.  36. 

124)  Korkine  und  Koenigs,  die  dieses  Resultat  ebenfalls   aussprechen,   er- 
wähnen nicht,  dass  es  schon  von  Abel  gegeben  vpar. 

125)  Darb.  Bull.  (2)  6  (1882),  p.  235. 
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die  nach  E.  Sehr oeder^'^)  genannt  wird;  die  Bestimmung  und  der  Gültig- 
keitsbereich der  Lösungen   von  (84)  lassen  sich  aus   denjenigen  von 

(86)  ableiten.  Unter  der  Voraussetzung,  a(^x)  sei  regulär  in  einem 
Kreise  von  einem  Radius  >  1  um  einen  Wurzelpunkt  z  der  Gleichung 
k{x)  —  X  ^  0,  und  es  sei  ferner: 

(87)  ^l\ai'')(.)\<l, 

beweist  J.  Farkas  '^'),  dass  die  Gleichung  (86)  ein  im  Kreise  vom  Ra- 
dius 1  um  2  reguläres  Integral  hat.  Koenigs^^^)  bildet  mit  Hilfe 
eines  Grenzwertes  eine  Lösung  der  Gleichung  (86)  und  beweist  ihre 
Gültigkeit;  ihi-er  Darstellung  (Nr.  24)  sind  noch  einige  allgemeine 
Sätze  über  Konvergenz  der  Iteration  vorauszuschicken. 

23.  Iterationsreehnung.  Ist  a  (x)  eine  gegebene  Funktion  und 
bildet  man  die  Iterierten  S^{x),  SJ{x), .  . .,  S/(x), .  .  .,  so  entsteht  die 
Frage,  ob  der  Fall  eintreten  kann,  dass  diese  Folge  für  r=oo  gegen  einen 
Limes  konvergiert,  unabhängig  von  der  Art,  wie  r  über  alle  Grenzen 
wächst.  Dieses  Problem  hat  sich  E.  Schroeder  '-^)  bei  der  Untersuchung 
eines  Algorithmus  dargeboten,  den  er  Eggers  zuschreibt  und  der  dazu 
dient,  die  Wurzeln  algebraischer  oder  transzendenter  Gleichungen  mit  zu- 
nehmender Genauigkeit  zu  berechnen.  Er  beweist  den  fundamentalen 
Satz:  tvenn  Sj  einen  Grenzwert  z  hat,  so  ist  dieser  Grenzwert  eine 
Wurzel  der  Gleichung  k(x)  —  x  =  0.  FarJias^^")  beweist  weiter: 
Sei  a(x)  eine  analytische  Funktion  von  x,  so  beschaffen,  dass,  wäh- 
rend X  einen  Bereich  T  beschreibt,  der  entsprechende  von  a  (x)  be- 
schriebene Bereich  «(T)  ganz  in  T  liegt,  selbst  wenn  sich  T  auf 
einen  Punkt  zusammenzieht;  dann  haben  die  Iterierten  einen  von  der 
Art,  wie  r  ins  Unendliche  wächst,  unabhängigen  Grenzwert.  Ferner^*'): 
Wenn  a  (x)  für  reelle  x  ebenfalls  reell  ist  und  mit  x  zugleich  wächst 
und  wenn  dabei  für_p<a;<g'  auch  p<^a{p)<icc{x)  <^a(q)  <.q  ist,  so 
haben  die  Iterierten  einen  Grenzwert.  Koenigs  ^^-)  giebt  die  Umkeh- 
rung des  Satzes  von  Sehroeder,  d.  h.:  Wenn  0  ein  nicht  siugulärer 
Punkt  von  a(x)  und  a{z)=z  sowie  \a'{e)\  <  1  ist,  so  ist  z  Mittel- 
punkt eines  Kreises,  in  dessen  Innern 


126)  Math.  Ann.  3  (1871),  p.  296. 

127)  J.  de  math.  (3)  10  (1884),  p.  108. 

128)  Ann.  ec.  norm.  (3)  1  (1884),  Suppl.  p.  3;  2  (1885),  p.  385. 

129)  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  349. 

130)  J.  de  math.  (3)  10  (1884),  p.  102. 

131)  Ibid.  p.  103. 

132)  Darb.  Bull.  (2)  7  (1883),   p.  314. 
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(88)  lim  Ä^C)  (x)  =  z 

ist.  Ist  (p  (a;)  in  s  regulär  und  (p{z)  =  0,  so  kann  man  eine  so 
grosse  Zahl  h  angeben,  dass  ^Sj'{(p)  in  diesem  Kreis  gleichmässig 

n  =  /i 

konvergiert  und  folglich  (II  B  1,  Nr.  6)  in  ihm  eine  reguläre  ana- 
lytische Funktion  darstellt '^^).  Man  hat  auch  den  Fall  beti-achtet, 
dass  die  *S'/  eine  endliche  Zahl  /.:  von  Grenzpunkten  (Häufungs- 
punkten) haben;  sie  sind  dann  Wurzeln  von  S^J'^x)  =  x  und  werden 
durch  die  Substitution  S  zyklisch  vertauscht.  Auch  dieser  Satz  lässt 
sich  umkehren^'*). 

Wenn  a{x)  eine  rationale  ganze  Funktion  von  x  ist,  hat  die 
Gleichung: 

"^  ' =  0 

a(x)  —  X  ' 

solange  die  Koeffizienten  von  u{oc)  unbestimmt  bleiben,  die  Eigen- 
schaft, dass  ihre  Wurzeln  in  Systeme  von  je  n  zerfallen,  in  der 
Weise,  dass: 

«2  =  k{x^,  x^  =  a{x^, .  .  .,  a;^  =  «(^„_i) 

ist,  wenn  x^,  x^,  .  .  .,  x^  die  Wurzeln  eines  Systems  sind^'^)- 

Die  Iteration  irrationaler  Funktionen  kann,  wie  gesagt,  zur 
näherungs weisen  Berechnung  der  Wurzeln  einer  Gleichung  dienen, 
z.  B.  für  die  trinomische  Gleichung 

(89)  X"  ~  x  —  a  =  0 

die  Iteration   von    yx  -\-  a;  für 

x'"-  —  px"  +  3"  =  0 
die  von^**"): 

t/IZ^     oder    yj^^- 
'    p  —  X™     "  '  x"' 

E.  Netto^^'')  untersucht  die  aus  der  Iteration  von 


(90)  Yoc^a 

oder 


(91)  Vaa."-!  -f  hx"-^  H \-c 


133)  G.  Eoenigs,  Ann.  ec.  norm.  (2)  1  (1884),  Sappl.  p.  14. 

134)  Eoenigs,  Darb.  Bull.  (2)  7  (1883),  p.  314;  F.  Podetti,  Giom.  di  mat.  35 
(1897),  p.  264. 

135)  i;.  Netto,  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  148. 

136)  E.  B.  Hoffmann,  Arch.  f.  Math.  66  (1881),  p.  38. 

137)  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  141. 
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entstehenden  Algoritlimen  und  ihre  Konvergenz;  er  bestimmt,  welche 
Wurzeln  von  (1)  durch  den  Grenzwert  der  Iteration  von  (2)  geliefert 
wird,  je    nach    der  Wahl    des  Ausgangswertes    x^.     C.  Isenkrahe   he- 
merkt^'*):  wenn  man  x  irgendwie  aus  der  Gleichung 
(92)  x''  —  ax''-^  —  bxf'-^ c  =  0 

in  der  Form: 

X  =  tt{x) 

isoliert  und  dann  von  irgend  einem  (reellen  oder  komplexen)  Werte 
Xq  aus  die  Iterierten  SJ-"^  {x^  bildet,  so  kann  dieser  Prozess  gegen 
eine  Wurzel  |  von  (4)  konvergieren,  wenn  j«'(|)|<l  ist;  ferner 
beweist  er,  dass  die  Iteration  von 

a{x)  —  xa'{x) 
l  —  a{x) 

gegen  eine  beliebige  Wurzel  von  (4)  konvergieren  kann. 

Die  Iteration  der  Potenz  x^  untersuchen  Eisenstein  ^^^)  und 
SeideP*");  die  der  Funktion  a/logx  und  überhaupt  von  Funktionen 
der  Form 


^\<p{x)) 


A.  Sommerfeld  "^). 

24.    Anwendung    der    Iterationsrechnung    auf    die    Gleichung 

von  Abel.     Sei  lim  iSy""'  ix)  =  z  in  einem  Kreise  um  z,  in  dem  a  (x) 

regulär  und  \a{x)\  <  1   ist;    dann  ist: 

(93)  i?(^)  =  lim'^'f'f  7^ 

eine  in  der  Umgebung  von  z  reguläre  analytische  Funktion;  und  wird 
a  {z)  ==  a  gesetzt,  so  genügt  sie  der  Gleichung  von  Scliroeder  (Nr.  22) 
S^(p  =  afp,  die  somit  gelöst  ist"^).  Jede  andere  in  der  Umgebung 
von  z  reguläre  Lösung  dieser  Gleichung  unterscheidet  sich  nur  durch 
einen  konstanten  Faktor  von  einer  Potenz  von  JB(x).  Aus  der  Lösung 
der  Gleichung  von  Schroeder  erhält  man  die  Lösung  log  JB(x)  der 
Gleichung  von  Abel.  Die  Funktion  -B(a;)  von  Koenigs  kann  auch 
zur  Integration    anderer   Gleichungen    dienen"^),    wie   S  ""  =  S^   und 


138)  Math.  Ann.  31  (1888),  p.  309;  Progr.  Trier  1897. 

139)  J.  f.  Math.  28,  1844,  p.  49. 

140)  Münch.  Abhandl.  11'  (1872),  p.  360. 

141)  Gott.  Nachr.  1898. 

142)  Koenigs,    Par.  CR.  99  (1884),  p.  1016;    Ann.  ^c.  norm.    (3)    1    (1884), 
Suppl.  p.  19;  2  (1885),  p.  385. 

143)  Ann.  öc.  norm.  (3)  2  (1885),  p.  385. 
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S  S^  =  S^S  ,  wo  a  gegeben  und  (p  gesucht  ist.  Ä.  Gnivy^^)  beweist 
die  Existenz  der  Lösung  dei-  Gleichung  (86)  für  a  iz)  =  0,  L.  Leau  "^) 

für  \a' (s)\  =  1. 

25.  Andere  Anwendungen  der  Funktionen  von  Koenigs.  Man 
kann  die  Funktionen  Ji{x)  auf  die  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen F{(p)  =  0  anwenden,  die  bei  einer  Transformation  der 
Form  X  =  l(t),  cp(x)  =  il)(t){i(t)  ungeändert  bleiben;  nur  dass  t  statt 
X,  ip(t)  statt  (p{x)  vorkommt.  Eine  solche  Gleichung  hat  mindestens 
ein  Integral,  das  einer  Funktionalgleichung  von  einer  der  von  Koenigs 
untersuchten  Formen  genügt,  und  die  Integration  geschieht  mit  Hilfe 
der  Funktionen  i?(a;)."^) 

Eine  andere  Anwendung  besteht  in  der  Untersuchung  der  Glei- 
chungen der  Form: 

(94)  7r^(p  -\-  n^S^fp  -\-  n^S^cp  +  •  •  •  +  Tt^Sj'cp  =  0, 

wenn  nach  Lösungen  (p  (x)  gefragt  wird,  die  in  der  Umgebung  eines 
Punktes  s  =  lim  Sj"  regulär  sind.  Dieses  Problem^"")  bietet  Analo- 
gien zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  dar:  so  ist  z.  B. 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  zwischen 
n  Funktionen  qpj,  q)^,  .  . .,  g)^  eine  lineare  homogene  Relation  mit 
gegenüber  S^  invarianten  Koeffizienten  bestehe,  das  Verschwinden 
der  zur  Wronski'achen  analogen  Determinante"*): 


(95) 


<Pl  (P2  ■   ■  9n 


daraus  folgt,  dass  die  Gleichung  (94)  nur  n  im  angegebenen  Sinne 
linear  unabhängige  Lösungen  haben  kann.  Die  wirkliche  Existenz 
von  n  solchen  Lösungen  lässt  sich  mit  Hilfe  der  Funktionen  B(x) 
durch  eine  Methode  beweisen,  die  zu  der  der  „fonctions  majorantes" 
in  der    Theorie    der  linearen    Differentialgleichungen  (II  B  7)   analog 

144)  Paris  These  1894. 

145)  Paris  These  1897. 

146)  P.  Appell,  Par.  C.  R.  7  novembre  1881;  Acta  math.  15  (1891),  p.  281. 

147)  A.  Grevy,  Ann.  6c.  norm.  (3)  11  (1894),  p.  249. 

148)  Wegen  der  Verallgemeinerung  der  Wronslci'schen  Determinante  und 
■wegen  derjenigen  Funktionalgleichungen,  deren  Theorie  Analogien  zu  der  der 
Differentialgleichungen  darbietet,  vgl.  man  Pincherle,  Line.  Rend.  (6)  6'  (1897), 
p.  301;  E.  Bortolotti,  ibid.  7',  1898,  p.  45;  Bourlet,  Par.  C.  R.  124  (1897),  p.  1431. 
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ist"').  Eine  sclion  erwähnte  Untersuchung  von  L.  Leaii^^")  giebt 
Existenztheoreme  für  die  regulären  Lösungen  von  Systemen  von 
Funktionalgleichungen,  die  zu  den  Systemen  linearer  Differential- 
gleichungen analog  sind,  z.  B.  das  folgende:  Seien  tp^,  (p.^,  .  .  .,  qp„  die 
unbekannten,  a  und  die  ß^j  gegebene  Funktionen;  man  sucht  von  dem 
Gleichungssystem : 

(96)  q'i  =  2ß^AVj         (i,  =  l,2,...,n) 

die  in  der  Umgebung  einer  Wurzel  der  Gleichung  a{x)  —  x  =  0 
regulären  Lösungen  und  findet  für  sie  Reihenentwicklungen,  deren 
Konvergenz  man  durch  die  Bedingungen  der  „fonctions  majorantes" 
beweist.  Derselbe  Autor  untersucht  auch  den  Fall,  dass  die  Funktionen 
9)1,  (p.2,  .  .  .,  g)„  und  a  eine  beliebige  Anzahl  von  Variabein  enthalten. 
36.  Analytische  Iteration.  Die  Lösung  des  Problems  der  ana- 
lytischen Iteration,  d.  h.  die  Bildung  von  Sj  für  beliebiges  r,  lässt 
sich  auf  die  eben  besprochenen  Probleme  zurückführen.  Durch 
direkte  Rechnung  ist  sie  mühsam,  selbst  in  den  einfachsten  Fällen, 
wie  dem  der  linearen  Funktion  ^^*): 

Eine  abgekürzte  Methode  geben  Ä.  Cayley^^^),  dann  E.  Schroeder^^*) 
mit  Hilfe  der  der  Ditferenzenrechnung  (I  E)  entlehnten  Formel: 

(98)     SJ  =  S"  +  )•  (S  —  S«)  +  '-—^  (S^  —  2S  +  S«)  +  •  •  • . 

Das  Problem,  »S/  für  ein  beliebiges  (nicht  mehr  notwendig  ganz- 
zahliges) r  zu  definieren,  ist  unbestimmt,  solange  man  nicht  noch 
irgend  welche  weitere  Bedingung  hinzufügt,  z.  B.  Konvergenzbedin- 
gungen, oder  dass  S""  eine  analytische  Funktion  von  r  und  x  sein 
soll.  E.  Schroeder^^^)  bemerkt,  dass  man  die  Iterierten  einer  Funk- 
tion 3  bilden  kann,  wenn  S^=S,S  S~r^  ist  und  man  die  von  « 
kennt;  diese  Bemerkung  erlaubt  die  Iterierten  zahlreicher  Funktionen 

149)  Grevy,  Paris  Thfese  1894. 

150)  Paris  These  1897. 

151)  E.  Hoppe,  Zeitschr.  Math.  Phys.  5  (1860),  p.  136;  J.  A.  Serret,  J.  de 
math.  16  (1850),  p.  156;  Cours  d'algfebre  supörieure. 

152)  Die  Iteration  von  solchen  linearen  Funktionen  kommen  in  der  Theorie 
der  diskontinuierlichen  Gruppen  und  der  automorphen  Funktionen  häufig  vor; 
so  z.  B.  F.  Klein,  Ikosaeder,  Leipzig  1884,  passim.,  Klein -Fricke,  Modul- 
funktionen 1,  Leipzig  1890,  2.  Abschn,,  Kap.  I. 

153)  Papers  5,  p.  466. 

154)  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  317. 
166)  Ebenda  3  (1871),  p.  300. 
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aus  denjenigen  der  linearen  Funktion  (97)  abzuleiten.  Man  kann  die 
Iterierten  von  a  auch  in  dem  Falle  bilden,  dass  man  eine  Funktion  i/» 
kennt,  die  ein  Additionstheorem  der  Form  i^'  [x  -\-  c)  =  a(ilj  (x))  oder 
ein  Multiplikationstheorem  der  Form  i{j  (cx)  =  a^ip  ix))  hat.  Mit  Hilfe 
dieser  Bemerkung  führt  Sehroedcr  das  Problem  der  Iteration  auf  die 
Auflösung  der  Gleichung  (84)  oder  (86)  zurück.  C.  Formenti^^^) 
leitet  die  Lösung  des  Problems  der  Iteration  direkt  aus  der  der  Glei- 
chung von  Abel  ab.  Ä.  Korlcine^^'')  und  J.  Farkas^"'^)  führen  durch 
andere  Methoden  die  Lösung  des  Problems  der  Iteration  auf  die  der 
genannten  Gleichungen  zurück.  Endlich  C.  Bourlet  '^^)  nimmt  die 
Formel  (98)  für  beliebiges  r  in  Ans^sruch  und  beweist :  Werm  a  (x) 
in  der  Umgebung  eines  Wurzelpunktes  z  von  a{x)  —  a;  =  0  regulär 
und  \a(s)\  <  1  ist,  so  giebt  diese  Formel  nicht  nur  formell,  sondern 
thatsächlich  die  Entwicklung  der  Iterierten  von  « (x)  als  analytische 
Funktion  von  x  und  r.  Iteration  von  linearen  Differentialausdrücken 
betrachtet  A.  Gutzmer'^^^^). 

27.  Verschiedene  Funktionalgleichungen.  Verallgenieinerung 
der  Periodizität.     Transcendentale  Transcendenz. 

a)  Ausser  den  bisher  besprochenen  Funktionalgleichvmgen  sind 
noch  viele  andere  gelegentlich  aufgetreten  oder  Gegenstand  von 
speziellen  Untersuchungen  gewesen.  So  bemerkt  N.  H.  J.&eZ"°): 
Aus  einer  nicht  kontradiktorischen  Gleichung  der  Form: 

(99)  V{x,y,cp{a),t\ii),F{Y),..:)  =  Q, 

in  der  a,  ß,  y,  ...  gegebene  Funktionen  von  x  und  y  sind,  lassen  sich 
die  unbekannten  Funktionen  (p,  f,  F,  ...  im  allgemeinen  alle  bestimmen. 
Als  Anwendung  bestimmt  er  qp  in  der  Gleichung: 

(100)  <p{a)  =  Vix,y,(p{ß),(p(y)), 

indem  er  zuerst  x  und  y  durch  die  Eelation  « (x,  y)  =  const.  ver- 
bindet und  nach  x  diiferentiiert,  dann  mit  ß  (x,  y)  =  const.  ent- 
sprechend verfährt  und  so  das  Problem  auf  die  Integration  einer 
Differentialgleichung  1.  Ordnung  zwischen  qp(y)  und  y  zurückführt. 

Analog  verfährt  H.W.  Fexidcr'^^^)  für  die  allgemeinere  Funktional- 
gleichung 

156)  Lomb.  Rend.  (2)  8  (1875),  p.  276. 

157)  Darb.  Bull.  (2)  6  (1882),  p.  228. 

158)  J.  de  math.  (3)  10  (1884),  p.  104. 

159)  Toulouse  Fac.  ann.  12  (1898),  p.  C  1. 

159")  Sitzungsber.  der  Böhm.  Gesellschaft,  Prag  1902. 

160)  Magazin  for  Naturvidenskaberne,  Christiania  1823;  Oeuvres  ed.  Syloic 
et  Lie  1,  p.  1. 

161)  Monatsh.  Math.  14  (1902),  p.  297. 
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flOl)  F{f,{x,),    Ux,),---,    Ux,))  =  Q, 

wo  ^i+1,  •  •  •,  ^„  Funktionen  der  übrigen  reellen  oder  komplexen  un- 
abhängige Variabein  x^,---,Xf.  sind.  Durch  Differentiation  von  fl) 
nach  den  :i\,-  ■  ■ ,  x^.  hat  man 

(102)  iV/(^'.)+2fA,'(^j|5  =  0, 

und  durch  passende  Setzungen  und  unter  Bedingungen,  die  wohl 
wesentliche  Beschränkungen  darstellen,  kann  man  /a'+Ij  /'a  +  2;  ■  ■  ■ ,  f'n 
erhalten. 

Ein  anderes  von  Ahel^^'^)  gestelltes  Funktionalproblem  ist  die 
Aufsuchung  solcher  Funktionen  f  von  zwei  Variabein,  dass  f'{z,fix,y)) 
in  x,  y,  s  symmetrisch  ist;  er  findet:  jeder  solchen  Funktion  entspricht 
eine  Funktion  (p  (i()  von  der  Art,  dass  identisch 
(p  {f%  y))  =  qp  (a;)  -f-  9  {y) 
ist.  Diese  von  Ahel  angegebene  Lösung  ist  die  allgemeinste'^'),  wenn 
f{x,  y)  Ableitungen  nach  x  und  y  haben  soU. 

Die  Funktionalgleichung: 

(103)  f{x-Vy)-f{x)+f{y) 

definiert  die  Funktion  ax,  wenn  f{x)  stetig'^)  sein,  oder  in  jedem 
endlichen  Intervall'**),  oder  auch  in  einer  willkürlichen  kleinen  Um- 
gebung von  X  =  0'**)  eine  obere  Grenze  haben  soll,  mag  sie  reell 
oder  komplex  sein;  aber  nicht,  wenn  ihre  obere  Schranke  in  jedem 
endlichen  Intervall  unendlich  ist'*'). 

Caiichy^^^)   untersucht  auch  die  einfachen  Funktionalgleichungen 

a^  +  y)=f(^)m, 

f{xy)=f{x)f{y), 
f{xy)  =  /-(.r)  +  fiii) 

und  findet,  dass  die  reellen  stetigen  Funktionen,  welche  diese  Gleichungen 
befriedigen,  durch 

162)  J.  f.  Math.  1  (182G),  p.  1;  Oeuvres  ed.  Sylow  et  Lie  1,  p.  61. 
16.S)  P.  Stachel,  Zeitschr.  Math.  Phys.  42  (1897),  p.  32.3. 

164)  A.  Cauchy,  Analyse  algährique,  Paris  1821,  p.  103  (Oeuvres  (2)  3  (1897), 
p.  98,  p.  220). 

165)  G.  Darboux,  Math.  Ann.  17   (188Ü),  p.  55;     C.  Segre,  Torino   atti   25 
(1890),  p.  192,  287. 

166)  La  ValJee-Poussin,  Cours  d'aualyse,  1903,  p.  30. 

167)  B.  Volpi,  Giom.  di  mat.  35  (1897),  p.  104;   G.  Haniel,   Math.  Ann.  60 
(1905),  p.  459. 

168)  Vgl.  Fussnote  164). 
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fix)  =  a',     x",     a  log  X 

resp.  gegeben  sind.  H.  W.  Pexider^^^)  betrachtet  die  allgemeineren 
Funktionalgleichungen 

f(x)  +  q>(y)  =  i>(x  +  y), 

f{x)(p{y)  =  rp{xy), 

tXx)  +  90(2/)  =  i,{xy) 

und  findet,  dass  man  resp.  hat 

f{x)  =  ax  +  c,     ha',     hx",     a  log  x  -f-  b- 
und 

qD(a;)  =  aa;  +  c,     h' a",     h'x'^,     a  log  x  +  ?>'. 

Ähnlich    für    komplexe    stetige    Funktionen    einer    reellen    Variablen, 
b)  Die  Funktionalgleichung: 

(104)  qp  («(a;))  =  (p  (x)     oder     S^q)  =  qp, 

in  der  a  gegeben  ist,  kann  als  Definition  der  Periodizität  im  all- 
gemeinsten Sinne  des  Wortes  angesehen  werden '''").  Periodizität  im 
engeren  Sinne  erhält  man  für  a(x)  =  x  -\-  a,  wo  a  eine  Konstante 
bedeutet;  für  a^x)  =  ax  erhält  man  eine  Relation,  auf  die  man  die 
Theorie  der  doppeltperiodischen  Funktionen  stützen  kann^'^),  wie  die 
Verwandlung  von  x  in  e""  sofort  zeigt.  Die  Definition  der  doppelten 
Periodizität  erster,  zweiter  und  dritter  Ai-t  (II  B  3)  besteht  in  nichts 
anderem  als  in  einem  System  von  zwei  einfachen  Funktional- 
gleichungen. Ein  System  von  einer  endlichen  oder  unendlichen  An- 
zahl von  Gleichungen  der  Form: 

(105)  S^(p  =  <p,      S^q)  =  (p,    ... 

führt  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Operationen  S^,  S^,  .  .  .  eine  Gruppe 
bilden  müssen;  sind  die  Funktionen  u,  ß,  .  .  .  linear,  so  kommt  man 
auf  die  Theorie  der  gegenüber  einer  (diskontinuierlichen)  Gruppe 
linearer  Substitutionen  invarianten  Funktionen,  d.  h.  der  automorphen 
(i^MC'/is'schen)  Funktionen  von  Poincare  und  Klein  (11  B  4).  Ihre 
Verallgemeinerung  auf  Funktionen  von  mehreren  Variabein,  d.  h.  die 


169)  Monatshefte  für  Math,  und  Phys.  14  (1902),  p.  293. 

170)  0.  Bausenhe/ger,  Lehrbuch  der  Theorie  der  periodischen  Funktionen, 
Leipz.  1884.  Vgl.  auch  wegen  einer  Verallgemeinerung  der  Periodizität,  die 
auch  auf  mehrdeutige  Funktionen  ausgedehnt  wird,  E.  Jaggi,  Nouv.  ann.  (4)  1 
(1901),  p.  146,  450,  529. 

171)  S.  Pincherle,  Giorn.  di  mat.  18  (1880),  p.  92;  Raiisenberger,  Lehrbuch, 
Abschn.  VI;  A.  F.  Forsi/Ih,  Theory  of  fuuotions,  Cambr.  1893,  p.  586. 
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hyperfuclis'scheu  und  hyperabeFschen  Funktionen  von  E.  Picard^''^), 
sind  ebenfalls  durch  Funktionalgleichungen  definiert.  —  Die  all- 
gemeine Periodizitätsgleichung  (104)  ist  foi-mell  allgemein  durch  die 
Formel  gelöst  worden"'): 

(106)  <p{^)=2Sa"f{^), 

in  der  f(x)  eine  willkürliche,  in  besonderen  Fällen  rationale  Funk- 
tion bedeutet;  in  der  Theorie  der  einfach  und  doppelt  periodischen, 
überhaupt  der  automorphen  Funktionen  hat  man  zahlreiche  Beispiele 
dafür,  dass  durch  geeignete  Wahl  der  Funktion  f[x)  Konvergenz  der 
Reihe  erreicht  und  so  eine  effektive  Lösung  der  vorgelegten  Gleichung 
gewonnen  werden  kann. 

c)  Wichtige  Klassen  von  Funktionen  sind  definiert  durch  ein  Äddi- 
tionsthcorfm,  das  seinen  Ausdruck  in  einer  Funktionalgleichung  findet. 
Dahin    gehören   die  Kreisfunldionen:   die  Funktion   Cosinus  lässt  sich 
bestimmen  durch  die  Gleichung"*): 
(73)  (p  {x  -\-  a)  -\-  (p  {x  —  a)  =  2^  (x)  (p  (a), 

mit  Hinzufügung   einer   Nebenbedingung  (vgl.  Nr.  20);    die   Funktion 
Sinus  durch"*): 
(107)  ^,2x)<p(^)  =  2q>(x)^(x  +  ^), 

ebenfalls  mit  Nebenbedingungen;  die  Partialbruchzerlegung  der  Funk- 
tion Kotangente  lässt  sich  ableiten  aus  ihrer  Eigenschaft"*): 
fl08)  (p{u)q>(v)-j-q>{v)(p(tv)-\- (p{w)(f(u)  =  3i'  für  u -\- v -{- iv  =  0. 
Die  für  diese  Funktion  benutzte  Methode  lässt  sich"^)  auch  an- 
wenden zur  Bestimmung  der  Partialbruchzerlegung  der  Weierstrass^schen 
Funktion  t{x),  die  durch: 

(109)  {m  +  m  +  Uw)y+t'iu)  +  t'(v)  +  t'(:iv)=0  für  u-^v  +  w  =  0 
definiert  ist.  Weierstrass^'''')  hat  seine  Vorlesungen  über  elliptische 
Funktionen  oft  mit  dem  Satze  begonnen:  Eine  analytische  Funktion 
9?  (x)  von  der  Art,  dass: 


172)  Par.  C.  K.  1884,  1885,  1889;  Ann.  i^c.  norm.  1885;  J.  (1.  math.  1885; 
vgl.  auch  hierüber  11  B  4. 

173)  P.  Appell,  Par.  C.  R.  88  (1879),  p   807,  1022. 

174)  E.  H.  Moore,  Ann.  of  math.  9  (1895). 

175)  F.  ScJiottky,  J.  f.  Math.  110  (1892),  p.  324. 

176)  Ebenda,  p.  329. 

177)  Weierstrass- Schwarz,  Formeln  und  Lehrsätze,  Berlin  1893,  p.  1;  vgl. 
auch  Mausenhirger,  Lehrbuch  170,  p.  140.  —  Im  übrigen  vergleiche  man  wegen  der 
Additionstheoreme  der  elliptischen  und  Abel'schen  Funktionen  die  betr.  Artikel 
von  II  B  3  und  5. 
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(110)  F{(p  (x),  qp  (?/),  (p(x-\-  y))  =  0 , 

wo  F  eine  rationale  Funktion  bezeichnet,  ist  entweder  algebraisch 
oder  periodisch;  H.  Petrini  "*)  beweist,  dass  dieser  Satz  auch  noch 
gilt,  wenn  man  (p  nicht  als  analytisch,  sondern  nur  als  in  der  Um- 
gebung eines  Punktes  x^  eindeutig  und  stetig  voraussetzt. 

Funktionalgleichungen  können  auch  zur  analytischen  Fortsetzung 
einer  zunächst  nur  in  einem  begrenzten  Bereich  definierten  analy- 
tischen Funktion  in  einen  grösseren  Bereich  dienen. 

Sei  noch  die  Funktionalgleichung  erwähnt: 

(111)  cp(x  +  x',  y-{-y',  ...) 

=  f  («^, '!/,  ■■■)  +  <p  (^'>  y\  ■■■)  +  f(^,  y>  ■■■;  ^',  y'>  ■  ■  ■), 

in  der  /'  gegeben,  (p  gesucht  sei;  ihre  Lösung  wird  in  der  Form  er- 
halten : 

(112)  ^^^,y)  =  c,x  +  c,y-\-...-\-S, 

wo  S  eine  Summe  von  Termen  bedeutet,  die  man  erhält,  indem  man 
in  f{x, «/,...;  x',  y',  . . .)  der  Reihe  nach  eine,  zwei,  . . .  Variabein  gleich 
Null  setzt  1«"). 

E.  Ficard^^^)  hat  unendlich  viele  Systeme  von  m  eindeutigen 
analytischen  Funktionen  f,(f,...,^  gefunden,  die  periodisch  sind  mit 
der  Periode  co,  und  die  Funktionalgleichungen 

i    fix  +  m)  =  F^{f(x),  ip(x),  ...,  ipix)), 

(113) 

[    cp(x  -\-  co')  =  Ii„Xfix),  (Pix),  .  .  . ,  i>{x)) 
befriedigen;  hier  ist  w  :  co'  nicht  reell,  und  li^,  F^,  .  .  .,  i?,„  definiert 
eine  birationale  Substitution  über  m  Buchstaben.     Eine  geometrische 
Frage  führt  später  FkanP^-)  zur  Betrachtung  des  Systems  von  Funk- 
tionalgleichungen 

i    f{ax,  hy,  .  .  . ,  Iz)  =  F^{f,  cp,  .  .  . ,  ip) 

(114) 

1  (p(ax,  by,  .  .  .,  Is)  =  R^(f,  q>,  .  .  . ,  ip); 

das  System  kann  durch  in  der  Umgebung  von  x  =  y=--^g  =  0 
reguläre  und  übrigens  meromorphe  Fimktionen  befriedigt  werden. 
In  beiden  Fällen  ist  die  Lösung  durch  successive  Approximationen 
erhalten. 


178)  Stockh.  Forbandl.  1901,  jy  297. 

179)  Vgl.  II  B  1,  Nr.  16. 

180)  F.  Severi,  Torino  Atti  36  (1901),  p.  76.    Severi  wendet  diese  Auflösung 
auf  eine  Frage  der  abzählenden  Geometrie  an. 

181)  Par.  C.  R.  117  (1893),  p.  472,  603. 

182)  Par.  C.  R.  139  (1904),  p.  6. 
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Endlich  sei  erwähnt,  das  F.  PietzJcer^^^)  sich  mit  den  allgemeinsten 
Verbindungen,  die  assoziativen  Charakter  haben  und  mit  den  sich 
daraus  ergebenden  Funktionalgleichungeu  beschäftigt. 

d)  Nur  hingewiesen  sei  auf  die  Funktionalgleichung: 

(115)  (p{x-\-l)  —  <p  (x)  =  G  (x), 

in  der  G(x)  eine  ganze  Funktion  bedeutet ^^);  dann  auf  die  zur  De- 
finition der  F- Funktion  analogen  Gleichungen: 

(116)  cp  (x  +  1)  -  r  (x)  (p(x)=^s  (x) , 

in  denen  r{x)  und  s{x)  rationale  Funktionen  bedeuten '*^);  denn  sie 
gehören  in  die  Differenzenrechnung.  Eine  Verallgemeinening  dieser 
Differenzengleichungeu  bilden  die  Gleichungen  der  Form: 

(117)  2Ktp{x-\-a,)  =  f{x), 

in  der  /'  eine  gegebene  Funktion  bezeichnet'*^);  sie  führen  auf  lineare 
Differentialgleichungen  unendlich  hoher  Ordnung  (Nr.  14)  und  lassen 
sich  mit  Hilfe  der  Transformation  von  Laplace  (Nr.  16)  formell, 
unter  geeigneten  Voraussetzungen  über  die  Funktion  f{x)  auch  effektiv, 
durch  ein  bestimmtes  Integral  lösen.  Die  A,,  können  dabei  Konstante 
oder  rationale  Funktionen  von  x  sein. 

e)  0.  Hölder^'^')  hat  bewiesen,  dass  die  F-Funktion,  die  die  Fuuk- 
tionalgleichung 

(118)  f{x+l)  =  xf{x) 

befriedigt,  deswegen  keiner  algebraischen  Differentialgleichung  ge- 
nügen kann;  sie  ist,  nach  E.  H.  Moore  '"*),  transcendental-transcendent. 
Ferner  beweist  H.  Tictsl'c^^^),  dass  eine  analytische  Funktion,  die  eine 
Funktionalgleichung 

(119)  f(x)f{x  +  l)=f{x)-\-rix), 

die  keine  rationale  Lösung  hat,  und  wo  r(x)  im  Unendlich  ver- 
schwindet, befriedigt,  auch  transcendental-transcendent  ist.     lloore^^) 


183)  Beiträge  zur  Funktionenlehre,  Leipzig  1892. 

184)  C.  Guiehard,  Ann.  6c.  norm.  (3)  4  (1887),  p.  31)1;  Ä.  Hurwitz,  Acta 
math.  20  (1897),  p.  285. 

18.5)  Namentlich  Hj.  Mdlin,  Acta  math.  3  (1883),  p.  322;  8  (1886),  p.  37; 
25  (1902),  p.  139. 

186)  G.H.  Halphen,  Par.  C.  K.  93  (1881),  p.  781;  S.  Pinchede,  Bologna  Mem. 
C4)  5  (1888)  (zwei  Abhandlungen,  die  erste  betritft  den  Fall,  dass  die  Koeffi- 
zienten h,  konstant,  die  zweite  den,  dass  sie  rationale  Funktionen  von  x  sind); 
fiend.  del  circ.  mat.  di  Palermo  18  (1904),  p.  273. 

187)  Math.  Ann.  28  (1886),  p.  1. 

188)  Ibid.  48  (1897),  p.  70. 

189)  Mouatsh.  Math.  16  (.1905),  p.  329. 
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hatte  schou  ein  sehi"  allgemeines  Theorem  gegeben  über  transcen- 
dentale  Transcendenz  analytischer  Funktionen,  die  einer  Funktional- 
gleichung 

f{G{x))  =  Ht\x)) 

genügen,  nelien  Bedingungen  für  G  und  H. 

28.  Integralgleichungen  erster  Art  (Umkehrung  der  bestimmten 
Integrale);  Allgemeines.  Das  Problem  der  ündehrung  der  bestimmten 
Integrale  hat  zum  Gegenstand  die  Auflösung  der  Fauktionalgleichung^^") 

(120)  ßix,y)(p(y)dy  =  f(x) 
(0 

nach  der  unbekannten  Funktion  (f  (y);  f{x)  ist  eine  gegebene  Funk- 
tion, ebenso  cc{x,  y);  die  letztere  heisst  clmraMeristische  Funldion  oder 
Kern.  Diese  Funktionen  können  analytisch  sein  oder  nicht;  die  In- 
tegrationsgrenzen können  reell  sein  oder  l  kann  eine  offene  oder  ge- 
schlossene, endliche  oder  unendliche  Linie  in  der  Ebene  der  Varia- 
belu  y  bedeuten.  Die  Wichtigkeit  des  Problems  (120)  liegt  einmal 
in  seinen  zahlreichen  Anwendungen  in  der  mathematischen  Physik, 
dann  darin,  dass  es  äquivalent  ist  mit  dem  Problem  der  Entwicklung 
der  gegebenen  Funktion  /'(.r)  in  eine  Reihe  nach  gegebenen  Funk- 
tionen (?r^ (a;)  (m  =  0,  1,  2,  ...);  die  charakteristische  Funktion  muss 
dann  so  gewählt  Averden,  dass  sie  längs  des  Integrationsweges  /  eine 
gleichmässig  konvergente  Entwicklung 

(121)  a  {x,  y)  =  ^l„  (y)  m„  ( x) 

zulässt,  und  die  Bestimmung  der  Koeffizienten  der  Entwicklung  von 
fix)  ist  mit  der  Bestimmung  der  Funktion  q>{y)  äquivalent ^). 

Die  Formel  (120)  ist  eine  Funktionalgleichung  im  engereu  Sinne 
des  Wortes,  wenn  /'(.r)  eine  gegebene  Funktion  ist;  ist  f  innerhalb 
eines  gewissen  Funktionalbereiches  willkürlich,  so  ist  diese  Formel 
die  Definition  der  zu: 

(46)  A  if)  =Jcc  {x,  y)  cp  (y)  dy 

(') 
inversen  Operation  A~^.    Für  diese  Auffassung  fällt  das  Problem  der 
Umkehrung   der   bestimmten  Integrale   zusammen    mit    dem   der   Auf- 


190)  Für  die  Gleichung  i^llä)  hat  I.  Fredholm  den  Namen  „AbeVsche  Funk- 
tionalgleichiing'-^  vorgeschlagen,  D.  Hubert  nennt  sie  „Integralgleichung  erster  Art"-. 
Der  Name  Integralgleichung  geht  auf  P.  du  Bois-Reymond,  J.  f.  Math.  103 
(1888),  p.  228,  zurück. 

191)  U.  Dini,  Ann.  univ.  ToäC.  17  (1880  . 
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suchung  der  Inversen  einer  distributiven  Operation,  die  in  der  Gestalt 
eines  bestimmten  Integrals  gegeben  ist  (Nr.  15).  Das  so  formulierte 
Problem  zerfällt  in  zwei:  einmal  handelt  es  sich  um  die  formelle 
Bestimmung  des  Ausdrucks  der  Operation  Ä~^,  im  allgemeinen  eben- 
falls in  der  Gestalt  eines  bestimmten  Integrals  —  was  mit  der  Be- 
stimmung von  dessen  charakteristischer  Funktion  äquivalent  ist;  dann 
muss  festgestellt  werden,  in  welchem  Funktionalbereich  für  f(x)  diese 
Operation  A~'^  Bedeutung  hat.  Die  Frage  kommt  so  zurück  auf  die 
Bestimmung  einer  Funktion  ß{y,t)  und  eines  Integrationsweges  l' 
von  der  Art,  dass  in  einem  passend  gewählten  Funktionalbereich  für 
f(x)  die  Gleichung  gilt: 

(122)  //«  (x, y)  ß  {y,  t)  f{t)  dtdy  =  f{x) . 

Hat  man  mit  analytischen  Funktionen  zu  thun  und  sind  die  Voraus- 
setzungen der  CaMc/(?/'schen  Integralformel  (U  B  1,  Nr.  4)  erfüllt,  so 
reduziert  sich  das  Problem  noch  auf  die  Bestimmung  einer  Funktion  ß 
von  der  Art,  dass  die  Gleichung  gilt: 

(123)  J„(.^•,2/)/?(2/,0<///  =  ^■ 
(0 

Endlich  kann  man  noch  zwei  Fälle  des  Problems  (120)  unterscheiden, 
je  nachdem  der  Integrationsweg  fest,  d.  h.  von  x  unabhängig  ist 
(Nr.  29)  oder  nicht  (Nr.  30). 

29.  Umkelirung  bestimmter  Integrale  mit  festen  Grenzen. 
Für  den  Fall  fester  Grenzen  ist  das  Problem  (120)  oder  was  dasselbe 
ist,  das  der  Bestimmung  der  Funktionen  ß  (y,  t)  im  allgemeinen  nicht 
gelöst;  doch  kennt  man  die  Lösung  für  eine  Anzahl  spezieller  Fälle. 
Zunächst  den  Fall  a(x,y)^e''>,  den  N.  H.  AheP^^\  behandelt  hat; 
er  findet,  dass  in  besonderu  Fällen  die  Umkehrung  durch  ein  Integral 
derselben  Form  geschieht '^^): 

9iy)=-Je-''''n3;)dx. 

Das  Fourier'sche  Integral  ^^*)  giebt  dieselbe  Umkehrung  in  der  Ge- 
stalt (122).     Das    Inversionsproblem    lässt    sich    auch    in    dem    Falle 


192)  Oeuwes  2,  p.  69. 

193)  Das  ist  ein  anderer  Ausdruck  für  die  in  Nr.  16  schon  zitierte  Be- 
merkung, dass  die  Umkehrung  einer  Laplaee' sehen  Transformation  wieder  eine 
Laplace'sdae  Transformation  ist. 

194)  J.  Fourier,  Theorie  analjtique  de  la  chaleur,  Paris  1822,  Nr.  342,  p.  533; 
Nr.  360,  p.  546  (Oeuvres  1,  p.  387,  406);  C.Jordan,  Cours  d'analyse  2,  Paris  1894, 
p.  235.  Für  komplexe  Variable  vgl.  J,.  Kroneclcer,  Vorlesungen  über  Integrale, 
herausg.  von  E.  Netto,  Leipz.  1894,  p.  222. 
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lösen,  dass  die  charakteristische  Funktion  «/~^  ist.  Dieser  Fall,  der 
übrigens  von  dem  eben  besprochenen  sich  nur  durch  Einfühi-ung  einer 
neuen  Variabein  unterscheidet  '^^),  ist  für  reelle  Variabein  implicite 
von  P.  S.  de  Laplace  ^**) ,  für  komplexe  von  B.  Hiemann  ^''')  behandelt 
worden;  letzterer  giebt  als  Lösung  von: 


(124) 

den  Ausdruck: 

(125) 


0 

O  +  .-oo 

2%i(p{ij)  =jf{x)fdx. 


Dieselbe  Umkehrung  findet  sich  schon  bei  M.  Murpliy^^^),  mit  An- 
wendungen auf  Fragen  der  mathematischen  Physik,  und  später  bei 
J.  C.  Kluyver  und  N.  Nielsen^^),  die  sie  auf  die  Entwicklung  einer 
gegebenen  Funktion  in  eine  nach  Faktoriellen  fortschreitende  Reihe 
anwenden. 

Einen  speziellen  Fall,  der  sich  mit  Hilfe  elementarer  Funktionen 
erledigen  lässt,  behandelt  H.  Laurent  ^^^),  nämlich  die  Auflösung  des 
Gleichungssystems : 


(126) 


f(p{y)y''dy  =  g. 


für  den  Fall,  dass  man  dem  Ä'  nur  eine  endliche  Zahl  von  Werten 
Ä-=:0,  1,  2,  ...,  n  beilegt.  Dagegen  bietet  dieses  Problem  grosse 
Schwierigkeiten,  aber  auch  viel  mehr  Interesse,  wenn  h  die  Werte 
0,  1,  2,  .  .  .,  oo  durchläuft;  es  ist  im  allgemeinen  nicht  gelöst,  aber 
wichtige  Spezialfälle  sind  behandelt.  Z.  B.  wenn  a  =  0,  h  =  oo  und 
die  Zahlen  g^  alle  positiv  sind,  ist  die  Funktion  (pijf)  eindeutig  be- 
stimmt, wenn  die  aus  den  g^  durch  die  Gleichungen: 


(127) 


(128) 


% 

9i      ■■■    9n-X 

9i 

92       ■ 

■         9n 

<Jl 

9-2        ■■■        9n 

,     6,.= 

92 

9s     ■ 

■     9n  +  l 

9n-l 

9n-i    ■■  ■    9in-2 

9n 

9„  +  t  ■ 

■  ■    9in-l 

a„ 

_       a;2 

bl 

hh 


abgeleiteten  Zahlen  a^  positiv  und  so  beschaffen  sind,  dass  die  Reihe 

195)  Es  handelt  sich  dann  um  die  in  Nr.  16  mit  B  bezeichnete  Operation. 

196)  Vgl.  Fussnote  74). 

197)  Über  die  Anzahl  der  Primzahlen,  usw.,  Werke  1876,  p.  140. 

198)  Cambr.  Trans.  4  (1833),  p.  358. 

199)  J.  de  math.  (3)  4  (1878),  p.  225. 
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^fl,  divergiert.  Diese  Theorie  (Probleme  des  moments),  die  man 
Stielfjes-"")  verdankt,  ist  neuerdings  von  E.  BoreV^^)  wieder  auf- 
genommen und  verallgemeinert  worden. 

Andere  Fälle,  in  welchen  das  Problem  (120)  sich  lösen  lässt, 
sind  von  8.  Pincherle^^^)  behandelt  worden.  Zunächst  der,  dass 
a{x,y)  eine  Funktion  der  Differenz  y  —  x  ist;  in  diesem  Fall  ist  die 
Operation  A  mit  der  Differentiation  vertauschbar,  und  dasselbe  gilt 
also  auch  von  der  inversen  Operation  A~^,  mit  anderen  Worten, 
ß  (y,  t)  ist  ebenfalls  eine  Funktion  der  Differenz  y  —  t,  und  diese 
Funktion  lässt  sich  bestimmen.  In  diesem  Falle  fällt  das  Problem 
(120)  zusammen  mit  dem  der  Entwicklung  von  f\x)  nach  den  Ab- 
leitungen einer  und  derselben  Funktion  oder  nach  Äppeirschen  Poly- 
nomen (Nr.  17  b),  je  nachdem  a(x,y)  nach  fallenden  oder  steigenden 
Potenzen  von  y  —  x  geordnet  ist. 

Dann  der  Fall^"'),  dass  die  charakteristische  Funktion  einer 
Gleichung  der  Form  genügt: 

(129)    {a„,+  h„,x)  ^^  +  («„,_,  +  fc,„_i^)f^  +  •  •  •  +  («0  +  \^)  «  =  0, 

in  der  a^,  a^,  .  .  .,  b^,  h^,  .  .  .  gegebene  Funktionen  von  y  bedeuten. 
In  diesem  Falle  wird  die  Funktion  ß  [y,  i)  der  Operation  A~  ^  folgender- 
massen  erhalten:  man  multipliziere  in  (129)  beiderseits  mit  6(t,y) 
und  integriere  längs  l\  integriert  man  partiell,  bestimmt  e  als  ein 
Integral  der  Gleichung: 

(130)  2  (-  1)*  Ä  { («*  +  ^*0  ö  {t,  y)]=^  (0 

und  wählt  Ic  (t)  und  die  in  6  noch  willkürlichen  Grössen  so,  dass  die 
vor  das  Integralzeichen  getretenen  Bestandteile  sich  wegheben,  so  er 
hält  mau  durch  Subtraktion  von  (129)  und  (130)  den  Ausdruck  (123) 
von  (t  —  x)~ ^.  Damit  ist  das  Problem  gelöst,  zugleich  auch  das  der 
Entwicklung  einer  gegebenen  Funktion  nach  Polynomen  w„(a;),  die 
einer  linearen  Rekursionsformel  mit  in  x  linearen  Koeffizienten  ge- 
nügen; und  aus  den  Eigenschaften  der  Integrale  von  (129)  ergiebt 
sich  der  Gültigkeitsbereich  dieser  Lösung.    Als  Spezialfall  erhält  man 


200)  Toulouse  Fac.  ann.  8  (1894),  p.  793;  9  (1895),  p.  A  24. 

201)  Lefons  sur  les  series  divergentes,  Paris  1901,  p.  61. 

202)  Acta  math.  10  (1887),  p.  153;  Bologna  Mem.  (4)  7  (1886). 

203)  Ibid.  16  (1892;,  p.  341 ;  Math,  papers  of  the  intern.  Congress,  Chicago 
1896,  p.  278. 
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die  KoDvergenzbedingungen  der  von  E.  Heine^"*)  gegebenen  Ent- 
wicklung einer  analytischen  Funktion  nach  Legmdre' sehen  Polynomen. 
Endlich  ist  das  Problem  (120)  auch  noch  gelöst ^"^l  in  dem  Falle, 
dass  die  charakteristische  Funktion  einer  partiellen  Differential- 
gleichung der  Form  genügt: 

30.  Umkelirung  bestimmter  Integrale  mit  veränderliehen 
Grenzen.  Der  Fall  des  Problems  (120),  dass  mindestens  eine  der 
Integrationsgrenzen  mit  x  veränderlich  ist,  hat  sich  zuerst  N.  H. 
Abd^"^)  bei  der  Lösung  einer  Aufgabe  über  brachistochrone  Be- 
wegung dargeboten:    er  erhält  die  Umkehrung  des  Integrals: 

(132)  m=f^4r^,      («<i) 

u 
durch  die  Formel: 

"f{ty)dt 


(133)  ^(y)  =  ^^rf. 


Zahlreiche  Autoren,  von  J.  LiouviUe^^)  bis  E.  JBeltrami^"''),  haben- 
sich  mit  dieser  Inversion  beschäftigt  und  davon  Anwendungen  auf 
Fragen  der  mathematischen  Physik  und  auf  die  Koeffizientenbestim- 
mung der  Entwicklung  einer  Funktion  nach  Besserschen  und  anderen 
Funktionen-"*)  gegeben- 

Ein  allgemeinerer  Fall  ist  von  N.  Sonine^"^)  behandelt  worden, 
nämlich    der,    dass    die    charakteristische    Funktion    von    der    Form 

204)  Handbuch  der  Kugelfunktionen,  2.  Aufl.,  Berlin  1878;  vgl.  II  B  1, 
Nr.  38. 

205)  T.  Levi-Cicita,  Lomb.  Rend.  (2)  28  1,1895),  p.  533. 

206)  J.  f.  Math.  1  (1826),  p.  153  (Oeuvres  1,  p.  97  (vgl.  auch  p.  111).  Abel 
hatte  die  Formel  schon  1823  gegeben;  er  war  allem  Anschein  nach  im  Besitz 
der  Lösung  des  Problems  auch  für  den  allgemeinen  Fall.  Vgl.  die  Bibliographie 
des  Problems  in  der  historischen  Einleitung  der  Abhandlung  von  V.  Volterra, 
Ajin.  di  mat.  (2)  25  (1897),  p.  139. 

207)  Lomb.  Rend.  (2)  13  (1880),  p.  327;  Bologna  Mem.  (4)  1  (1879);  4  (1882); 
8.  auch  E.  Cesäro,  Bulletin  de  l'Acad.  de  Belgique  1902.  In  derselben  Arbeits- 
richtung liegt  auch  die  Untersuchung  von  E.  Cesäro  über  ein  Problem  der 
Wärmeleitung,  Brux.  Bull.  1902,  p.  387. 

208)  0.  SehKinüch,  Zeitschr.  Math.  Phys,  2  (1857),  p.  156;  Beltiami  *"'')■, 
Bini  "•»). 

209)  Acta  math.  4  (1884),  p.  171. 
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a{x  —  y)  ist;  hier,  wie  für  die  Umkehrimg  der  Integrale  mit  festen 
Grenzen  (Nr.  39)  ist  die  charakteristische  Funktion  der  inversen 
Operation  von  derselben  Form.  Sonine  beschränkt  sich  dabei  auf 
analytische  Funktionen;  die  Ausdehnung  seiner  Lösung  auf  nicht 
analytische  Funktionen  giebt  T.  Levi-Cwita'^^''). 

Für  den  allgemeinen  Fall  ganz  beliebiger  charakteristischer 
Funktionen,  die  nur  endlich  und  integrabel  sein  und  eine  integrable 
Ableitung  nach  x  haben  müssen,  ist  das  Problem  von  V.  Volterra 
gelöst  worden ^'^);  die  Lösung  beruht  auf  dem  folgenden  Prinzip:  Ist 
<^o  ip>  y)   ^i"^^   endliche    und  integrable  Funktion   und   berechnet    man 

(134)  6,{x,y)=f6,_,{x,t)6,_,(t,y)dt,         (^- ^  i' g' ' ' '|  ,■) 
so  ist  öj  vom  Index  j  unabhängig,  und  die  Reihe: 

(135)  6-0  {x,  y)==^0i  (x,  y) 

konvergiert  gleichmässig  und  stellt  eine  integrable  Funktion  dar; 
verfährt  man  mit  s^  ebenso  wie  zuerst  mit  0^,  so  kommt  man  auf 
die  ursprüngliche  Funktion  (jj,  zurück.  Mit  Hilfe  dieses  Prinzips  er- 
hält Volterra  die  Formel  für  die  Lösung  der  Funktionalgleichung 

(136)  f{x)  -  f{a)  =  ß  (y)  a  (x,  y)  dy , 

weim  a  {x,  y)  für  x  =  y  nicht  null  ist;  und  diese  Lösung  ist  ein- 
deutig bestimmt.  Wenn  a  (x,  y)  ^  0  ist  für  x  =  y,  lässt  sich  das 
Problem  ebenfalls  lösen,  aber  es  kann  dann  unendlich  viele  Lösungen 
geben ^^^).  E.  Holmgren^^^)  zeigt,  dass  diese  Lösungen  eine  lineare 
Mannigfaltigkeit  bilden;  was  mit  den  Prinzipien  der  Umkehrung 
einer    distributiven    Operation    (Nr.  5)    in    Übereinstimmung    ist.    — 


210)  Torino  Atti  31  (1895),  p.  25. 

211)  Line.  Transunti  (3)  8  (1884),  p.  315;  Rand.  (5)  5  (1896),  p.  177;  Torino 
Atti  31  (1896),  p.  231,  286,  389,  429;  Ann.  di  mat.  (2)  25  (1897),  p.  139.  Der 
Verfasser  erläutert  die  Möglichkeit  der  Lösung  des  Problems  für  diesen  Fall 
durch  die  Analogie  mit  einem  System  linearer  Gleichungen,  in  dem  alle  Elemente 
der  Determinante  auf  der  einen  Seite  der  Hauptdiagonale  null  sind.  Dadurch 
tritt  eine  Vereinfachung  ein,  die  im  Falle  der  Umkehrung  bestimmter  Integrale 
mit  festen  Grenzen  (Nr.  29)  nicht  statt  hat;  wie  weit  in  diesem  Falle  die 
Beziehung  zwischen  der  Theorie  der  distributiven  Operationen  und  der  der 
unendlichen  Determinanten  (I  A  3,  Nr.  68)  reicht,  ist  in  Nr.  31  d)  klargestellt. 

212)  Torino  Atti  31  (1896),  p.  389. 

213)  Ebenda  35  (1900),  p.  392. 
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VoUerra  hat  seine  Methode  auch  auf  Fälle  angewendet,  in  welchen 
beide  Grenzen  des  Integrals  mit  x  veränderlich  sind"*);  z.  B.  erhält 
er  die  Lösung  der  Gleichung: 

( 137)  f{x)  —  f(P)  =  f<p  (y)  a  {x,  y)  dtj,         {a>x>Q). 
Ausserdem  giebt  er  die  Lösung  des  Gleichungssystems  ^'^): 

(138)  f,{x)-f.Xa)=f^q>M^i^i^,y)dy,         (^  =  1,  2,  . . .,  n) 

a       Ä  =  l 

für  den  Fall,  dass  die  Determinante  \tt^f^{x,y)\  von  Null  ver- 
schieden ist. 

31.  Integralgleichungen  zweiter  Art. 

a)  Ein   besonderes  Interesse  knüpft  sich  neuerdings  an  die  Glei- 
chungen der  Form: 

(139)  cp  {x)  —  Icfff  (t)  a  {x,  t)  dt  =  f(x), 

die  D.  Hilhert^^^)  Integralgleichungen  zweiter  Art  nennt  ^^'),  da  sich 
Lösungen  von  Randwertaufgaben  der  mathematischen  Physik  auf  sie 
zurückführen  lassen.  Diesen  Zusammenhang  hat  C.  Neumaiin^^^)  bei 
Gelegenheit  eines  Problems  betreffend  das  Potential  einer  Doppel- 
schicht bemerkt,  auf  das  dann  H.  Poincare^^^)  das  „D i?- ichlef sehe 
Problem"  zurückgeführt  hat.  Neumann's  Lösung  einer  Gleichung  der 
Form  (139)  lässt  sich  symbolisch  folgendermassen  darstellen:  Schreibt 
man  die  Gleichung: 

(140)  rp-kÄi<p)  =  f, 
so  ist  diese  Lösung  formal  gegeben  durch 


214)  Ann.  di  mat.  (2)  25  (1897),  p.  156. 

215)  Rend.  Lincei  (5)  5  (1896),  p.  177. 

216)  Gott.  Nachr.  1904,  p.  49. 

217)  Die  Lösung  der  Gleichung  (120)  scheint  viel  schwieriger  zu  sein,  als 
die  der  Gleichung  (139);  die  Bemerkung  Fredholm's,  dass  die  erstere  aus  der 
letzteren  erhalten  werden  könne,  indem  man  nur  fc  =  oo  zu  setzen  brauche, 
hat  keinen  praktischen  Wert,  da  die  letztere  im  allgemeinen  eine  „meromorplie" 
Funktion  von  Je  ist  und  also  für  Ä;  =  oo  eine  wesentliche  Singularität  aufweist.  — 
Übrigens  beziehen  sich  die  folgenden  Angaben  hauptsächlich  auf  den  Fall 
reeller  x  und  t,  die  dann  unbeschadet  der  Allgemeinheit  auf  das  Intervall 
(0  ...  1)  beschränkt  werden  können. 

218)  Leipz.  Ber.  1870;  Untersuchungen  über  das  logarithmische  u.  Newton'sche 
Potential,  Leipzig  1877,  Kap.  5;  Leipz.  Abhandl.  13  (1887),  p.  707. 

219)  Palermo  Rend.  8  (1894),  p.  57;  Acta  math.  20  (1897),  p.  59—142. 
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(141)  <P  =  i'A;M''(/-); 

,1=0 

und  wenn  diese  Reihe  für  geeignete  Werte  von  k  konvergiert,  so 
giebt  sie  für  diese  Werte  die  Lösung  von  (139).  Aber  im  all- 
gemeinen findet  Konvergenz  nur  für  hinlänglich  kleine  Z-  statt: 
Poincare^^")  hat  erst  vorhergesehen,  und  Fredholm,  bewiesen,  dass 
die  Lösung  von  (139)  eine  meromorplie  Funktion  von  l-  ■ —  Quotient 
zweier    ganzer    transzendenter  Funktionen  —  ist. 

b)  In  einigen  speziellen  Fällen  konvergiert  allerdings  die  Reihe  (141) 
für  alle  A'  und  stellt  also  eine  ganze  Funktion  von  A"  vor:  insbesondere, 
in  dem  Fall,  wo  die  Variabein  reell  sind  und  die  Integrationsgrenzen 
in  (139)  von  x  abhängen.  Dieser  Fall  lässt  sieh  zurückführen  auf 
die  Lösung  der  Gleichung: 

(142)  (f  {x)  —  kf(p  (t)  a  {x,  t)  dt  =  f{x),       {C)£x<  1); 

0 

sie  ist  zuerst  von  J.  Le  Moux^^^)  mit  Hilfe  der  Methode  der  succes- 
siven  Approximationen  gelöst  und  fast  gleichzeitig  von  V.  Volterra^^^) 
■ — -  auch  für  den  Fall,  dass  a  (x,  t)  Singularitäten  aufweist  —  diskutiert 
worden,  der  durch  seine  Untersuchungen  über  die  Verallgemeinerung 
des  ÄbeVscheu  Problems  (Nr.  30)  auf  sie  geführt  worden  war.  Bei 
Volterra  tritt  die  Wichtigkeit  der  Funktion 

(143)  h  (x)  =  a  (x,  x) 

hervor,  die  hier  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  die  Determinante  bei  Sy- 
stemen linearer  Gleichungen;  er  zeigt,  dass  es  nur  eine  Lösung  giebt, 
wenn  h  (x)  im  Integrationsintervall  von  Null  verschieden  ist,  und 
dass  die  Lösungen,  wenn  h  (x)  Null  wird,  von  einer  algebraischen 
Gleichung  abhängen.  Über  die  letztere  fügt  dann  E.  Holmgren^^^') 
noch  einige  Bemerkungen  bei.  Die  Lösung  von  (142)  durch  succes- 
sive  Approximationen  ist  von  E.  FiccmP^)  noch  einfacher  dargestellt 
worden;  mit  derselben  Methode  und  mit  Gebrauch  von  Hülfsfunktionen, 
die  Integrale  der  linearen  Diiferentialgleichung 

f'{t)  =  a{x,t)^{t)-^---  +  a^{x,t)^^ 
sind,  löst  P.  Biirgatti^^^)  die  allgemeinere  Gleichung: 

220  Acta  Math.  20  (1897),  p.  118  u.  f. 

221)  Ann.  ec.  norm.  {3}  12  (1895),  p.  244. 

222)  Torino  Atti  31  (1896),  p.  231,  286,089,  429;  Line.  Eend.  (5)  5  (1896), 
p.  177;  Ann.  di  mat.  (2)  25  (1897),  p.  139.    Vgl.  übrigens  Nr.  30. 

223)  Torino  Atti  35  (1900),  p.  384. 

224)  Paris  C.  R.  139  (1904),  p.  246. 

225)  Line.  Rend.  (5)  12  (1903),  p.  443,  696. 
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(144)  fix)  =  ^{x)  +f(a  (x,  t)  g,  (0  +  «1  (a;,  0  If  +  ■  ■  •  +  «,„  {x,  t)  ^ß)  dt 

nach  der  uubekanuteii  Funktion  (p  auf;  G.  FublnP^^)  löst  dieselbe 
Gleichung  mit  einer  anderen  Methode,  die  sich  auf  die  allgemeine 
Theorie  der  distributiven  Opei^ationen  gründet. 

c)    Sind   die   Grenzen    des   Integrals    von   x   unabhängig,   so  lässt 
sich  für  reelle  Variable  die  Gleichung  (139)  auf  die  Form  bringen: 
1 

(145)  cp  (x)  —  ]cf(p  (t)  a  (x,  t)  dt  =  f{x)- 

h 

die  Funktionen  f{x)  und  « (x,  i)  sollen  dabei  im  Intervall  (0  ...  1) 
reell,  endlich  und  stetig  sein^^').  Auf  Grund  der  Bemerkung,  dass 
die  meromorphe  Lösung  dieser  Gleichung  Quotient  zweier  ganzer 
transzendenter  Funktionen  ist,  gelingt  es  I.  Fredholm^'^^)  diese  Ti'an- 
szendenten  direkt  zu  erhalten.  Er  giebt  die  Lösung,  wenn  a(x,t)  (x  —  ty 
für  ein  f  <  1   endlich  und  integrabel  ist,  in  der  Form : 

1 

(146)  <p  (x)  =  fix)  +  Icf^^fit)  dt; 

0 

dabei  ist: 

(147)      ö  (fc)  =2^~^ßT; ' ' '  'j  cit,...  dt^, 

71  =  0  Q  1    •   •   •      « 

1  1  1 

(148)    Aik,x,t)  =  aix,t)-kja  ^/^')dt,  +  ^fj a  (^/^'^^'^dt^dt,  +  ■■-, 


und: 

(149) 


I   ecix^,  t^)   aiXift^)   ...  « (a-\ ,  Q 
■  •  ■  ^«\  _  I  a  ix^,  t^)  «  (a;^,  fj)  ...  a (a;^,  tj 


t,  ...<„ 


"  (*»J    ^l)      "^  (^71?    ^2)      ■    •    •      «  (^7>>   O 


Der  Nenner  d(Aj,  der  hier  die  Rolle  der  Determinante  bei  Systemen 
linearer  Gleichungen  spielt,  ist  von  der  Funktion  fix)  unabhängig. 
Die  Konvergenz   der  Reihen  für  d  (Ic)   und  A  (ä;,  x,  t)  wird  auf  Grund 


226)  Acc.  Napoli  Rend.  febbraio  1904. 

227)  Fredholm  bemerkt  Acta  math.  27  (1903),  p.  366,  ilass  man  die  Glei- 
chung (142)  als  speziellen  Fall  von  (145)  ansehen  könne;  man  brauche  nur  an- 
zunehmen, dass  a  {x,  i)  für  t  "^  x  gleich  Null  sei, 

228)  Stockh.  Öfvers.  57  (1900),  p.  39;  Par.  C.  K.  134  (1902),  p.  1Ö61;  Acta 
math.  27  (1903),  p.  365. 
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eines  Lemmas  von  J.  HadainarcP^^)  bewiesen.  Für  Werte  von  k,  für 
die  tf(^")=)=0  ist,  giebt  es  nur  diese  eine  Lösung;  für  eine  »»-fache 
Wurzel  Je  von  Je  ^  0  giebt  es  unendlich  viele  Lösungen,  die  sich 
linear  aus  w  von  ihnen  ableiten.  Sie  lassen  sich  durch  Quotienten 
von  Reihen  dai-stellen,  die  zu  A{k,x,t)  analog  sind  und  von  Fred- 
Jiolm  als  Minoren  von  d  (Ic)  bezeichnet  werden.  —  G.  Fubini  ^^')  be- 
dient sich  der  Methode  von  Fredholm  zur  Lösung  von  Funktional- 
gleichungen der  Form  (144),  in  denen  die  Grenzen  der  Quadratur 
von  X  unabhängig  sind. 

Im   komplexen   Gebiet  treten  ganz   andere  Verhältnisse    ein;    in 
der  That  geht  aus  Bemerkungen  von  S.  Pincherle^^^)  hervor,   dass  in 
manchen  FäUen  die  Gleichung 
(150)  q)  (x)  =  kfa  (x,  t)  gj  {t)  dt 

für  jeden  Wert  von  h  eine  Lösung,  und  also  die  entsprechende  Glei- 
chung (139)  für  jeden  Wert  von  h  eine  unendliche  lineare  Mannig- 
faltigkeit von  Lösungen  haben  kann. 

d)  Fredholm's  Methode  hat  ihre  Wurzel  in  einem  elementaren 
algebraischen  Problem  ^^^).  0.  D.  Kellogg -^^)  teilt  auf  Anregung  von 
D.  Hubert  das  Intervall  von  0  bis  1  in  n  gleiche  Teile,  substituiert 

f{'i)  ^"'"  ^(^)'  9'(^)  für  tp{a),  a(^,  ^)  für  a(x,t)  und  ersetzt 
das  Integral  durch  eine  endliche  Summe.  So  erhält  er  ein  gewöhn- 
liches System  von  n  linearen  Gleichungen  mit  n  Unbekannten,  das 
sich  durch  Determinanten  lösen  lässt:  der  Übergang  zu  n  =  oo  lässt 
die  Form  der  Fredholm' sehen  Lösung  augenfällig  werden.  Die  strenge 
Durchführung  des  Grenzüberganges  von  dem  algebraischen  zum  trans- 
zendenten Problem  giebt  Hubert  selbst ^^),  speziell  für  den  besonders 
interessanten  Fall,  dass  die  Funktion  a  (x,  t),  die  er  Kern  nennt,  in  x 
und  t  symmetrisch  ist.  Mit  Hilfe  des  Grenzüberganges  und  nach 
vorgängigem  Beweis  der  Konvergenz  der  Entwicklungen  6  (Je)  und 
A  (l,  X,  t)  erhält  er  die  Formel  (146). 

Das  in  der  Gleichung  (139)  enthaltene  Problem  —  a  [x,  t)  sym- 
metrisch —  lässt  sich  auch  als  transzendente  Verallgemeinerung   des 

229)  Darb.  Bull.  (2)  17  1893,  p.  240. 

230)  Catania  Accad.  Gioenia  boU.  1905,  fase.  83. 

231)  Math.  Ann.  49  (1897),  p.  325. 

232)  Er  sagt  (Par.  C.  R.,  27  janvier  1902):  „la  theorie  de  l'equation  (139) 
est  un  cas  limite  de  la  theorie  des  equations  lin^aires".  Dasselbe  hatte  VoUerra, 
Torino  Atti  31  (1896),  p.  235  für  den  Fall  b)  schon  bemerkt;  vgl.  Fussnote  211) 

233)  Diss.  Gott.  1902. 

234)  Gott.  Nachr.  1904,  p.  57. 
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Problems  der  orthogonalen  Transformation  einer  quadratischen  Form 
in  eine  Summe  von  Quadraten  (I  B  2,  Nr.  3)  ansehen ^^^).  Für  diesen 
Ge.sichtspunkt  haben  fundamentale  Wichtigkeit  die  (nach  steigendem 
absoluten  Betrag  geordneten)  Wui-zeln  Jc^,  ];„,  .  .  .  der  Gleichung 
d  (x)  =  0;  Hilhert  nennt  sie  „die  zum  Kern  a{x,  f)  gehörigen  Eigen- 
ircrt(f'.  Jeder  einfachen  Wurzel  Ic^  entspricht  eine  bis  auf  einen  kon- 
stanten Faktor  bestimmte  Lösung  der  Funktionalgleiehung : 

1 

( 1 50)  (f  {x)  =hj'a{x,  t)  (f  (t)  ä t , 

0 

jeder  ««-fachen  Wurzel  m  linear- unabhängige  Lösungen,  „die  sii  dem 
Eigemverte  /.■,•  gehörigen  EigenfunJdionen".  In  der  aDgemeinen  Theorie 
der  distributiven  Operationen  nach  Pincherle  erscheinen  diese  Eigen- 
fuiiktionen  als  Invarianten^^'')  der  durch  die  Quadratur  gegebenen 
Operation  A{(p).  Ist  der  Kern  symmetrisch,  so  sind  die  Eigenwerte 
alle  reelP^');  zu  jedem  Kern  existiert  mindestens  ein  Eigenwert  und 
folglich  auch  mindestens  eine  Eigeufunktion  "'*).  Durch  geeignete 
Wahl  des  noch  willkürlichen  konstanten  Faktors,  bezw.  durch  geeig- 
nete Auswahl  unter  den  zu  einem  mehrfachen  Eigenwert  gehörenden 
lassen  sich  die  Eigenfunktionen  „normieren";  bezeichnet  man  dann 
mit  ^i{x)  die  z'"  normierte  Eigenfunktion,    so  gelten    die  Relationen: 

/>  fO  für  i  >  j, 

i>,{x)i',{x)dx=\  <■" 

Damit  gelangt  man  zu  Hilberths  fundamentaler  FormeP^'): 
11  ^j.  1  1 

(152)  I   I  a  (x,t)p(x)  q (t)  dx dt  =^  Y  I  ^'  ^^)-^(^)  '^^  I  ^(.^)i  (^')  (^^' 

0      0  "=1         0  0 

in  der  p{x),  q{x)  beliebige  stetige  Funktionen   bedeuten  können;  die 
Reihe   rechts  konvergiert  unbedingt   und  gleichmässig  für  alle  Funk- 
tionen p{x),  q{x),  für  die  die  Integrale: 
I  1 

(153)  fp\x)dx,    fq'-(x)dx 

0  u 

eine  endliche  Grenze  nicht  überschreiten.  Für  p  (.r)  =  q  (x)  erhält 
man  die  transzendente  Verallgemeinerung  der  erwähnten  Transforma- 
tion der  quadratischen  Formen. 


235)  Ebenda,  p.  62. 

236)  Vgl.  Pincherle  e  Amaldi,  p.  35. 

237)  Hubert,  Gott.  Nachr.  1904,  p.  63. 

238)  „Fundamentaltheorem"  nach  E.  Schmidt,  Diss.  Gott.  1905 

239)  Gott.  Nachr.  1904,  p.  70. 
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Die  Zahl  der  Wurzeln  von  (J(/c)  ist  im  allgemeineri  uneudlicli^''); 
sie  ist  dann  und  nur  dann  gleich  einer  endlichen  Zahl  m,  wenn  der 
Kern  von  der  Form  ist: 

(154)  <{^,t)=^cp„(x)x„it). 

7i=l 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  eine  Funktion  von  zwei  Variabein  sich 
auf  diese  Form  bringen  lässt,  giebt  K.  Steplianos^^^).  Für  einen 
symmetrischen  Kern  ist  qp„  (x)  =  %^  (x). 

Die  zu  einem  Kern  « (x,  t)   gehöi-igen  Eigenfunktionen  sind  zu- 
gleich auch  Eigenfunktionen  der  „iterierten  Kerne"  ^*^): 
1 

(155)  «^  (x,  t)  ^  I a  (x,  m)  «,,_i  (m,  t)  du         [«^  (x,  t)  =%  {x,  t)] . 

0 

e)  Die  Eigenschaften  (151)  der  „normierten  Eigenfuuktionen" 
führen  zur  Eutwicklung  einer  im  Intervall  (0  ...  1)  willkürlich  ge- 
gebenen stetigen  Funktion  in  eine  nach  solchen  Funktionen  fort- 
schreitende Reihe -^^).  Will  man  bei  solchen  Entwicklungen  auch 
den  Fall  mehrfacher  Wurzeln  von  d  Qc)  mit  einbeziehen,  so  ist  es 
zweckmässig,  ein  ,,vollständiges  normiertes  Orthogonalsystem  des  Kernes 
a  (x,  t)"  ^**)  einzuführen,  d.  h.  ein  System  von  Eigeufuuktionen,  die  die 
Relationen  (151)  erfüllen  und  dabei  so  gewählt  sind,  dass  jede  be- 
liebige Eigenfunktion  sich  linear,  homogen  und  mit  konstanten  Koef- 
fizienten durch  eine  endliche  Anzahl  von  Funktionen  des  Systems 
ausdrücken  lässt.     „Sei  dann  f(x)  eine  stetige  Funktion,  die  sich  auf 

die  Form  bringen  lässt: 

1 

(156)  f{x)  =ftt  {x,  t)  p  (t)  dt, 

in    der  p(ß)   eine  stetige    Funktion    bedeutet;   jede    solche    Funktion 

lässt  sich  entwickeln  in   eine  absolut    und  gleichmässig  konvergente 

Reihe  der  Form: 

«  1 

(157)  fix)  =  ^c^i,,.  (x) ,     r, ,  =ß^  it)f{t)  dt, 

v  =  \  0 

wenn  t/^j,  ^g,  ...  die  Funktionen  eines  vollständigen  normierten  Or- 
thogonalsystems sind."     Dieser  Satz  rührt  von  Hilhert^^)   her;    eine 

240)  Ebenda,  p.  72. 

241)  Palermo  Kend,  18  (1904),  p.  360. 

242)  E.  Schmidt,  Diss.  Gott.  §  6. 

243)  Hubert,  Gott.  Nachr.  1904,  p.  71. 

244)  Schmidt,  Diss.  Gott.  §  5. 

245)  Gott.  Nachr.  1904,  p.  75. 
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von  ihm  noch  beigefügte  Stetigkeitsbedingung  hat  JE.  Schmidt^*^)  als 

überflüssig  erkannt.     Der  Kern  heisst  geschlossen  (Hubert),  wenn  der 

Gleichung: 

1 

(158)  fa  (x,  t)  <f  it)  dt  =  Q 

0 

durch  keine  stetige  Funktion  tp  (t)  genügt  werden  kann;  für  einen 
solchen  Kern  gilt  der  Satz:  Ist  f[x)  stetig  und  konvergiert  die  Ent- 
wicklimsr: 


(159)  2c,tA^),      c^=ß.(f)fit) 


dt 


gleichmässig,  so  stellt  sie  notwendig  die  Funktion  f{x)  dar. 

Den  Fall  eines  unsymmetrischen  Kerns  führt  Schmidt^")  auf  den 
eines  symmetrischen  durch  die  Bemerkung  zurück,  dass 

1 

(160)  ä  (x,  t)  ^  I  a  (x,  m)  « (t,  u)  du 

0 

eine  symmetrische  Funktion  von  x  und  t  ist. 

Auf  die  Verwandtschaft  einiger  der  angeführten  Sätze  mit  neuen 
Resultaten  von   W.  Steldoff"^^)  sei  hingewiesen. 

f)    Die   vorangehende  Theorie   erlaubt  Fragen  der  Maxima   und 
Minima  von  Doppeliutegralen^*^): 
1  1 

(161)  J{(p)=ffa{x,t)(p{x)(p{t)dtdx 

0    0 

zu    behandeln.     Ist    der    Kern    definit,    d.   h.    ist   das    Integral  (161) 
positiv  für  jede  stetige  Funktion  (p,  und  ist: 
1 

(162)  fq>\x)dx  =  l, 
u 

so   hat  das  Integral  J  kein   Minimum;    sein  Maximum  ist  7q"*    und 
tritt  für  (p{x)  =  ^i(x)  ein;  im  Bereich  derjenigen  Funktionen  tp,  die 
ausserdem  den  Bedingungen: 
1 

(163)'    ,     f(p(x)i,„{x)dx  =  0        (n=l,2,...,m  —  l) 

0 

genügen,  ist  das  Maximum  k'^  und  tritt  für  (p{x)  =  tmi^)  ^^ 

246)  Diss.  Gott.  §  9  u.  Einleitung  p.  m. 

247)  Ebenda  §  12. 

248)  Toulouse    Fao.    ann.    (2)    6    (1905).      Vgl.    Poincari,    Acta    20    (1897), 
p.  118  u.  f. 

249)  Hubert,  Gott.  Nachr.   1904,  p.  78. 
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g)  Die  bisher  festgehalteue  Bedingung,  dass  « (a;,  f)  endlich  und 
stetig  5?ein  soll,  lässt  sich  durch  eine  weniger  einschränkende  er- 
setzen'^"). Ist  a{x,t)  längs  einer  Linie  x  =  %(f)  der  Ebene  (x,t) 
unstetig  oder  unendlich,  doch  so,  dass 

(x  —  x{t)ya{x,t) 

für  ein  Q  <  ^  stetig  bleibt,  so  bleiben  die  bisherigen  Resultate  gültig. 
Auch  für  die  unter  den  Integralzeichen  auftretenden  Funktionen  sind 
solche  Singularitäten  von  der  Ordnung  <  ^  zulässig. 

h)  Wie  schon  erwähnt,  reichen  die  auf  die  Gleichung  (139)  sich 
beziehenden  Überlegungen  nicht  aus  zur  Auflösung  der  Gleichung  (120), 
also  zur  Umkehrung  eines  bestimmten  Integrals.  Die  Bemerkung, 
dass  f\x)  notwendig  eine  i-ationale  ganze  Funktion  wird,  sobald  «(a;,  f) 
eine  solche  Funktion  a  von  x  ist,  reicht  schon  aus,  um  erkennen  zu 
lassen,  dass  in  diesem  Falle  überhaupt  die  Natur  von  f(x)  von  der 
von  a  (x,  t)  abhängt.  Für  Gleichungen  dieser  Art,  die  in  der  Potential- 
theorie auftreten,  sind  die  von  Kellogg^^^)  citierten  Äuflösungsformeln 
Hilbert's  zu  erwähnen: 


(164) 


(p(x)  =       I  f{t)  cotg7i(x  —  t)dt  -\-j(p(t)dt, 

0  0 

1  1 

f{x)  =  —f(p(t)  coig%{x-t)dt  -{-ff\t)dt, 


in  denen  für  die  Integrale  ihre  Hauptwerte  im  Sinne  von  Cauchy 
zu  nehmen  sind;  jede  von  ihnen  ist  die  Auflösung  der  anderen. 
Übrigens  sollen  die  Anwendungen  der  Theorie  der  Integralgleichungen 
auf  gewöhnliche  und  partielle  Differentialgleichungen,  sowie  auf 
die  des  Potentials  und  anderer  Differentialgleichungen  der  mathe- 
matischen Physik  in  IIA  12  b  besprochen  werden -^^);  hier  seien  nur 
noch  zwei  Anwendungen  auf  funktionentheoretische  Probleme  erwähnt. 
Hilhert^^'^)  behandelt  das  Problem:  In  einem  einfach  zusammenhängen- 
den, von  einer  Kurve  c  begrenzten  Bereich  eine  analytische  Funktion 
f(_z)  =  u(x,y)-\-iv{x,y)  so  zu  bestimmen,  dass  der  reelle  und  der 
imaginäre  Bestandteil  auf  c  als  Funktionen  der  Bogenlänge  'dieser 
Kurve  eine  Gleichung  der  Form  erfüllen: 


250)  Ebenda    Abschn.  VI.     Die    einschlägigen    Überlegungen    von    Kellogg 
(Diss.)  sind  (nach  Hubert,  loc.  cit.,  p.  84)  nicht  streng. 

251)  Diss.  Gott.  §  6. 

252)  Vgl.  eine  zweite  Mitteilung  Hilbert's  in  Gott.  Nachr.  1904,  p.  213. 

253)  Heidelb.    intern.    Kongr.    1904,    p.  231;    einfacher    und    vollständiger 
Gott.  Nachr.  1905,  p.  307. 
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( 1 65)  n  (s)  u  (s)  +  6  (*■ ) « (s)  +  c  (s)  =  ü , 

in  der  a{s),  h{s),  c{s)  gegebene  stetige  und  differentiiei'bare  Funktionen 
bedeuten.  Keüogg^^)  behandelt  das  Riemami' sehe  Problem:  n  bis  auf 
gegebene  Punkte  reguläre  analyti.sche  Funktionen  zu  finden,  die  sich 
nach  einer  Gruppe  linearer  Substitutionen  transformieren,  wenn  die 
Variable  geschlossene  Kurven  in  ihrer  Ebene  durchläuft. 

i)  Alle  diese  Sätze  gelten  mutatis  mutandis  auch  für  Integral- 
gleichungen zweiter  Art  mit  mehreren   Variablen^^'-') 

(166)  (p{x^,...,x„)  —  kj  <p{t^,  . . . ,  t^) a(x^, . . . ,  x^;  t^ ,  . . . ,  t„)dt,.  .  .  dt^ 

=  f{x^,...,xj. 

32.  Symbolische  Gleichungen.  Ebenso  wie  eine  Funktion  durch 
eine  oder  mehrere  Eigenschaften  bestimmt  werden  kann,  die  sich 
durch  eine  oder  mehrere  Funktionalgleichungen  ausdrücken  lassen, 
ebenso  kann  man  eine  Operation  durch  Eigenschaften  bestimmen,  die 
sich  durch  Gleichungen  zwischen  Operationssymbolen  ausdrücken.  So 
kann  die  Transformation  von  Laplace  durch  die  beiden  Gleichungen 
(50)  definiert  werden;  ist  D  das  Symbol  der  Ableitung  und  M  das 
der  Multiplikation  mit  x,  so  lauten  diese  beiden  Gleichungen: 

(167)  DÄ  =  AM,       MA  =  —  AD. 

Auch  die  Gleichung  von  Babbuge  (81)  und  die  von  Lemeray  (83) 
sind  symbolische  Gleichungen.  Eine  Theorie  solcher  Gleichungen 
—  sie  würde  mit  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  Berührungs- 
punkte darbieten  —  steht  noch  aus.  Erwähnt  seien  nur  noch  die 
Gleichungen  der  Form^^*): 

(168)  H^A  +  Ai^'  +  /Ig^"  H \-  l„A(">  =  0, 

in  der  Aq,  l^,  .  .  .,  k^  gegebene  Funktionen  einer  Variabein  x,  A  die 
zu  bestimmende  Operation,  A',  A",  .  .  .  ihre  Funktionalableitungen 
(Nr.  14)  bedeuten;  ihre  allgemeine  Lösung  ist  eine  lineare  Kombi- 
nation der  Substitution  S  (Nr.  16)  und  der  Produkte  SD,  SD^,  . .  . 
mit  willkürlichen  Funktionen  von  ii  als  Koeffizienten. 

254)  Math.  Ann.  60  (1905),  p.  424.  Vgl.  übrigens  auch  hierzu  die  eben  ge- 
nannte Note  Hilbert's. 

256)  Volterra,  Ann.  di  mat.  (2)  26  (1897),  p.  151;  Hubert,  Götting.  Nach- 
richten (1904),  p.  52. 

266)  Pmcherle  e  Amaldi,  cap.  VE,  p.  144. 


(Abge.><chlossen  im  Dezember  1905.) 
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Inhaltsübersicht. 

Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  und  Integrale. 

I.  Entwicklung  analytischer  Funktionen  in  trigonometrische  Reihen. 

1.  Erster  Ausgangspunkt:  Rekurrierende  Reihen. 

2.  Zweiter  Ausgang.spunkt:  Auffassung  von  Reihen,  die  nach  Potenzen  einer 
komplexen  Variablen  fortschreiten,  als  Entwicklungen  nach  den  Kosinus- 
und  Sinus  der  Vielfachen  des  Arcus  dieser  Variablen. 

8.  Dritter  Ausgangspunkt:  Umsetzung  von  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  cosa; 
fortschreiten,  in  solche,  die  nach  den  Kosinus  der  Vielfachen  von  x  ge- 
ordnet sind. 

4.  Divergente  trigonometrische  Reihen. 

5.  Entwicklung  der  Potenzen  von  cos  x  und  sin  x  nach  den  Kosinus  oder  Sinus 
der  Vielfachen  von  x. 

6.  Anhang  zu  Nr.  5. 

7.  Trigonometrische  Entwicklung  rationaler  ganzer  Funktionen.  Die  BenionUi- 
schen  Funktionen. 

8.  Mit  iterierten  Integralen  rationaler  Funktionen  zusammenhängende  Ent- 
wicklungen. 

9.  Entwicklung  der  Potenzen  der  wahren  Diatanz  zweier  Punkte  nach  den 
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10.  Anhang  zu  Nr.  9. 

11.  Entwicklungen  der  Sphärik. 

12.  Entwicklungen  aua  der  Theorie  der  elliptischen  Bewegung. 

13.  Entwicklung  von  trigonometrischen  und  von  Exponentialfunktionen. 

14.  Andere  spezielle  trigonometrische  Reihen. 


*)  Um  den  Abschluß  des  Halbbandes  nicht  noch  weiter  zu  verzögern,  wird 
hier  abgebrochen;  die  Fortsetzung  soll  im  Ergänzungsband  erscheinen. 

**)  Mit  Beiträgen  von  L.  Berwald,  A.  Bosenthal  und  R.  Kleeberg  in  München. 
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IL  Entwicklung  willkürlicher  Funktionen  in  trigonometrische  Reihen. 
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Mehr  oder  weniger  ausführliche  Darstellungen  der  Theorie  finden  sich 
natürlich  auch  in  vielen  Lehrbüchern  der  Integralrechnung  oder  der  Theorie 
der  bestimmten  Integrale. 


Von  historischen  Darstellungen  der  Entwicklung  dieser  Theorie 
ist  vor  allem  die  von  B.  Riemann^)  zu  nennen,  die  später  vielfach 
unbesehen  mehr  oder  vreniger  ausführlich  rej)roduziert  worden  ist. 
Sie  gibt  in  der  Tat  eine  sachgemäße  Darstellung  und  Kritik  derjenigen 
Untersuchungen,  die  Riemann  bekannt  waren,  ist  aber  namentlich  in 
bezug  auf  die  Entwicklung  analytischer  Funktionen  sehr  unvollständig^). 
Man  darf  wohl  aus  der  Einleitung  und  aus  einer  Briefstelle  ^)  schließen, 
daß  sie  auf  mündlichen  Mitteilungen  Dirichlets  beruht,  also  die  Auf- 
fassungen wiedergibt,  die  dieser  von  seinem  Pariser  Aufenthalt  mit- 
gebracht hatte.  Daß  in  ihr  Poisson  und  Cauchy  gegen  Fourier  so 
sehr  zurücktreten,  würde  sich  dann  daraus  erklären,  daß  letzterer,  aber 
nicht  die  beiden  ensteren  persönlich  zugänglich  waren. 

Eine  Fortsetzung  für  die  Zeit  bis  1880  findet  sich  in  der  Dar- 
stellung von  Ä.  Sachse*)',  sie  sollte  übrigens  nicht,  wie  es  häufig  ge- 
schieht, ohne  gleichzeitige  Erwähnung  der  Gegenschrift  von  P.  du 
Bois-BeymoncP)  genannt  werden. 

R.  Beiff^)  bringt  Angaben  über  die  Entwicklung  analytischer 
Funktionen  in  trigonometrische  Reihen  und  bezeichnet  namentlich  die 
Stellung  der  betr.  Untersuchungen  innerhalb  der  damaligen  Diskus- 
sionen über  die  Zulässigkeit  der  Verwendung  divergenter  Reihen.  Auch 
finden  sich  bei  ihm  ausführlichere  Mitteilungen  als  bei  Riemann  über 
die    von  Fourier    selbst    angewendeten    Schluß  weisen').     Endlich    be- 

1)  Habilitationsschrift,  Göttingen  1854,  zuerst  publiziert  Gott.  Abhandl.  13 
(1867);  jetzt  Werke  2.  Aufl.,  p.  227. 

2)  Auch  daß  die  Koeffizientenbestimmung  durch  bestimmte  Integrale  schon 
bei  Euler  ganz  explizite  steht,  findet  sich  bei  Riemann  nicht,  wahrend  doch 
schon  Jacobi  (J.  f.  Math.  2  (1827),  p.  2)  darauf  aufmerksam  gemacht  hatte  und 
Fourier  selbst  es  Paris  mem.  8  (182.'>[29])  Oeuvres  2,  p.  174  erwähnt. 

3)  Werke  2.  Aufl.,  p.  546. 

4)  Diss.  Gott.  (1879);  veränderter  Abdruck  Zeitschr.  Math.  Phys.  25  (1880), 
Suppl.  p.  229,  franz.  Darb.  bull.  (2)  4  (1880),  p.  43,  83. 

5)  Zur  Geschichte  der  trigonometrischen  Reihen,  eine  Entgegnung,  Tü- 
bingen 0.  J.  [1880];  Replik  von  Saclise,  Gott.  Anz.  1880,  p.  980. 

6)  Geschichte  der  unendlichen  Reihen,  Tübingen  1889,  p.  125. 

7)  p.  182. 
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spricht  er  noch  die  Verwendung  der  trigonometrischen  Reihen  zur 
Abschätzung    des   Restes    der  Euler-Maclaurinschen    Summeufo rmeP). 

Ä.  Gibson^)  bringt  noch  einige  englische  Literatur  bei;  auch 
kommt  bei  ihm  Fourier  mathematisch  besser  zu  seinem  Recht;  weniger 
Poisson  und  Cauchy. 

Die  Abhandlungen  von  Ä.  Lesky^")  über  die  Geschichte  des  Pro- 
blems der  Saitenschwingungen  berücksichtigen  zwar  in  erster  Linie 
Experimentelles,  bringen  aber  doch  auch  einige  Notizen  mathematischer 
Art  aus  sonst  wenig  bekannten  Schriften  bei;  doch  wäre  mathematisch 
mancherlei  einzuwenden. 

Eine  Note  von  A.  F.  van  der  Heyäen  ^')  macht  selbst  keinen  An- 
spruch darauf,  Neues  beizubringen. 

Eine  Literaturzusammenstellung  (von  1820 — 1882,  ohne  Anspruch 
auf  Vollständigkeit)  findet  sich  bei  B.  Weinstein^-). 

Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  nnd  Integrale. 

L  Entwicklung  analytischer  Funktionen  In  trigonometrisclie  Reihen. 
1.  Erster  Ausgangspunkt:  Rekurrierende  Reihen.  In  diesem 
Artikel  sind  vor  allem  die  Reihen  zu  besprechen,  die  nach  den  Kosinus 
oder  Sinus  der  Vielfachen  eines  Winkels  fortschreiten,  also  Reihen 
der  Form^^): 

IAq  -f-  Aj^  cosa;  -|-  A2  cos2x  +  •  ■  •  +  ^„  cos  ha;  +  •  •  • 
-f-  i'j  sinx  -|-  i?o  sin2a;  -\-  ■  ■  ■  -\-  B^  s'mnx  +  •  •  •, 
mit  von  x  unabhängigen  Koeffizienten  A„,  B^.  Solche  Reihen  sind, 
soviel  ich  sehe,  zuerst  als  „i'ekurrierende"  Reihen  aufgetreten,  d.  h.  als 
Entwicklungen  rationaler  Funktionen  einer  (von  x  unabhängigen) 
Veränderlichen  r  nach  deren  Potenzen.  Entwicklungen  dieser  Art 
können  dadurch  bewerkstelligt  werden,  daß  man  die  zu  entwickelnde 
rationale  Funktion  in  Partialbrüche  zei-legt  und  jeden  von  diesen  für 
sich  entwickelt;  will  man  dabei  den  Gebrauch  komplexer  Größen  ver- 
meiden, so  hat  man  vor  allem  die  Entwicklung  von  Brüchen  zu  unter- 
suchen, deren  Nenner  1 —  2r  cosa;  -f-  »"^  oder  eine  Potenz  dieser  Größe 
ist.     So  gelangt  L.  Etiler^*)  zu  den  Entwicklungen: 

8)  p.  193. 

11)  Edinb.  math.  proc.  11  (1892/93),  p.  137. 

10)  Progr.  Realsch.  Graz  1893  und  1896. 

11)  Durham  proc.  (2)  4  (1905). 

12)  In  seiner  Übersetzung  von  Fourier' s  theorie,  Berlin  1884,  p.  460. 

13)  Das  absolute  Glied  nicht  mit  A„,  sondern  mit  1/2  A^  zu  bezeichnen, 
ist  für  spätere  Formeln  bequem. 

14)  Introductio  in  analysin  infinitorum,  1,  Laus.  1748,  §  218. 
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(2)  :, i — i  =  1  +  r  cosa;  +  r^cos2x  +  •  •  •, 


2rcoax-{-  r' 
rsinx 
1  —  ircosx-4-  r- 


(o)  , 1 — i  =  r  sma;  +  r-  sinza;  + 


dann  auch  zu  den  allgemeineren  Sumraenformeln'^): 

/A\  I  I-      I      \    I      "        /      I    o    \    I  ''OS a  —  r  cos (a  —  a;) 

(4)  cosa  +  rcos(a  +  x)  -\-  r-cos(a  +  2a-)  -{ =  — ^ — ~, 

\   ,  I  \.iyi  VI/1  j^_  2r  cosx  -{-  r'    ' 

/e.\     ■  1  •    /       I       \     I      9    ■     '       I     o    \     1  sino  —  rsin(a  —  x) 

(5)  sma  +  r  smfffl  -\-  x)  -\-  r'  sin(«.  +  2x)  +  •  •  •  =    ^ — „ ^^--^ — ~  • 

\   j  I  \      I       ,     \  VI  /    I  1  —  2)- cosa; -(-»■ 

2.  Zweiter  Ausgangspunkt:  Auffassung  von  Reihen,  die  nach. 
Potenzen  einer  komplexen  Variablen  fortschreiten,  als  Entwick- 
lungen nach  den  Kosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  des  Arcus  dieser 
Variablen.  Zu  dieser  Auffassung  gelangt  man,  wenn  man  sich  die 
in  Nr.  1  besprocheneu  Entwicklungen  durch  den  Gebrauch  komplexer 
Größen  erleichtert.     So  hat  Euler^^)  die  Summen  der  Leihen 


aus  der  Entwicklung  von 


nx 


f—  iy 


2  (1  —  r  (COS  a;  -|-  »'  sin  a;))' 
nach  Potenzen  von 

(7)  z  =  »-(cosa;  +  «siua:) 

erhalten.     Allgemein  formuliert  erscheint   dann   in  späteren  Abhand- 
lungen Eulers '')  der  Satz,  daß  man  die  Summen  der  Reihen 

(8)  ^  a^^r"  cosnx,       "^  a„r"sin«x' 


15)  Ib.  §  258,  260.  —  S.  Lobatto  (Recherches  sur  qq.  s^ries  trigonometriques, 
Delft  1827,  p.  27)  leitet  (4)  und  (5)  aus  (2)  und  (3)  her. 

16)  Ib.  §  219. 

17)  Petrop.  n.  comm.  5  (1754/.55[G0]),  p.  200;  ib.  18  (1773),  p.  32;  auch  in 
der  nachgelassenen  Abhandlung  von  1776,  Petrop.  n.  acta  7  (1789[93]),  p.  87. 
Das  Verfahren  setzt  voraus,  daß  die  Zulässigkeit  der  Übertragung  der  Sätze  über 
Potenzreihenentwicklungen  von  reellen  auf  komplexe  Variable  bereits  bewiesen 
und  die  Bedeutung  der  Funktion  f(z)  für  komplexe  Argumente  bereits  definiert 
ist;  um  beides  macht  sich  Euler  keine  Sorge.  Ä.  C.  Michelsen  wirft  diese  Fragen 
in  einer  Note  zu  seiner  Übersetzung  von  Eulers  introductio  auf  (1,  Berlin  1788, 
p.  516),  zunächst  für  die  logarithmische  Reihe;  seine  Beantwortung  setzt  freilieh 
eine  andere  Definition  des  Logarithmus  einer  komplexen  Variabein  als  die  ge- 
wöhnliche voraus.  —  Eine  Andeutung  des  Verfahrens  kann  man  mit  G.  Eneström 
(Encycl.  ed.  fran<,\  II 5,  p.  87,  Note  13)  bereits  in  einem  Briefe  Eulen  an  Niko- 
laus IL  Bernoulli  von  1742  (op.  post.  1,  Petrop.  1862,  p.  520)  finden. 
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aus  der  als  bekannt  vorausgesetzten  Summe  der  Reihe 

(9)  2'«"""  =  /'^') 

dadurch  erhalten  kann,  daß  man  in  ihr  die  Substitution  (7)  vornimmt 
und  dann  Reelles  und  Imaginäres  voneinander  trennt.  So  erhält  er 
aus  der  Entwicklung: 

(10)  ^|l^=.«_j_,--.  +  i  +  ^-.  +  3+... 
die  Reihen**): 

,,s  coswa; — rcos()»  —  l)x  ,  /       i    i\      i     "  i   r>N       i 

(12)  — ; — ^-7 — i — =  smmx  -j-  rsm(m-\-l)x-\-r-sm(7n-\-2)x-\ : 

speziell '°)  für  m  =  1  wieder  die  Reihen  (2)  und  (3),  die  erstere  in 
der  Form: 

(13)  ;. — „- 7--,  =  cos.t'  +  >-cos2a;  +  r^cosSa;  +  •  •  •; 

später  noch^")  aus  der  von  —  log  (1  —  s): 

1  r°  )■' 

(14)  —  — log(l  —  2;-cosx  +  ;•-)  =  r  eosx'  +  -^r  cos2a;  +  -5-  cos3a;  -| , 

(15)  arctg^ =  rsinx  -4-  --  sin2a;  +  —  sin3a;+  •  ••. 

^     '  °  1  —  )■  cos  X  '2  '3  ' 

Natürlich  ist  die  Einsetzung  von  e'^  für  r  in  eine  nach  Potenzen 
von  r  fortschreitende  Reihe  nur  zulässig,  wenn  diese  letztere  für 
r  =  1  noch  konvergiert.     So  erhält  z.  B.   G.  FndlanP^)   durch  diese 

18)  Petrop.  n.  comm.  5,  p.  202. 

19)  Petrop.  n.  comm.  ö,  p.  202:  18,  p.  34. 

20)  Petrop.  n.  comm.  18,  p.  35.  Die  Reihe  (14i  mit  Hilfe  der  Differential- 
gleichung, der  sie  als  Funktion  von  r  genügt,  Petersb.  mem.  5  (1812[15]),  p.  65 
(von  1780);  die  Reihen  (14;  und  (15)  durch  die  im  Text  besprochene  Methode 
bei  Littrow  (Petersb.  mera.  7  (1815/16[20]),  p.  81),  bei  Stein  (Ann.  de  math.  13 
(1823),  p.  113)  und  bei  Querret  (ib.  p.  379);  durch  Integration  aus  (13)  auch  bei 
S.D.  Poisson  (J.  (5c.  polyt.  cah.  17  (1815),  p.  618),  bei  Clausen  (.1.  f.  Math.  4  (1829), 
p.  283).  Inst.  calc.  int.  1,  Petrop.  1768,  §  145  =  opera  (1)  11,  p.  84  erhält  Euler 
aus  (2)  durch  Integration  nach  r  eine  Entwicklung,  die  eine  Kombination  von  (14) 
und  (15)  vorstellt.  —  /.  A.  Grunert  (Arch.  Math.  Phys.  3  (1843),  p.  353)  leitet  die 
Gleichung  (15)  ab,  indem  er  den  arctg  nach  Potenzen  seines  Arguments  entwickelt, 
diese  nach  Potenzen  von  /•,  und  dann  die  Ausdrücke  der  Sinus  der  Vielfachen 
von  X  durch  die  Funktionen  von  x  selbst  benutzt. 

21)  Mem.  soc.  ital.  18  (1820),  p.  478  (von  1818).  Er  kommt  dadurch  sogar 
zu  Zweifeln  an  der  Allgemeingültigkeit  des  Satzes  von  der  Darstellung  der 
Koeffizienten  einer  trigonometrischen  Reihe  durch  bestimmte  Integrale.  Später, 
ib.  20  (1828),  p.  702  (von  1830)  bemerkt  Frullani,  daß  der  Fehlschluß  in  der  Diver- 
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Substitution  aus  der  Entwicklung  von 

2r 


a  -{-  2r  -\-  ccr' 

nach  steigenden  Potenzen  von  r  ein  von  (3)   abweichendes  Resultat. 

Eulers  Verfahren*')  zur  Auffindung  der  Summen  von  trigono- 
metrischen Reihen  ist  dann  noch  öfter  von  neuem  gefunden  und  dar- 
gestellt worden:  so  von  J.  Landen^^,  von  J.Fr.  Pfa/f"^),  von  Querret^*), 
von  S.D.Foisson^^),  von  H.  Vernier^^),  von  M.  Ohm-''),  von  R.  Lobatto'^), 
von  Clnusen^^),  von  v.  Sclimidten^"'),  von  Chr.  Jmriensen'^)  und  noch  spät 
von  Ligowski^^).  In  etwas  anderer  Fassung  erscheint  es  bei  A.  J. 
LexelP^),  indem  dieser  zunächst  e^''^  einführt. 

Seine  Begründung  findet  dieses  Verfahren  erst  durch  A.  Cauchy, 
der  die  Frage  der  Konvergenz  von  Reihen  mit  komplexen  Gliedern 
zuerst  diskutiert  und  namentlich  bereits  den  Satz  vom  Konvergeuz- 
kreis  einer  Reihe,  die  nach  Potenzen  einer  komplexen  A^ariabeln  mit 


genz  der  benutzten  Reihe  liegt,  doch  ohne  davon  zu  reden,  daß  er  ihn  früher 
selbst  begangen  hatte.  —  Eicerche  Bopra  le  serie,  Firenze  1816,  p.  34  hatte 
FruUani  die  Koeffizienten  dieser  Entwicklung  durch  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichung  bestimmt,  der  sie  genügen. 

22)  Math,  memoirs  1,  London  1780,  p.  U9  („a  new  metbod  of  obtaining 
the  sums  of  certain  series").  Sein  Interesse  ist  übrigens  hauptsächlich  auf  die 
numerischen  Reihen  gerichtet,  die  man  bei  Einsetzen  spezieller  Werte  für  das 
Argument  erhält.  Von  Landen  hat  wohl  E.  Waring  das  Verfahren  übernommen 
(meditationes  analyticae  ed.  2",  Cantabr.  1785,  p.  698);  sowie  der  Verfasser  des 
Artikels  über  trigonometrische  Reihen  in  den  mem.  of  the  analytical  society, 
Cambr.  1813,  p.  33. 

23)  Versuch  einer  neuen  Summationsmethode,  Berlin  1788,  p.  74.  Auch  er 
scheint  (vgl.  p.  80)  das  Verfahren  für  neu  zu  halten. 

24)  Ann.  de  math.  13  (1822/23),  p.  107,  368.  Merkwürdig  ist,  daß  er  zwar 
voraussieht,  es  würden  gegen  die  Einführung  komplexer  Argumente  iu  trigono- 
metrische Funktionen  Einwände  erhoben  werden,  aber  die  Einführung  solcher 
Argumente  in  die  Integraldarstellung  der  zyklometrischen  Funktionen  als  selbst- 
verständlich behandelt. 

25)  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  481. 

26)  Ann.  de  math.  15  (1825),  p.  171. 

27)  Petersb.  mem.  pres.  1  (1831),  p.  118  (von  1825);  Auszug  bull.  Ferussac 
15  (1831),  p.  226. 

28)  Recherches  sur  la  sommation  de  qq.  series  trig.,  Delft  1827,  p.  1;  vgl. 
auch  das  Referat  bull.  Ferussac  11 ,  p.  183  und  Lobattoi  eigene  Angabe  J.  f. 
Math.  11  (1834),  p.  169. 

29)  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  281. 

30)  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  390. 

31)  Ib.  11  (1834),  p.  140. 

32)  Arch.  Math.  Phys.  56  (1874),  p.  331. 

33)  Petrop.  n.  comm.  18  (1773),  p.  53. 
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positiven  ganzzahligeii  Exponenten  fortschreitet,  —  wenn  auch  nicht 
in  dieser  geometrischen  Ausdrucksweise  —  bereits  aufgestellt  hat.^*) 
Andererseits  hat  N.  H.  AbeP^)  für  die  Reihen  (14)  und  (15)  direkt 
gezeigt,  daß  sie  für  r  =  1  noch  konvergieren,  außer  für  x  =  einem 
ganzzahligen  Vielfachen  von  27t. 

3.  Dritter  Ausgangspunkt:  Umsetzung  von  Reihen,  die  nach 
den  Potenzen  von  cos  x  fortschreiten,  in  solche,  die  nach  den 
£osinus  der  Vielfachen  von  x  geordnet  sind.  Zu  derartigen  Um- 
setzungen gab  zuerst  die  astronomische  Störungstheorie  Veranlassung, 
die  im  einfachsten  Fall,  wenn  nämlich  die  Exzentrizitäten  und  die 
Neigungen  vernachlässigt  werden,  die  Berechnung  von  Integralen  der 
Form 

(16)  /  (1  —  2ß  cos:*;  -f-  K^)-'dx 

verlangt.     Hier  kann  der  Integrand 

(17)  (1  —  2acos2;  -\-  «")"■', 
der,  wenn 

(18)  i—i—i  =  n,     a  = — ^.     =  -    -'^-     — 

gesetzt  wird,  auch 

(1  +  «^)~'''(1  —  neos  x)~' 

geschrieben  werden  kann,  nach  Potenzen  von  v.  oder  von  a  entwickelt 
werden;  die  Koeffizienten  dieser  Entwicklungen  werden  ganze  rationale 
Funktionen  von  cos  x  und  sind  behufs  der  Integration  in  lineare 
Funktionen  der  Kosinus  der  Vielfachen  von  x  umzusetzen.  So  ver- 
fahren —  um  nur  zwei  Beispiele  zu  nennen  —  noch  Th.  Simpson^^) 
und  J.  de  Lalande^'').  Auf  diese  Weise  war  es  in  der  ersten  Hälfte 
des  18.  Jahrhunderts  gelungen,  eine  Anzahl  Störungsprobleme  mit  der 
dem  damaligen  Stande  der  Beobachtungskunst  entsprechenden  Ge- 
nauigkeit zu  erledigen.     Aber  für  die  großen  gegenseitigen  Störungen 


34)  Analyse  algebrique,  Pari.s  1821  =  Oeuvres  (■2).S,  p.  235.  Cauchy  führt 
die  Reihen  (2),  (.^i),  (14),  (15)  als  Beispiele  an  (p.  2."3,  255).  Die  Anwendung  auf 
die  Reihen  (2),  (3)  auch  exerc.  d'anal.  4,  1847,  p.  229.    Vgl.  übrigens  Nr.  35. 

35)  J.  f.  Math.  1  (1826)  =  Oeuvres  1,  p.  237,  247.     Vgl.  dazu  Note  219. 

36)  Miscellaneous  tracts  on  some  subjects  in  mechanics,  physical  astronomy 
and  speculative  math.,  London  17.57,  p.  176. 

37)  Paris  bist.  1758[G.'i],  müm.  15.  Auch  Astronomie  2,  Paris  1764,  p.  1280, 
1383  und  2°"'  (5d.  3  (1771),  p.  469,  582  gibt  er  zunächst  dieses  Verfahren.  — 
Ä.  Meyer  (Brux.  mem.  21,  1848,  p.  5,  D)  erhält  aus  der  Vergleichung  der  so  ge- 
fundenen Entwicklungen  von  (1 -}- n  cos  a;)~ '  und  von  log  (1 -f- n  cos  a;)  mit  den 
durch  die  Methode  von  Nr.  2  erhaltenen  die  Entwicklungen  der  Potenzen  von  a 
und  der  Produkte  dieser  Potenzen  mit  1  :  ]/l  —  n°  nach  Potenzen  von  n. 
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von  Jupiter  und  Saturu  kommen  so  große  Werte  von  a  bzw.  n  in 
Betracht,  daß  die  Anzahl  der  erforderlichen  Reihenglieder  die  Durch- 
führung der  Rechnung  auf  diesem  Wege  verbot.  Da  aber  die  Glieder 
mit  cos  nx  bei  der  Integration  den  Nenner  n,  bei  einer  im  weiteren 
Verlauf  der  Störungsrechnungen  erforderlichen  zweiten  Integration 
sogar  den  Nenner  n^  erhalten,  so  erkannte  L.  Euler ^^),  daß  man  nur 
die  Glieder  mit  kleinen  Werten  von  n  zu  berücksichtigen  brauche, 
und  daß  es  daher  zweckmäßiger  sei,  die  Entwicklung  überhaupt  nach 
den  Kosinus  der  Vielfachen  von  x  zu  ordnen. 

Es  bedeutet  dem  gegenüber  in  theoretischer  Beziehung  einen 
Rückschritt,  wenn  CJir.  Gudermann^'^)  dieses  Verfahren  zur  Integration 
einer  Funktion  von  cos  x  wegen  der  eventuellen  Schwierigkeit  der 
Ableitung  einer  solchen  Entwicklung  wieder  verwirft  und  zur  Ent- 
wicklung nach  Potenzen  von  sin  x  zurückkehrt. 

4.  Divergente  trigonometrische  Beihen.  Bei  den  besprochenen 
Entwicklungen  hat  sich  Euler  um  die  Frage  der  Konvergenz  und  um 
etwaige  Grenzen  des  Gültigkeitsbei-eichs  kaum  gekümmert.  Er  glaubte 
ja  überhaupt  auch  einer  divergenten  Reihe  eine  bestimmte  Summe 
zuschreiben  zu  können*");  naVnentliih  verstand  er  unter  einer  Glei- 
chung der  Form 

in  der  g,  Ji  rationale  ganze  Funktionen  (oder  selbst  schon  unendliche 
nach  Potenzen  von  r  fortschreitende  Reihen)  bedeuten,  nichts  anderes 
als:   die  (im  letzteren  Fall  formal  vorzunehmende)   Entwicklung  von 


38)  Recherches  sur  la  question  des  inegalites  du  mouvement  de  Saturne 
et  de  Jupiter,  Paris  1749  (gehört  eigentlich  zum  6.  Bd.  des  „recueil  des  piecea 
qui  ont  remportu  las  prix"  der  Pariser  Akademie,  fehlt  aber  meist,  da  es  bei 
einem  andern  Verleger  erschienen  ist).  Daß  der  Gedanke  Euler  allein  angehört, 
erkennen  J.  d'Alembert  (recherches  sur  diff.  points  du  Systeme  du  monde  2, 
Paris  1754,  p.  81)  und  A.  Clairaut  (Paris  miim.  1754  [59],  p.  545)  ausdrücklich  an. 
Euler  fand  die  Aufgabe  zuerst  so  schwer,  daß  er  zweifelte,  ob  ihm  eine  Lösung 
gelingen  werde  (Brief  an  Goldbach  von  1740,  correspondance  math.  et  phya. 
publit^e  par  P.H.Fuß  1,  St.  Petersburg  1843,  p.  388).  AVegen  weiterer  Unter- 
suchungen  über  dieses  Problem  vgl.  Nr.  \). 

39)  J.  f  Math.  14  (1835),  p.  182;  15  (1836)  p.  100. 

40)  Vgl.  1A3,  Pringsheim  Nr.  39,  p.  105.  Eulers  Auffassung  findet  sich 
bereits  in  einem  Briefe  an  Nikolaus  I.  Bernoulli  von  1744  (opera  postuma  1,  Petersb. 
1762,  p.  538)  und  in  einem  an  Goldbach  von  1745  (Corresp.  math.  phys.  ed.  P.  if. 
Fuß,  1,  St.  Petersburg  1843,  p.  324)  formuliert;  sie  liegt  auch  seiner  Behandlung 
der  rekurrierenden  Reihen  im  4.  und  14.  Kapitel  seiner  introductio  in  analysin 
infinitorum,  Laus.  17'18,  zugrunde. 
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X 

(20)  g(r)  -  h{r)  ^a^ 

»^=0 

enthält  nur  Glietler  mit  höheren  Potenzen  von  r  als  r*'.  Er  schrieb 
dann  auch  derjenigen  Reihe,  die  aus  ^19)  durch  Einsetzen  eines  speziellen 
Wertes  r^  von  r  hervorgeht,  den  Wert  .'/(»■o)/^i(''o)  ^^^i  selbst  wenn  die 
a  noch  eine  von  r  unabhängige  Variable  x  enthalten,  und  glaubte 
sogar  die  so  gefundenen  Reihen  nach  diesem  x  gliedweise  difFerentiieren 
und  integrieren  zu  können.  Analog  kann  dann  auch  eine  Gleichung 
der  Form  «> 

(21)  «Pj-J^   V«  J-^U^ 

71=0 

{fp{x),  ip{x)  endliche  oder  auch  selbst  schon  unendliche  Reihen)  so 
verstanden  werden:  in  der  Entwicklung  von 

iV 

(22)  <p{x)-t{x)^a„[2]nx 

kommen,  nachdem  die  Produkte  trigonometrischer  Funktionen  durch 
Summen  ersetzt  sind  und  umgeordnet  ist,  nur  Glieder  mit  höheren 
Vielfachen  von  x  als  Nx  vor*'). 

So  ist  Euler  z.  B.  zu  den  Gleichungen  (vgl.  (4)  und  (5)): 


(23)   cos«  -|-  cos(a  -\-  x)  -\-  cos(ß  -j-  2x)  -\-  ■  • 


'(»-f) 


'(— t) 


(24)    sin  a  -f-  sin  («  -f-  *')  +  sin  (a  +  2x)  -\ = 

2  8in~ 

zuerst  von  der  ersten  Auffassung  aus  gelangt  und  hat  sie  dann  durch 
die  zweite  verifiziert*^).   Speziell  für  a  =  0  erhält  er  die  Gleichungen**): 


41)  Auf  dieser  Auffassung  beruhen  bereits  die  Rechnungen  Eulers  introd., 
1748,  §  258  undPetrop.  n.  comm.  5  (1754/55[60]),  p.  190;  deutlicher  ib.  18  (1773), 
p.  31,  institut.  calo.  integr.  §  272  und  Petrop.  acta  1,  (1777[80])  =  instit.  calc. 
int.  4  (1794),  suppl.  3,  §  122,  sowie  in  den  nachgelassenen  Abhandinngen  von 
1772,  opusc.  analyt.  1,  Petrop.  1783,  p.  168,  und  von  1770,  Petrop.  n.  acta  7 
(1780[93]),  p.  92.  Ausdrücklich  formuliert  erscheint  sie  bei  iS'.  F.  Lacroix,  traitö 
des  differenoes  et  des  series,  Paris  1800,  p.  149;  traite  de  calc.  diff.  et  int., 
2'»«  ed.  3,  Paris  1819,  p.  160,  619;  auch  bei  G.  8.  Klügel,  math.  Wörterbuch  2, 
Leipzig  1805,  p.  588.  Auch  /.  Littroiv  stützt  sich  auf  sie,  Petersb.  mem.  7 
(1815/6[20]),  p.  132. 

42)  Introd.  §  258,  260. 

43)  Petrop.  n.  comm.  5,  p.  202. 
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(25)     1  +  cosa;  -\-  cos2a;  +  cos3a;  +  +  +  •■•  ^  -;7  , 

von  denen  die  erste  sonst  auch  wohl  in  der  Form 

(27)  \  +  cos.r  +  cos2j;  +  cos3.r  +  +  H =  0 

erscheint^*);  und  aus  ihnen  gewinnt  er  durch  Differentiation  nach  x 
Reihen,  bei  denen  die  Koeffizienten  mit  wachsendem  Index  sogar  über 
jede  Grenze  wachsen*^). 

Derartige  trigonometrische  Reihen  treten  dann  in  der  Literatur 
bis  gegen  das  Jahr  1860  immer  wieder  auf,  so  bei  J.  L.  Lagrange^^), 
G.  Fontana^''),  J.  Fr.  PfaP"),  Tralles^"),  J.  Littrow^"),  S.  D.  Poisson^^), 
Br.Molliveide^%  J.A.Eytelwein'"''),  M.  Lobatto^^),  E.  Murpln/%  Barfuß^% 
G.  Plnna^''),  Donkln^^).  Zwar  hat  schon  J.  d' Alembert^^)  gegen  ihren  Ge- 
brauch Protest  erhoben,  die  prinzipielle  Verwerfung  alles  Rechnens 
mit  divergenten  Reihen  hat  aber  erst  A.  L.  Cauchy^")  begründet;  ihm 
schließen  sich  N.  H.  AbeP^)  und  Poinsot^-)  an.    31.  Ohm  hat  sie  früher^^) 

44)  So  bei  Huler  selbst,  institutiones  calculi  differentialis,  Laus.  1755,  §  92 
und  opuscula  anal.  1,  Petrop.  1783,  p.  168,  wo  sie  durch  Differentiation  aus  (110) 
erhalten  wird. 

45)  Petrop.  n.  comm.  5,  p.  203. 

46)  Taur.  mi.sc.  1  (1759);  2  (1760/61)  =  Oeuvres  1,  p.  102,_  323. 

47)  Mem.  soc.  ital.  2  (1784),  p.  424. 

48)  Versuch  einer  neuen  Summationsmethode,  Berlin  1788,  p.  16,  81. 

49)  Berlin  Abhandl.  1812/13[16],  p.  232  (von  1810). 

50)  Petersb.  mem.  7  (1815/16[20]),  p.  115,  122. 

51)  J.  to.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  312,  31.S. 

52)  Klügeh  math,  Wörterbuch  4,  Leipzig  1823,  p.  581. 

53)  Grundlehren  der  höheren  Analysis,  Berlin  1824.  1,  p.  451;  2,  p.  635; 
trotz  seiner  Mahnung  zur  Vorsicht  beim  Gebrauch  divergenter  Reihen,  1,  p.  425. 

54)  Recherches  p.  3,  4. 

55)  Cambr.  trans.  ö,  (1835),  p.  367,  379,  380. 

56)  Arch.  Math.  Phya.  4  (1844),  p.  229;  5  (1844),  p.  156;  7  (1846),  p.  8. 

57)  Torino  mem.  (2)  14  (1854),  p.  40,  53;  (von  1851);  16  (1857),  p.  98;  18 
(1869),  p.  501. 

58)  Quart,  j.  of  math.  3  (1860),  p.  2. 

59)  Opuscules  math^matiques  1,  Paris  1761,  p.  65. 

60)  Vgl.  seine  programmatische  Erklärung  in  der  Vorrede  der  analyse  al- 
gebrique,  Paris  1821  =  oeuvres  (2)  3,  p.  IL 

61)  J.  Math.  1  (1826)  =  Oeuvres  1,  p.  219.  Vgl.  auch  seine  Briefe  an 
Holmboe  und  an  Hansteen  aus  demselben  Jahre,  Oeuvres  2,  p.  256,  263.  Der 
erste  dieser  Briefe  zeigt,  daß  auf  Abels  Entscheidung  die  in  Nr.  5  zu  besprechen- 
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angegeben,  indem  er  damals  noch  jede  Reihe  als  konvergent  ansah, 
die  nicht  das  ist,  was  man  jetzt  „eigentlich  divergent"  nennt;  später*"*) 
verwirft  er  ihren  Gebrauch. 

J.  F.  FrcDigais^^)  erhält  divergente  trigonometrische  Reihen  durch 
skrupellose  Benutzung  der  „Methode  der  Trennung  der  Operations- 
und Quantitätssymbole"  (vgl.  IIA  11,  Fincherle,  Nr.  2,  p.  765.) 

A.  de  Morgan^^)  stützt  die  Gleichungen  (25),  (26)  durch  seine 
Auffassung  der  den  Zeichen  sin  oo,  cos  oo  beizulegenden  Werte  (Nr.  30). 

Bemerkenswert  ist  übrigens,  daß  auch  C.  F.  Gauß^'')  sich  der 
Reihe  (139)  ohne  weitere  Erläuterung  bedient,  obwohl  deren  Konver- 
genz damals  weder  bewiesen  war,  noch  mit  damals  bekannten  Hilfs- 
mitteln bewiesen  werden  konnte. 

Mit  der  ersten  Eulerschen  Auffassung  kommt  es  auch  im  wesent- 
lichen überein,  wenn  S.  B.  Poisson  in  vielen  Fällen,  in  denen  eigent- 
lich die  Richtigkeit  einer  Gleichrmg  der  Form 

(28)  ^<^.=  S 

n  =  0 

ZU  beweisen  wäre,  statt  dessen  nur  beweist,  daß 

(29)  lim"Va»-"=S 

ist^*)  und  namentlich  auch  von  divergenten  trigonometrischen  Reihen 
in  diesem  Sinne  Gebrauch  macht ^^),   obwohl   er  sonst  die  Benutzung 


den  Diskussionen  über  die  Entwicklungen  der  Potenzen  von  cos  x  und  die  dabei 
infolge  des  Gebrauchs  divergenter  Reihen  auftretenden  Paradoxa  von  wesent- 
lichem Einfluß  gewesen  sind. 

62)  Recherches  sur  l'analyse  des  sections  augulaires,  Paris  1825,  p.  70., 

63)  Petereb.  mem.  1  (1831),  p,  123  (von  1825). 

64)  Geist  der  math.  Analysis  2,  Erl.  1846,  p.  146;  System  der  Mathematik  8, 
aSTürnberg  1851,  p.  101;  ebenso  0.  SMömilch,  Arch.  Math.  Phys.  1843,  p.  275; 
Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale,  Jena  1843,  p.  10. 

65)  Ann.  de  math.  3  (1812),  p.  252. 

66)  The  dilFerential  and  integral  calciilus,  Lond.  1836/41,  p.  606. 

67)  Gott.  comm.  rec.  1812  =  Werke  3,  p.  156.  Das  Wort  Konvergenz  ge- 
braucht übrigens  Gauß  bekanntlich  noch  im  alten  Sinne,  in  dem  es  sich  nur  auf 
die  unbegrenzte  Abnahme  der  Reihenglieder,  nicht  auf  die  Existenz  eines  Grenz- 
wertes für  die  Reihensumme  bezog. 

68)  So  zuerst  J.  Ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  422;  19  (1823),  p.  409;  zuletzt 
theorie  de  la  chaleur,  Paris  1835,  p.  187.    Vgl.  im  übrigen  Nr.  34. 

69)  Z.  B.  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  65,  439;  conn.  des  temps  pour 
1826[23],  p.  252;  bull.  Fe'russac  4  (1825),  p.  348;  traite  de  mecanique  1,  2"»  üd., 
Paris  1833,  p.  638. 
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divergenter  Reihen  prinzipiell  verwirft  und  auch  mit  den  Wider- 
sprüchen, auf  die  sie  führen  kann,  wohl  bekannt  ist™).  Er  behauptet 
übrigens'^),  bei  den  hier  betrachteten  Reihen  komme  man  i.  aUg., 
d.  h.  abgesehen  von  isolierten  Werten  der  Variabein,  zu  demselben 
Grenzwert  S,  wenn  man  vor  Hinzufügung  der  Faktoren  >•"  noch 
Nullen  einschiebe;  er  verifiziert  das  an  dem  Beispiel 

1  +  cos  a*  +  0  -(-  cos  2x  -\-  cos  3x  -}-  0  -\-  cos  ix  -\-  •  •  •, 

gibt  aber  keinen  allgemeinen  Beweis. 

Foissons  Auffassung  hat  bei  einer  Reihe  von  Autoren  Anklang 
gefunden;  so  bei  J.  Liouville^^).  Bei  anderen  Autoren  ist  diese  Auf- 
fassung auf  Widerspruch  gestoßen:  so  erklären  schon  J.  Ivory''^)  und 
ein  mit  Disjota''^)  zeichnender  Autor  den  Schluß  von  (29)  auf  (28) 
nur  für  erlaubt,  wenn  die  Konvergenz  der  letzteren  Reihe  bereits 
feststehe. 

Eine  andei-e  Auffassung  dieser  Reihen  entwickelt  D.BernouUi''^), 
anknüpfend   an   bekannte  Spekulationen   von  Leibniz   über   die  Reihe 

1  —  1-|-1  —  IH h'''"  wenn  allgemein  für  ein  bestimmtes  j}  und 

jedes  n 

und  außerdem 

"O  +  «1  +  «2  H h  %-!  =  0 

sei,  so  habe  man  als  Summe  der  Reihe  ^c.  das  arithmetische  Mittel 
aus  den  Werten 

(30)         ÖQ,  ao  +  «1,  «0  +  «1  +  «2;  •  •  •,  «0  +  «1  H h  %-i 

zu  betrachten.  Bei  den  Reihen  (25)  und  (26)  ist  die  Voraussetzung  er- 
füllt, wenn  x  zu  nr  kommensurabel,  aber  nicht  gleich  einem  ganzzahligen 


70)  Vgl.  namentlich  j.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  503. 

71)  Ib.  p.  420. 

72)  J.  f.  Math.  13  (1835),  p.  225. 

73)  Phil.  mag.  67  (182G),  p.  35;  (2)  2  (1827),  p.  17. 

74)  Ib.  (3)  9   (1836),  p.  85. 

75)  Petrop.  n.  comm.  16  (1771),  p.  76;  17  (1772),  p.  3;  18  (1773),  p.  3.  Er 
berichtet,  er  sei  seit  40  Jahren  im  Besitze  dieses  Prinzips.  Euler  meint  (ib.  18, 
p.  29),  man  könne  sich  dabei  beruhigen;  auch  A.  J.  Lexell  stimmt  zu  (ib.  18, 
p.  40),  obwohl  er  die  Summen  solcher  Reihen  an  und  für  sich  als  -unbestimmt 
erklärt,  und  meint,  die  Ausdehnung  auf  zu  w  inkommensurable  Werte  von  x  werde 
keine  Schwierigkeiten  bieten.  —  Noch  A.  de  Morgan  iCambr.  trans.  8j  (1844), 
p.  191)  glaubt  in  diesem  Satz  einen  Spezialfall  eines  „durch  Induktion  gewonnenen 
allgemeinen  Prinzips"  sehen  zu  dürfen,  daß  man  nämlich  überhaupt  jeden  un- 
bestimmten Ausdruck  durch  das  arithmetische  Mittel  seiner  sämtlichen  mög- 
lichen Werte  zu  ersetzen  habe. 
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Vielfachen  von  %  ist;  er  verifiziert  an  einer  Reihe  von  Beispielen,  daß 
dann  seine  Auffassung  in  der  Tat  dasselbe  Resultat  gibt  wie  die 
Eulers.  Daß  das  allgemein  gilt,  hat  erst  J.  L. Lagrange  gezeigt'*). 
Verallgemeinerungen  dieser  Auffassung  haben  G.  S.  Klügel''''),  Ch. 
Hutton''^)  und  J.  Prehn''^)  zu  geben  versucht,  doch  entbehren  sie  der 
Präzision;  diese  hat  erst  G.  Frobenius^")  durch  den  Beweis  des  Satzes 
erreicht:  wenn 

(31)  hm -^ 

existiert  und  gleich  M  ist,  so  konvergiert  die  Reihe  ^a^r"  fürr<l, 
und  es  ist  lim   T^a^r"  =  M. 

r=  1 

Gelegentlich  erscheint  in  der  älteren  Literatur  auch  die  merk- 
würdige Auffassung:  wenn  man  für  die  Summe  der  N  ersten  Glieder 
einer  Reihe  einen  geschlosseneu  Ausdruck  erhalten  habe,  brauche 
man,  um  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  zu  erhalten,  aus  jenem 
nur  einfach  „alles  was  noch  von  der  Gliederzahl  N  abhängt"  weg- 
zulassen; so  bei  G.  S.  KlügeP^),  A.  CagnoW*^),  J.  Littroiv^^). 

Eine  neue  Förderung  erfuhr  das  Rechnen  mit  divergenten  Reihen 
überhaupt  und  damit  auch  insbesondere  die  Verwendung  divergenter 
trigonometrischer  Reihen  durch  die  zu  Beginn  des  19.  Jahrhunderts 
von  der  sog.  neuen  Cambridger  Schule  entwickelte  formale  Auf- 
fassung der  Algebra:  daß  sie  nichts  anderes  sei  als  die  Lehre  von 
den  Folgerungen,  die  aus  bestimmten  als  fundamental  angenommenen 
Verknüpfungsgesetzen  gezogen  werden  können;  wobei  man  sich  nicht 
darum  zu  kümmern  brauche,  ob  den  Operationen  und  ihren  „Trägern" 
irgend  welche  konkrete  Bedeutung  zukomme.  Aus  dieser  Auffassung 
hat  schon  der  Begründer  dieser  Schule,  R.  Woodhouse,  die  Folgerung 


76)  Paris  bist.  3,  an  IX,  p.  8  (nicht  in  den  Oeuvresi;  weniger  einfach  S.  D. 
Poisson,  J.  tc.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  4-26,  /.  Fr.  Baabe  (J.  f.  Math.  15  (1836), 
p.  356,  358;  Differential-  und  Integralrechnung  1,  Zürich  1839,  p.  313;  die  Jacob- 
BernouUische  Funktion,  Zürich  1848,  p.  6)  und  /.  B.  Yüung  (phil.  mag.  (3)  27 
(1845),  p.  438). 

77)  Math.  Wörterbuch  2,  Leipzig  1805,  p.  532.  Ihm  schließt  sich  C.  Er. 
Mollweide  an,  ib.  4  (18-23),  p.  681. 

78)  Tracts  on  math.  and  philos.  subjects,  London  1812,  p.  176  (von  1780?). 

79)  J.  f  Math.  41  (1851),  p.  5,  43. 

80)  Ib.  89  (1880),  p.  262. 

81)  Analytische  Trigonometrie,  Braunschweig  1770,  p.  42. 

82)  Mem.  soc.  ital.  7  (1794),  p.  21;  trigonometria  plana  e  sferica,  2.  ed., 
p.  117  der  franz.   Übersetzung  von  A.  N.  Chovipre,  Paris  1808. 

83)  Petersb.  mem.  7  (1815/16[20]\  p.  123. 

Encyklop.  d,  m.ith,  Wissonsch.     II  1.  53 
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gezogen**),  daß  Gleichungen  wie 

(1  _  r)-i  =  1  +  r  +  r^  +  r^  H 

allgemein  richtig  seien,   gleichgültig  ob  die  Reihe  rechts  konvergiere 

oder  nicht.    In  schärferer  Formulierung    und   ausführlicher  begründet 

erscheint  diese  Auffassung  dann  bei   G.  Peacoch^^).    Er  weiß  zwar*^), 

daß  Gleichungen  wie  (111)  oder  (410)  nur   für  bestimmte   Intervalle 

richtig  seien,  hilft  sich  aber  mit   der  Ausrede,   das  Permanenzprinzip 

gelte  eben  nur  „within  the  limits  of  continuity"  ^''). 

Später  ist   übrigens   auch   in   England   der  Gebrauch  der  Reihen 

(25),  (26)  vielfach   verworfen   worden:   so  schon  von  J.  Challis^^)  und 

später   von   jR.  Moon*^^)   mit   der  Motivierung,    daß   das  Restglied,  das 

hinzuzufügen  ist,  wenn  man  die  Reihe  mit  dem  wten  Glied   abbricht, 

mit  wachsendem  n  nicht'-*")  gegen  null  konvergiert;  von  J.  R.  Yoimg^^) 

mit  der  eigentümlichen  Motivierung,  die  Ableitung  von  (25)  aus  (111) 

durch  DifFerentiatioa  sei  deswegen  nicht  zulässig,  weil  die   Formel 

deiiinx 

— 1 =  n  cos  nx 

dx 

für  M  =  CO  nicht  mehr  gelte.    Auch  G.  G.  StoJces  will  die  Benutzung 


84)  The  principles  of  aualytical  ealculation,  Cambr.  1803,  p.  13,  153.  Er 
schreibt  dabei  dem  Gleichheitszeichen  eine  erweiterte  Bedeutung  zu;  es  diene 
nur  dazu,  den  zu  entwickelnden  Ausdruck  mit  dem  Resultat  einer  an  ihm  vor- 
zunehmenden Operation  zu  verbinden.  Das  Bedürfnis  nach  einem  Beweise  dafür, 
daß  bei  solchen  Erweiterungen  der  Bedeutung  eines  Zeichens  die  für  seine  ur- 
sprüngliche Bedeutung  geltenden  Gesetze  bestehen  bleiben,  empfindet  er  wohl  an 
anderen  Stellen,  hier  aber  gar  nicht;  daß  derartige  Beweise  für  diese  Auffassung 
der  Algebra  unerläßlich  sind,  scheint  in  England  zuerst  Plt.  Kelland  betont  zu 
haben,  principles  of  demonstrative  mathematics,  Edinb.  1843,  p.  110,  112,  115, 118. 

Eigentümlich  ist,  daß  H.  Breen,  treatise  on  the  summation  of  series,  Belfast 
1827,  zwar  unbedenklich  mit  divergenten  Reihen  rechnet  (z.  B.  p.  23,  66)  und 
auch  die  hier  in  Rede  stehenden  Reihen  ohne  weiteres  angibt  fp.  83),  in  einer 
nachträglich  angefügten  Note  (p  8)  aber,  unter  Berufung  auf  Lacroix,  bemerkt 
„the  continuing  the  series  to  infinity  does  not  cause  it  to  approach  to  a  li- 
miting  state". 

85)  Brit.  assoc.  rep.  3  (1833),  p.  205,  239,  269,  282. 

86)  p.  252. 

87)  p.  261.  Daß  er  mit  dieser  Einschränkung  sein  ganzes  Gebäude  umwirft, 
entgeht  ihm,  weil  er  sich  im  Grunde  doch  nur  für  algebraische  Funktionen  und 
ihre  Entwicklung  in  Potenzreihen  interessiert. 

88)  Cambr.  trans.  S^  (1830),  p.  270. 

89)  Phil.  mag.  (.3)  26,  1845,  p.  490. 

90)  Wie  man  früher  zuweilen  geglaubt  hatte;  vgl.  die  unter  Nr.  30  be- 
sprochene Diskussion. 

91)  Dubl.  proc.  3  (1846),  p.  36.  Später  (Cambr.  trans.  8^,  1847,  p.  437) 
scheint  or  sich  der  Auffassung  von  Challis  und  Moori  anzuschließen. 
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solcher  Reihen  nur  zulassen'*"),  wenn  mau  sie  ausdrücklich  als  Ab- 
kürzungen für  die  Grenzwerte  der  Reihen  (2)  und  (3)  auffasse.  Er 
hält  es  auch"*)  für  durchaus  möglich,  daß  einer  und  derselben  diver- 
genten Reihe  verschiedene  Werte  zuzuschreiben  seien,  je  nachdem  man 
sie  als  Greuzfall  einer  oder  einer  andern  konvergenten  Reihe  auffasse; 
meint  aber,  daraus  könne  kein  Fehler  entspringen,  wenn  man  nur 
konsequent  verfahre  und  innerhalb  einer  und  derselben  Rechnung 
immer  nur  dieselben  Konvergenzfaktoren  benutze. 

5.  Entwicklving  der  Potenzen  von  cos  x  und  sin  x  nach  den 
Cosinus  oder  Sinus  der  Vielfachen  von  x.  L.  J^uler''^)  und  Th.  Simp- 
son^'^)  gewinnen  die  Gleichung 

(32j    2"'~^cos'"a;  =  cosma;-|-  (j)cos  (m  —2)x-\-  (   )  coa{m  —  4'^x  -{-■■■ 

zunächst  für  die  kleinsten  positiven  Werte  von  m  durch  wiederholte 
Verwandlung  von  Produkten  trigonometrischer  Funktionen  in  Summen 
und  lesen  daraus  auch  das  allgemeine  Gesetz  ab"').  Sie  verifizieren 
dann  ihre  allgemeine  Gültigkeit  mit  Hilfe  der  Darstellung  trigono- 
metrischer Funktionen  reellen  durch  Exponentialfunktionen  komplexen 
Arguments*').     Euler   nimmt   sie  auch  gleich   für  negative"*)  und  für 


92)  Cambr.  trans.  8^  (1847),  p.  536  (von  184?)  =  papers  1,  p.  -24,0. 

93)  Cambr.  trans.  8^,  p.  539  ^  papers  1,  p.  246. 

94)  Introductio  1,  p.  220.  Er  hat  auch  entsprechende  Formeln  für  sin'"  x, 
wobei  aber  vier  verschiedene  Fälle,  je  nach  dem  Werte  von  m  (mod  4),  zu  unter- 
scheiden sind,  so  daß  er  diese  Formeln  wohl  auf  negative  Werte  von  m  über- 
tragen kann,  von  der  Übertragung  auf  gebrochene  Werte  aber  zu  schweigen 
vorzieht.  Ebenso  £.  Waring,  meditationes  analyticae,  p.  656  der  2.  Aufl.  von 
1785.  —  ./.  de  Lalande  (astronomie  2,  Paris  1764,  p.  1453)  hat  ebenfalls  die 
Formeln  bis  m  =  4;  er  meint,  das  genüge  „pour  faire  appercevoir  la  loi",  und 
überdies  brauche  man  die  weiteren  Formeln  selten.  In  der  2.  Aufl.  (3,  1771, 
p.  670j  fügt  er  noch  eine  Verweisung  auf  Euler  bei.  Die  ausgerechneten  Koeffi- 
zienten bis  m  ^  13  bei  Jeaurat,  Paris  mem.  pres.  4  (1763),  p.  528. 

95)  Miscellaneous  tracts  on  some  subjects  in  mechanics,  physical  astronomy 
and  speculative  mathematics,  London  1757,  p.  76. 

96)  Beweis  der  Gültigkeit  für  beliebige  positive  ganze  m  bei  G.  S.  Klügel, 
analytische  Trigonometrie,  Braunschweig  1770,  p.  120.  Querret  (Gergonne  ann. 
13  (1822,23),  p.  367)  gewinnt  sie  als  Spezialfälle  aus  den  allgemeinen  Ausdrücken 
der  Produkte  beüebig  vieler  Cosinus  oder  Sinus  durch  Summen. 

97)  Simpson  tracts,  p.  77;  Euler  Petrop.  n.  comm.  5  (1754/55[60]),  p.  167. 
Ebenso  Lexell,  ib.  18  (1773),  p.  55;  Prony,  j.  ec.  polyt.  cah.  3,  an  III,  p.  249; 
Lacroix,  traite  ")  1  (1797),  p.  69?  (2°'«  ed.  1810,  p.  87);  A.  Cagnoli,  trigonometria, 
p.  113  der  2.  franz.  Ausg.  von  ISOS;  Garnier,  analyse  algebrique,  2°"'  ed.  Paris 
1814,  p.  459;  Cauchy ,  Analyse  algebrique,  Paris  1821  =  Oeuvres  (2)  3,  p.  201. 
Die  Symbolik,  deren  sich  TralJes    Berlin.  Abb.  1812/13[16],  p.  225  (von  1810)  zur 
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gebrochene  Werte  von  wj'^)  in  Anspruch,  was  freilich  vielfach  zu 
divergenten  Reihen  führt.  Für  ganzzahlige  Werte  des  Exponenten 
führt  er  sie  auch  in  die  Gestalt  über'""): 

(33)  2«^-cos^"^  =  -If;)  +2' (/_'„)  <^««2^^, 

n  =  1 
f 

(34)  2*''-»co8*''-'x=  ^(^^^~^)co9{2n—l)x, 

n  =  l 

(35)  2V-.  ,i^,.^  =  IQ  +2'(-l)"(/_^)cos2«^, 

71  =  1 

(36)  2ä''-«8in*''-ia;=  ^  {— l)"-' i^^^^Ym{2n  —  l)x. 

n  =1 

Endlich  gibt  er  noch  Rekursionsformeln  für  die  Koeffizienten  der 
Entwicklung  von  cos^a;  ging's;,  für  ganzzahlige  m,  p**")-  Andererseits 
kommt  er  in  einer  nachgelassenen  Abhandlung,  indem  er  in  der  Bi- 
nomialentwicklung  von  {\ -\- z)"*  das  z  =  {cos  x -\- i  sm x)  setzt,  zu 
den  Formeln'"-): 

2"*  cos"  -  cos --- =  J>         coswa;, 

f37)  I 

2"-  sin"'  --  sm  —  =^  (^  J  sin  wa;, 

die  er  ebenfalls  ausdrücklich  für  beliebige  m  in  Anspruch  nimmt. 


Ableitung   der  Formeln  bedient,   kommt   auf  einen   versteckten   Gebrauch   kom- 
plexer Größen  hinaus;  ebenso  die  von  W.  W.,  Cambr.  math.  j.  4,  (1844!,  p.  176. 

98)  Petrop.  n.  comm.  5,  p.  169.  Die  Formeln  für  m^  —  1  erhält  er  ib. 
p.  203  auch,  indem  er  in  den  Gleichungen  (23),  (24)  a  durch  x  und  x  durch  2  a; 
ersetzt. 

99)  p.  170.  p.  188  hat  er  auch  Reihen  für  Produkte  von  Potenzen  von 
cos  X  und  sin  x. 

100)  p.  170,  174  (ebenso  Lexell,  ib.  18,  p.  56).  Der  Beweis,  daß  diese  Glei- 
chungen für  jedes  positive  ganzzahlige  m  gelten,  durch  den  Schluß  von  m  auf 
ro  +  1  bei  G.  S.  Klügel,  math.  Wörterbuch  2,  Leipzig  180.5,  p.  583  und  bei  /. 
PÄ.  Wolfers,  Arch.  Math.  24  (1855),  p.  303.  Klügel  hat  auch  den  entsprechenden 
Schluß  für  negative  ganzzahlige  m,  nachdem  er  den  Fall  m  =  —  1  wie  Euler  be- 
handelt hat. 

101)  p.  177. 

102)  Petrop.  n.  acta  7  (1789[93]),  p.  91,  97  (von  1776);  die  entsprechenden 
Reihen  mit  abwechselnden   Vorzeichen,   Petersb.   mem.  5  (1812[15]),   p.  59  (von 
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A.  J.  Lexell  "'^)  gewinnt  zunächst  die  endlichen  Summen 

(38)  ^in+l){2\{<^  +  nx), 

11  =  0 

indem  er  sie  durch  Multiplikation  mit  2  sin  y  und  Umformung  der 
Produkte  trigonometrischer  Funktionen  in  Summen  auf  die  Summen 
IIA  9a,  (4),  p.  645  zurückführt;  durch  Wiederholung  desselben  Ver- 
fahrens dann  auch 

(39)         2'^',"^^'-' !::.'!  («+«-'■ 

n=0 

Für  a  ^  X,  iV  =  oo  erhält  er  so  die  [übrigens  divergenten]  Spezial- 
fälle der  Reihen  (82)  für  m  =  —  2  und  tn  =  —  3. 

J.  L.  Lagrange^"*)  geht,  um  die  Gleichung  (32)  zu  erhalten,  davon 
aus,  daß  die  Funktion  y  =  cos"  x  der  Dilferentialgleichung 
(40)  y'  cos  X  -\-  my  sin  a;  =  0 

genügt;  er  setzt  dann  für  sie  eine  Entwicklung  nach  den  Cosinus  der 
Vielfachen  von  x  an  und  erhält  für  deren  Koeffizienten  eine  Rekur- 
sionsformel; den  dabei  zunächst  unbestimmt  bleibenden  ersten  Koeffi- 
zienten bestimmt  er  durch  Benutzung  eines  speziellen  Wertes  von  x. 
Auch  er  nimmt  die  Formeln  ausdrücklich  für  beliebige  Werte  von  ni 
in  Anspruch. 

Ä.  Cagnoli'^^^)  drückt  zunächst  cos"'a;  durch  coswa;  und  niedrigere 
Potenzen  von  cosa;  aus  und  setzt  dann  sukzessive  ein;  nachdem  er 
so  die  Anfangsglieder  der  Reihe  (32),  sowie  der  entsprechenden  Reihen 
für  sin"'a;  berechnet  hat,  glaubt  er  das  allgemeine  Gesetz  ablesen  zu 
können. 

Auf  die  bei  diesen  Entwicklungen  auftretenden  Schwierigkeiten 
hat  zuerst  S.D.Poisson  aufmerksam  gemacht '"'').     Indem   er  nämlich. 


1780).  In  unbequemerer  Formulierung  bei  J.  Landen,  math.  mem.  1  (1780),  p.  87, 
der  auch  durch  Integration  weitere  Reihen  erhält,  die  sich  aber  nicht  mehr  durch 
,, elementare"  Funktionen  ausdrücken  lassen. 

103)  Petrop.  n.  comm.  18  (1773),  p.  67. 

104)  Le9on6  sur  le  calcul  des  fonctions,  1801  (Oeuvres  10,  p.  138).  Die  glied- 
weise Ditferentiation,  deren  sich  Lagrange  hier  bedient,  ist  nicht  ohne  weiteres 
zulässig;  das  bemerkt  bereits  O.  Bonnet,  Brux.  mem.  cour.  in  4°,  23  (1844/50),  p.  25. 

105)  Mem.  soc.  ital.  7  (1794),  p.  16.  Später  (trigonometria  plana  e  sferica, 
2''*  ed.,  Bologna  1804;  p.  112  der  franz.  Übersetzung  von  N.  31.  Chompre,  Paris 
1808)  erklärt  er  das  selbst  für  umständlich  und  bedient  sich  der  Exponential- 
funktionen komplexen  Arguments. 

106)  Corresp.  ec.  polyt.  2  (1811),  p.  21'J?'  klarer  die  Darstel.ung  bei  Lacroix, 
traite  3,  2°"'  ed.  Paris  1819,  p.  605. 
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um  das  Binomialtheorem  anzuwenden,  die  Funktion  cosa;  auf  die 
beiden  Formen 

Ibringt,  erhält  er  für  2"'cos"'a;  das  eine  Mal  X  -\-  Yi,  das  andere  Mal 
X  —  Yi,  wo 

{'K  =  cosmx  +  (, )  cos('m  —  2)x-{-  (A  cos(m  —  4)a;  -j — | — \-  ■  ■  ■, 
(41)  ^J  ^l' 

\Y  =  sin  m  X  -\-  i   \  sin  (m  —  2)x  -\-  yA  coa(m  — 4)a'  +  -f"  +  '  '  •• 

Für  ganzzahlige  Werte  von  m  löst  sich  diese  Schwierigkeit  dadurch, 
daß  sich  F  ^  0  ergibt;  für  andere  meint  er,  die  beiden  Formeln 
«teilten  zwei  verschiedene  Werte  der  vieldeutigen  Potenz  dar  und 
Eulers  Gleichung  (32)  sei  also  dann  falsch.  Man  werde  aber  alle 
Werte  der  vieldeutigen  w*®"  Potenz  erhalten  können,  wenn  man  rechts 
ic  durch  X  +  2rit  ersetze,  unter  r  eine  beliebige  ganze  Zahl  ver- 
standen. Lacroix^^^)  fügt  noch  die  Frage  hinzu,  wieso  die  lineare 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  (40)  zwei  wesentlich  verschiedene 
Integrale  X  und  I'  haben  könne.  Deflers  '"*)  und  G.  Plana  *"'*)  bemühen 
sich  [durch  Rechnen  mit  divergenten  Reihen]  zu  zeigen,  daß  Y  in  der 
Tat  in  allen  Fällen  ^  0  sein  müsse  —  während  doch  schon  Poisson 
gezeigt  hatte,  daß  das  für  x  ^  %,  m  =  \  sicher  nicht  der  Fall  ist'^"); 
M.  Pagani^^^)  und  M.  Ohrn^^^)  dagegen  meinen,  F  werde  sich  von  X  nur 
durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden.  A.  L.  Crelle^^^)  führt  die 
Bemerkung  von  Poisson,  betr.   die  Ersetzung  von  x  durch  x  -\-  2r7c, 


107)  p.  617.  Er  steht  dicht  vor  der  Schlußfolgerung:  also  darf  man  mit 
divergenten  Reihen  nicht  rechnen,  kann  sich  aber  doch  nicht  entschließen,  sie 
zu  ziehen. 

108)  Mitgeteilt  von  Lacroix,  ib.  p.  620.  Die  Benutzung  divergenter  Ueihen 
monieren  31.  Ohm,  Aufsätze  aus  dem  Gebiete  der  höheren  Mathematik,  Berlin 
1823,  p.  43;  JE.  E.  Kummer,  Preisschrift,  Halle  1832,  p.  2  und  A.  Genocehi,  ann. 
sei.  mat.  fis.  8  (1857),  p.  411. 

109)  ann.  de  math.  11,  1820  21,  p.  84.    Den  Fall  x=n  schließt  er  aus. 

110)  Lacroix,  p.  623,  fragt,  wie  dieser  Widerspruch  zu  heben  sei,  kann  aber 
keine  Antwort  geben. 

111)  ann.  de  math.  13  (1822/23),  p.  96.  Sein  eigener  späterer  Versuch  zur 
Bestimmung  dieses  Faktors  (bull.  Ferussac  5  (1826),  p.  9)  beruht  auf  Poinsots 
Formeln  (44),  (45)  schreibt  diesen  aber  irrtümlicherweise  Gültigkeit  für  alle 
Intervalle  zu,  in  denen  cos  a;>0,  bzw.  <[0  ist. 

112)  Aufsätze  aus  dem  Gebiete  der  höheren  Mathematik,  Berlin  1823,  p.  15. 

113)  ann,  de  math.  13  (1822/23),  p.  218;  ausführlicher  in  einer  Note  zu  seiner 
Übersetzung  von  „Lagranges  mathematischen  Werken"  2,  Berlin  1823,  p.  321; 
für  beliebige  gebrochene  m  Versuch  einer  Theorie  der  analytischen  Fakultäten, 
Berlin  1823,  p.  321? 
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näher  aus:  zur  Bestimmung  der  Zusammengehörigkeit  der  verschie- 
denen Werte  von  r  zu  den  verschiedenen  Werten  der  jw'^°  Potenz  ge- 
nüge es,  einen    speziellen   Wert  von  x,   etwa  a:  =  0   oder  a;  =  a;  zu 

benutzen.    So  erhalte  man  z.  B.  für  m  ^  t'- 

k 

[X,(0)  =  2-008  '7,             i;(0)  =  2'"sin'-;", 
\X^{7t)  =  2"  cos  ^^ — ^r ,      1^  (a- )  =  2""  sin r 

Damit  sei  zugleich  die  Frage  beantwortet,  unter  welchen  Umständen 
Y  oder  auch  X  wirklich  gleich  0  sei.  M.  Ohm^^*)  gibt  als  den  all- 
gemeinen Ausdruck  der  Potenz: 

(43)  (2  cos x)'"  =  (X  -|-  i  Y)  (cos2mkn:  -\-  i  sin 2mh7i). 

Dann  bespricht  er  die  Summen  (37) ''^)  und  bestimmt  die  Werte,  die 
in  ihnen  der  Potenz  beizulegen  seien,  für  die  verschiedenen  möglichen 
Intervalle;  dadurch  gelangt  er  dann  auch  zu  einer  vollständigen  Be- 
stimmung von  X  und   1'"^). 

Poinsot^^'')  berichtigt  zunächst  die  Schlußweise  von  Lagrange  da- 
hin, daß  aus  ihr  nicht  die  Gleichung  (32),  sondern 

(44)  (2  cos  x)"  =  1™  X  oder  t^^tl: 
^      '  ^  ■'  cos  mn 

folge.  Rechts  könne  man  noch  x  durch  x  -\-  2r%  ersetzen-,  wenn  m  ein 
Bruch  vom  Nenner  q  sei,  erhalte  man  so  rechts  scheinbar  <^  Werte, 
links  nur  (^;  diese  Schwierigkeit  sei  dahin  zu  lösen,  daß  man,  wenn 
man  x  durch  x  -\-  2r%  ersetze,  auch  in  dem  zutretenden  Faktor  das 
0  oder  %   um  2r%   vermehren   müsse.      Daraus   ergebe    sich,   daß   für 


114)  Aufsätze  aus  dem  Gebiete  der  höheren  Mathematik,  Berlin  1823,  p.  47. 
Die  Anwendung  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  als  Beweismittel 
verwirft  er  überhaupt  (p.  39;  Bull.  FtJrussac  5,  1826,  p.  251). 

115)  p.  94.     Er  beschränkt  sich  seltsamerweise  auf  positive  m. 

116)  p.  101;  die  Resultate  auch  Bull.  Ferussac,  5  (1826),  p.  251. 

117)  Recherches  sur  l'analyse  des  sections  angulaires,  Paris  1825,  p.  68 
(von  1823);  Referat  von  S[aigey],  bull.  Ferussac  4  (1825),  p.  340.  Er  fügt  bei 
(p.  74):  aus  der  für  — «,'2 -^x  <^7t/2  geltenden  Gleichung  y=0  könne  man 
durch  Integration  weitere  erhalten,  u.  a.  die  Gleichungen  (409)  und  (410).  Solche 
nur  für  ein  bestimmtes  Intervall  geltende  Identitäten  habe  man  aufzufassen  als 
,. Gleichungen  mit  unendlich  vielen  Wurzeln  in  arithmetischer  Progression  von 
unendlich  kleiner  Differenz".  Im  übrigen  verweist  er  bereits  auf  Fourier.  Nach 
den  Referaten  Bull.  Fenissac  7  (1827),  p.  353  und  8  (1827),  p.  175  findet  sich 
eine  Darstellung  von  Poinsot's  Methode  auch  bei  1>.  Lardner,  Analytical  treatise 
on  trigonometry,  Lond.  1820;  dagegen  Einwände  bei  Brinkley,  Dublin  philos.  J. 
1826,  p.  291. 


842        n  A  12.    H.  Burkhardt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 

0<ix<i3i/2  Eulers  Formel  (32)  in  der  Tat  richtig  sei;   dagegen  für 
n/2  <i  X  <i37tl2  erhalte  man: 

(45)  (—  2  cos  x)'"  =     -^      =  -.^-  ■ 

^      '  ^  -^  cos  mir  sin7na 

Dem  gegenüber  bemerkt  Poisson^^^):  die  Schwierigkeit  bei  der 
Anwendung  der  Methode  von  Lagrange  auf  diese  Fragen  liege  darin, 
daß  man  von  ihr  aus  nicht  a  priori  angeben  könne,  an  welchen 
Stellen  der  Wechsel  in  dem  Werte  des  zuletzt  zu  bestimmenden  Fak- 
tors einzutreten  habe.  Auch  das  erste  Verfahren  Eulers  führe  zunächst 
nur  zu  der  Gleichung 

(46)  (cos2mk:r  -\-  i  sm2mk:i)\2  cosa;|'" 

=  (X  -|-  i  Y)  (cos  2 mt 71  -\-  i  sin  2mt7t) 
die  Differenz  t  —~  k  könne  und  müsse  dann  von  .r  abhängen,  aber  die 
Ableitung  der  Formel  gebe  darüber  keinen  Aufschluß.  Er  leitet  daher 
zunächst  die  allgemeine  Formel 

(47)  ^(    )r''{cos{m  —  2n)x  -{-  ieinim  —  2n)x) 

^  j  1  +  2r  cos2j;  -)-  r^I"'(co8ms  +  i  sin  ms) 
ab,  in  der  s  den  Hauptwert  der  Funktion 

(48)  s  =  arctg(Jt^tg^) 

bedeutet,  und  gewinnt  aus  ihr  die  Folgerung: 

1 1  2 cosx\'^{<iosmt7C  -\-  ismmtn),         (0  <  a:  <-  j , 
(49)X,+  ir,=  •  ,„       ' 

I  |2cosa;''"(cosm{i-|-l)''^  +  *sin>w(<-f-l)''^))   (y<^'^'^)> 
die  mit  den  Resultaten  von  Poinsot  übereinstimme. 

Dieselbe  Folgerung  erhält  dann  auch  A.  Cauchy  aus  der  von 
ihm*'*)  aufgestellten  Gleichung: 

(50)  ^  (    jr"(coswa;  -\-  i  sinwa;) 

=  1 1  -|-  2r  cos X  -\-  r^\^  (cos »js  -\-  i  sin  7ns), 
in  der  s  den  Hauptwert  der  Funktion 

(51)  s  =  arctg   -, 

^      ■'  "  1  +  r  cosa; 


118)  Bull.  FdruBsac  4  (1825),  p.  145.  Die  sich  anschließende  Polemik  zwischen 
Poinsot  (ib.  p.  221)  und  Poisson  (p.  344)  fördert  Bachlich  nichts. 

119)  Analyse  algebrique,  Paris  1821;  Oeuvres  (2)  3,  p.  247.  Ebenso  A.  v. 
Ettingshausen,  Vorlesungen  über  die  höhere  Mathematik  1,  Wien  1827,  p.  126; 
auch  die  Formeln  für  r^l,  doch  ist  der  Konvergenzbeweis  falsch.  —  Ohne 
Konvergenzuntersuchung  auch  bei  Th.  Clausen,  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  282.  Für 
r^l  hat  Clausen  nur  die  Formeln  mit  Ä;  =  0,  ohne  Angabe  der  Gültigkeitsgrenzen. 
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bedeutet,  in  der  übersichtlicheren  Form'^"): 

lX-}-iY=  (2008  0)'"  (cos  )wfc;r  -(-  iainmkn), 

I     (a;  =  ö+^-;t,.  — -^<Ö<-J,  Ä:ganzz.). 

Er  zeigt  überdies,  daß  die  Reihen  für  tu  >  0  in  der  Tat  konvergieren, 
und  meint,  es  werde  leicht  sein,  ihre  Konvergenz  für  —  1  <  w  <  0 
außer  an  den  Grenzen  der  Intervalle  mit  den  in  seiner  analyse  algebrique 
entwickelten  Methoden  nachzuweisen^-'). 

Stein^^^)  geht  allen  Schwierigkeiten  aus  dem  Wege,  indem  er  ein- 
fach sagt:  man  braucht  nur  yX^-{-  Y^  zu  berechnen,  die  hinzutre- 
tende Einheitswurzel  ist  in  jedem  Einzelfall  leicht  zu  bestimmen. 

Ein  Anonymus^^^)  meint:  da  X  -\-  iY  und  X  —  iY  zwei  Werte 
derselben  Potenz  seien,  müsse  es  zwei  ganze  Zahlen  k,  l  von  der  Art 
geben,  daß 

(X  +  i  De^"*"'  =  (X  —  i  De-^"'"" 
oder 
(53)  Xsin  m{k  -j-  l)7t  ^  Ycos  m(k  -\-  l)}t 

sei,  was  mit  den  Resultaten  von  Poinsof ')  übereinstimme  und  die  von 
Lacroix"")  aufgeworfene  Frage  beantworte. 

L.  Olivier^-^)  und  van  Uees^-^)  versuchen  zu  zeigen,  daß  der  Wert 
der  bei  dem  Lagrangeschen  Verfahren  zuletzt  bestimmten  Konstanten 
nur  an  solchen  Stellen  sich  ändern  könne,  an  welchen  cos  x  sein  Vor- 
zeichen wechselt;  doch  sind  ihre  Schlußweisen  unzureichend. 

K.B.v.Münchow^^^)  gewinnt  die  Gleichungen  (41)   zunächst  für 


120)  Exerc.  d'analyse  1  (1826);  Oeuvres  (2)  6,  p.  18. 

121)  p.  21. 

122)  Ann.  de  math.  15  (1824/25),  p.  150. 

123)  Ib.  16  (1825/26),  p.  255. 

124)  J.  f.  Math.  1  (1826),  p.  16;  reproduziert  von  C.  G.  Berling,  Diss.  Lund 
1830  (respond.  L.  Torbjörnsaon),  p.  29. 

125)  Corresp.  math.  phys.  6  (1830),  p.  279.  Er  ist  noch  der  Meinung,  die 
durch  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  gelieferten  Reihenentwick- 
lungen seien  immer  richtig,  wenn  sie  nur  konvergierten. 

126)  Grundlehren  der  Trigonometrie,  Bonn  1826,  p.  124;  p.  239  verifiziert  er 
sie  durch  die  Bemerkung,  daß  die  zu  entwickelnden  Funktionen  der  Differential- 
gleichung 

y"  cosa;  -j-  2my'  sina;  cosa;  -\-  m  (m  -f-  l)y  =^  0 

genügen.  Er  macht  sich  unnötige  Schwierigkeiten,  weil  er  glaubt,  die  Moivre- 
Bche  Formel,  die  er  aus  nur  für  das  Intervall  ( —  3r/2  ••■-!-  n/2)  geltenden  Reihen- 
entwicklungen ableitet,  gelte  ebenfaUs  nur  für  dieses  Intervall;  dasselbe  Miß- 
verständnis findet  sich  auch  noch  in  der  von  H.  F.  Scherk  veranlaßten  Diss.  von 
Fr.  Bredüw,  Wratisl.  1829,  p.  31,  der  p.  29  dasselbe  sogar  für  die  Entwicklungen 
von  Sinus  und  Cosinus  nacli  Potenzen  des  Bogeus  behauptet. 
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das  Intervall  ( —  n/2  ■  •  ■  +  Jr/2),  geht  dann  zu  den  übrigen  Intervallen 
über  und  erhält  so  schließlich  die  Formel 
(54)  (2cosÄ;;r  cosa;)'"  =  X  cosml'x  -{-  YsinmkTC 

(2k  — 1  2k  +  l 


/2k  — 1      ^      ^2k4-l    \ 


Ä.  V.  Ettingshausen^^'')  hat  zwar  Bedenken  gegen  den  Grenzüber- 
gang von  r  <  1  zu  >■  =  1,  glaubt  aber,  sie  fielen  weg,  wenn  man  zu- 
nächst die  allgemeineren  Reihen 

(55)  2'^"(Bi;i(«^  +  «) 

untersuche. 

Zum  Abschluß  sind  diese  Diskussionen  erst  durch  N.  H.  Abels 
Untersuchung  der  Gültigkeitsgrenzen  der  Binomialreihe  gekommen, 
von  der  man  wohl  annehmen  muß,  daß  sie  gerade  durch  sie  angeregt 
worden  ist*^*).  Abel  zeigt,  daß  die  Reihen  (37)  und  die  aus  ihnen 
weiter  abzuleitenden  Reihen 

bei  OT  >  0  für  jedes  x, 

wenn  — l<7n<0   im  Innern   der   nachher  anzugebenden  Intervalle, 

wenn  ni  ^  —  1  überhaupt   nicht 

konvergieren'^'),  und   daß  die  Gleichungen   (37)   durch   die  folgenden 
zu  ersetzen  sind'^"): 

(W)       20  irl»-  =  (2  +  2cos.f  (-](=L'_.i.), 

71=0 

({21c—  l)n<x<{2]c-Jrl)n). 

Indem    er   diese  Gleichungen   kombiniert  und   2x  für  x  schreibt,  er- 
hält er'»!): 

(57)     ^\    )cos(fl:  —  2wa;)  =  |2  cosrr|"'cos(a  —  mx  -'r2mk7c), 

n=0 

/2fc— 1       ^       ^2k+l     \ 


2 


n<ix<C 


127)  Zeitschr.  Math.  Phys.  1  (1826),  p.  107.  In  der  Verwerfung  der  Anwen- 
dung der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  auf  dieses  Problem  stimmt 
er  ib.  p.  378  Poisson  zu. 

128)  Vgl.  die  unter  61  zitierten  Briefstellen. 

129)  J.  f.  Math.  1  (1826);  Oeuvres  1,  p.  239. 

130)  p.  246. 

131)  p.  249.  Da  er  kein  Zeichen  für  den  absoluten  Betrag  hat,  muß  er  jede 
Gleichung  noch  in  zwei  zerlegen.  Für  positive  Werte  von  m  gelten  die  Formeln 
einschließlich,  für  —  1  <^  m  <  0  ausschließlich  der  Grenzen. 
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und  daraus  endlich"^): 

1  =  I  2  cos  X  l"  sin  m  A-  Jt  I  ^  -^  ^' 

und  für  die  entsprechenden  Reihen  mit  Gliedern  abwechselnder  Vor- 
zeichen: 

X,  ^  I  2  sin a;  1'"  cos  m  (k  4-  ^)n]    , 

0^9)     '    '   .   '  „ .     ,  T ;     ^■'^  <  ^  <  (^  + 1)'^  • 

Fl  ^  I  2  sin  a- 1'"  sm  m  {k  -\-  '\)n  j 

Gleichwohl  ist  auch  später  noch   darauf  nicht  immer  Rücksicht 

genommen  worden.  So  geht  eine  neue  Abhandlung  von  Crelle^^^)  Ton 
der  Formel 

(60)  (2  cos  X  )'"  =  X^±i  Y^ 

aus,  beschränkt  sich  aber  gleich  auf  die  Voraussetzungen 
m>0,     — Y<^<Y- 

Er  fragt  dann  zunächst'**),  wie  r  gewählt  werden  müsse,  damit  Y^^  0 
werde;  er  schließt,  daß  die  Bedingung  hierfür  von  x  nicht  abhängen 
könne,  und  findet  als  Antwort:  cos  2mm  muß  =  1  sein.  Also  sei 
yQ==0,  Xq  =  (2  cos  a;)"*.  Von  dem  so  gewonnenen  Resultat  geht 
er  dann  zu  andern  Intervallen  über. 

Berling^^^)  setzt  auseinander,  daß  die  Gleichung  F^^O  schon 
deshalb  nicht  allgemein  richtig  sein  könne,  weil  sie  durch  die  Sub- 
stitution von  X  -\-  %  für  X  in  Y^  sin  m7C  -f-  Xq  cos  ma:  zz;  0  übergehe 
und  also  dann  auch  Xq^O  sein  müßte;  im  übrigen  benutzt  auch  er 
die  Binomialentwicklung  von  {e'^  -\-  e~ '■')'"  unter  Berücksichtigung  aller 
Werte  der  vieldeutigen  »»"^°  Potenz. 

G.  Peacock^^^)  behauptet  ohne  Beweis,  es  sei 

/ —  =  -^-    —  lur  cos  x  >  U, 

\  C03'lmrn        sm  2 m r n  ' 

(61)  j2cosa;'"=.  „  „ 

— ;jr~f  ,^ —  =  -^~,ä — r  ,N    ~  ^ür  cos  x  <  0 
'c08(2r+l)mÄ         sin(2r4-l)mjr 

[was  nur  für ^  <  3:^  <  -^  richtig  sein  würde]. 

Daß   Y  im   Intervall   ( —  7t/2  <  a*  <  7t/2)   identisch  NuU   ist,  be- 


132)  Ein  im  Nachlaß  Abels  vorhandener  Anfang  einer  direkten  Behandlung 
der  Reihen  (41)  (vgl.  Oeuvres  2,  p.  286)  ist  nicht  verotfentlicht. 

133)  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  197. 

134)  p.  201. 

135)  Diss.   117,  p.  25. 

136)  Brit.  assoc.  rep.  3,  f.  18:^3,  p.  262. 
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weist  auch  E.  E.  Kummer'^'')  durch  DifFerentiation  einer  seiner  hyper- 
geometrischen Reihen. 

J.Ä.  Ch-unert^'^)  beweist  die  Richtigkeit  der  Gleichungen  (58)  und  (59) 
mit  Hilfe  der  Funktionalgleichungen,  denen  ihre  beiden  Seiten  genügen. 

Auch  in  der  folgenden  Zeit  werden  die  Formeln  noch  zuweilen 
einfach  durch  Einführung  komplexen  Arguments  in  die  Binomialreihe 
abgeleitet,  ohne  weitere  Erörterung  der  Berechtigung  zu  diesem  Ver- 
fahren; so  die  Gleichung  (32)  von  Barfuß^^^j  und  die  Gleichungen  (37) 
für  negative  >«  von  B.  L.  Ellis}*")  Meist  aber  wird  die  Abelsche  Kon- 
vergenzuntersuchung'"^)  mit  einer  oder  der  andern  mehr  oder  weniger 
glücklichen  Modifikation  wiedergegeben,  gewöhnlich  ohne  Erörterung 
der  Berechtigung,  in  den  Formeln  zur  Grenze  r  =  1  überzugehen;  so 
bei  E.  H.  Birlsen^^^) ,  bei  J.  A.  Grunert^^^),  bei  J.  Dienger ^^^),  bei 
SchloemilcU^*^).  Eine  ausführliche  Erörterung  gerade  dieser  Berech- 
tigung findet  sich  bei  E.  J.  Bjoeiiing^*^)]  eine  kurze  Darstellung  des 
ganzen  Beweises,  unter  Bezugnahme  auf  die  allgemeine  Theorie  des 
Verhaltens  einer  Potenzreihe  auf  dem  Konvergenzkreis,  bei  0.  Bonnet.^^^) 

Zu  einer  andern  Klasse  hierher  gehöriger  Entwicklungen  gelangt 
Poissow"^)  zunächst  auf  dem  Wege,  daß  er  Lagranges  Differential- 
gleichung (40)  durch  eine  nach  den  Cosinus  der  steigenden  Vielfachen 
von  X  fortschreitende  Reihe  zu  integrieren  versucht;  er  erhält  Rekur- 


137)  J.  f.  Math.   15  (1836),  p.  166. 

138)  Suppl.  zu  Klügek  math.  Wörterbuch  2,  Leipz.  1836,  p.  676. 
130)  Arch.  Miith.  Phys.  7,  1846,  p.  22. 

140)  J.  de  math.  9  (1844),  p.  424,  429  =  writings  p.  228,  233. 

141)  Organon  der  Analysis  1,  Berlin  1845,  p.  906;  vgl.  auch  Berl.  Ber. 
1845,  p.  263. 

142)  Arch.  Math.  8  (1846),  p.  288. 

143)  J.  f.  Math.  34  (1847),  p.  232;  von  1845.  Hier  ist  auch  sonst  nicht  alles 
in  Ordnung,  z.  B.  p.  228  unten  der  Schluß,  daß  ein  unendliches  Produkt  ver- 
schwinden müsse,  wenn  jeder  seiner  Faktoren  absolut  <[  1  ist.  Später  (ib.  41. 
1851,  p.  48;  von  1847)  summiert  Dienger  für  negative  ganzzahlige  m  erst  die 
mit  einem  bestimmten  Glied  abgebrochene  Reihe  und  führt  dann  den  Grenz- 
übergang zu  unendlicher  Gliederzahl  aus. 

144)  Differentialrechnung,  Greifswald  1847,  p.  279.  Vorher  hatte  Schloe- 
milch  teils  nur  die  Formeln  für  positive  ganzzahlige  m  (Algebraische  Analysis, 
Jena  1845,  p.  168),  teils  nur  diejenigen  für  /•<!  (ib.  p.  219;  Differentialrech- 
nung p.  220)  gegeben. 

145)  Upsala  n.   a.  13  (1847),  p.  155. 

146)  Brux.  mem.  cour.  iu-4'' 23  (1850),  p.  113. 

149)  Bull.  FeruBsac  4  (1825),  p.  348.  Er  bemerkt,  daß  da.s  Integral  nur  schein- 
bar zwei  willkürliche  Konstante  enthalten  könne,  daß  also  P  zu  Q  proportional 
sein  müsse.  Nur  könne  der  Proportionalitätsfaktor  in  jedem  Stetigkeitsintervall 
ein  anderer  sein. 
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sionsformeln  für  die  Koeffizienten,  vermöge  deren  sich  alle  durch  die 
beiden  ersten  ausdrücken,  und  damit  das  Resultat  in  der  Form: 

(62)  cos"'x  =  AP  +  BQ, 

■n         11         "*  Ol         m(m  —  2}  A        t 

WO  P  =  4-  H r-^  cos  2x  -f-  -. — r^. — r—7  cos  Ax  4-  ■  ■  ■, 

^  .    m  —  1  o        1     (ot  —  1)  (jn  —  3)  ,        . 

O  =  cos  a;  H j-^  cos  6x  +  , — r^, — tVn  cos  orr  +  •  ■  -. 

Die  Rekursionsformeln  verifiziert  er  dann  noch,  indem  er  in  der  (auf 
das  Intervall  (0  •  •  ■  „)  bezogenen)  Integraldarstellung  der  Koeffizienten 
partielle  Integrationen  ausführt;  für  die  Anfangsglieder  begnügt  er  sich 
mit  der  Bemerkung,  daß  man  sie  durch  Einsetzen  spezieller  Werte 
in  die  Reihen  bestimmen  könne.    A.  Caudry^^'^)  erhält 

(63)  cos"'a;  =-  V      I     /     D 


'(-("+■))' 


aus  der  Integraldarstellung  der  Koeffizienten. 

van  Bees^''^)  zeigt,  daß  man  zwar  diese  Entwicklungen,  dagegen 
nicht  die  von  cos^o;  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  x,  nach  dem 
Verfahren  von  Lagrange^"*')  erhalten  könne. 

E.  E.  Kummer^^*)  gewinnt  entsprechende,  nur  durch  abwechselnde 
Vorzeichen  der  Glieder  sich  unterscheidende  Entwicklungen  für  sin'"j:, 
indem  er  die  Binomialentwicklungen  von 

(1  +  exp  ix)"'  und  (1  +  exp  ( —  ix))"' 

miteinander  multipliziert;  die  Koeffizienten  bestimmt  er  zunächst,  in- 
dem er  durch  logarithmische  Differentiation  Rekursionsformelu  für 
sie  gewinnt;  dann  zeigt  er^^^),  daß  sie  sich  als  hypergeometrische 
Reihen  mit  dem  vierten  Argument  1  und  also  als  Quotienten  von 
Gammafunktionen  ausdrücken. 

Fr.  W.  Neivman,  mit  der  vorangehenden  Literatur  der  Frage 
offenbar  ganz  unbekannt,  leitet  die  Möglichkeit  solcher  Entwicklungen 
daraus  ab,  daß  man  (2  cos  x)'"  nach  Potenzen  von  log  (2  cos  x)  ent- 
wickeln, füi-  diese  Funktion  die  Entwicklung  (145)  benutzen  und 
schließlich  die  auftretenden  Potenzen  und   Pi-odukte  der  Cosinus  wie- 


150)  Exerc   de  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  422. 

151)  Corresp.  math.  phys.  6  (1830),  p.  283.  Die  versprochene  Fortsetzung  ist 
nicht  erschienen;  van  Rees  ist  nach  der  Notiz  ib.  p.  395  infolge  der  politischen 
Ereignisse  ausgewandert. 

152)  Preisschr.  Halae  1832  (Scherk  gewidmet),  p.  y. 

153)  p.  12;  p.  10  weist  er  auf  die  Übereinstimmung  seiner  Resultate  mit 
denjenigen  von  Abel   "")  hin. 
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der  durch  lineare  Funktionen  der  Cosinus  der  Vielfachen  der  Argu- 
ments ersetzen  und  umordnen  könne  ^^*).  Zur  Bestimmung  der  Ver- 
hältnisse der  Koeffizienten  dieser  Entwicklung  bedient  er  sich  der 
Differentialgleichung  (40),  zur  Bestimmung  des  Anfangsglieds  seiner 
Darstellung  (364)  durch  ein  bestimmtes  Integral  ^^^). 

Andererseits  können  diese  Entwicklungen  natürlich  auch  von  der 
Integraldarstellung  der  Koeffizienten  (Nr.  16)  aus  erhalten  werden. 
Zur  Auswertung  der  dabei  auftretenden  Integrale  hat  bereits  L.  Euler 
den  Anfang  gemacht,  indem  er  einerseits  die  Identität 

I  (m  +  w)  /  sin"'~^a;  sin  (n  -\-  l)xdx 

I  ^  2  sin"' a;  sin  wa;-)-  (n  —  m)  rsin"'~^a;sin  (w  —  l)xdx 

und  drei  analoge  ableitet,  die  aus  ihr  durch  Vertauschung  des  einen 
oder  des  andern  Sinus  mit  einem  Cosinus  hervorgehen  *°^) ;  anderer- 
seits die  folgende^"): 

(65)     (»»^  —  n'^)Jcos"'x  cos nxdx  =  —  n  cos'".r  sinnx 

-\-  m  cos"'~  ^a:  sin  x  cos  nx  -\-  mini  —  1)  jcos'"~'x  cos  nxdx, 

154)  Cambr.  Dubl.  math.  j.  3  (1848),  p.  61. 

155)  Das  Bedenken;  ob  man  aus  dem  Verschwinden  aller  folgenden  Glieder 
der  durch  die  Integration  entstehenden  Reihe  schließen  dürfe,  daß  auch  ihre 
Summe  verschwinde  —  sucht  er  durch  eine  Untersuchung  der  Konvergenz  der 
durch  unbestimmte  Integration  entstehenden  Reihe  zu  zerstreuen.  Dabei  benutzt 
er  eine  nur  für  positive  m  geltende  asymptotische  Darstellung  der  T-Funktion 
und  kommt  so  zu  dem  falschen  Schlüsse,  für  negative  m  sei  die  Reihe  stets 
divergent. 

156)  Petrop.  n.  acta  6  (1788[90]),  p.  38;  7  (1789[93]),  p.  22  (beides  von  1776). 
Seine  Absicht  ist  dabei  auf  die  Auffindung  algebraischer  Kurven  gerichtet,  deren 
Bogenlänge  sich  durch  Integrale  gewisser  vorgegebener  Formen  ausdrücken  läßt. 
Für  m  =  «  fällt  das  zweite  Glied  rechts  weg;  J.  Liouville  bemerkt  dazu  (J.  de 
math.  (2)  19  (1874),  p.  189):  man  könne  die  Ableitung  der  so  entstehenden  For- 
meln vereinfachen,  wenn  man  je  zwei  von  ihnen  unter  Benutzung  komplexer 
Größen  in  eine  zusammenziehe.  Einzelne  dieser  Rekursionsformeln  auch  bei 
G.  FruUani,  Mem.  soc.  ital.  19  (1820),  p.  228  (von  1818);  bei  S.  D.  Poisson,  Bull. 
Ferussac  4  (1825),  p.  350 ;  in  anderer  Bezeichnung  bei  E.  E.  Kummer,  Preisschr. 
Halae  1832,  p.  16. 

157)  Petrop.  n.  acta  11  (1793[98]),  p.  124  (von  1777).  N.  Fuß  (Petersb.  mem. 
4  (,1811[13j),  p.  210,  212  (von  1806))  leitet  aus  entsprechenden  Formeln  Darstel- 
lungen der  Quotienten 

/•    lyi      f  cos  1  ,  Z'  •     »       1  cos  1  , 

sin"a;      .     \nxdx:    lsin'.T:      .     \nxdx 
\  sm  J  ,/  (  sm  I 

0  0 

durch  Quotienten  unendlicher  Produkte  ab  (auch  für  nicht  ganzzahlige  m,  n,  p). 
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die  durch   Einsetzen   der   Grenzen  für  ganzzahlige  n  die  Rekursions- 
formel: 

(66)  /  cos^a;  cos  nxdx=    \_ — ^  /  cos'"~*a;  cos  nx  dx 

0  0 

liefert.     Diese  führt  ihn  zunächst,  wenn  auch  m  eine  ganze  Zahl  ist, 
zu  dem  Resultat: 

n 

(67)  /  cos"'a;cos«a:rfa;  =  0  für  in<in  und  für  ni^n,  m  —  n  ungerade; 

0 

für  m  =  n  wird  sie  illusorisch,   er  erhält   aber  erst  für  die  kleinsten 
Werte  von  w,  dann  allgemein  durch  Benutzung  komplexer  Größen  ^^*): 

(68)  /  cos"  X  cos  nxdx  =  ^ 

0 

und  daraus  durch  abermalige  Anwendung  von  (66): 

(69)  /  cos'"a;  cos  nxdx  ^  l    )  ^    für  ni  >  n,  m  —  w  =  2r  gerade. 

0 

S.  D.  Foisson^^^)  erhält  aus  seinen  Gleichungen  (594)  speziell  für 

F(z)  =  (1  +  zr-. 

n/S 
,— ,^s  2   ,,  i\    r      cos"  a;  cos  ffia;       ,  /l  +  rX"» 

(-0)  -(^-^')J    l-2rcoB2x+y'^^=-H-)    ' 

0 

«/2 

,„1  ir    /'cos'"  a;  sin  »»a;  sin  2a;  ,  /l  +  rt™        /  1  N" 

^^1 '  «  J    l-2rcos2x  +  r'  ^^  =  H  "j    "  (t)   5 

und    durch    Entwicklung    beider    Seiten    nach    Potenzen    von    r   und 
Koeffizientenvergleichung : 

„„.  i    r       ™     ( cos  ma;  cos  2na;l   ,  1    (m\ 

(72)  —  /  cos'"a;    .  .    _      \dx  =  ^A     ]. 

^      ■'  TcJ  l  Sin  mx  Sin  2»ia;)  2     \n/ 


158)  p.  130.  Er  benutzt  die  Resultate,  um  die  Koeffizienten  der  Entwick- 
lung einer  Funktion  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  x  durch  die  Koeffizienten 
ihrer  Entwicklung  nach  den  Potenzen  von  cos  .t  auszudrücken.  —  Die  zuweilen 
sich  findende  Angabe,  Laplace  habe  die  Werte  der  Integrale  (6a)  in  seiner  theorie 
aualytique  des  probabilites  gegeben,  ist  unrichtig;  es  finden  sich  dort  (oeuvres  7, 
p.  240i  nur  asymptotische  Werte  derselben  für  große  m. 

159)  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  489;  auch  conn.  des  temps  pour  1836[33], 
add.  p.  7. 

160)  Oeuvres  2,  p.  79  (zuerst  1839  in  der  Ausgabe  von  Holmboe  publiziert). 
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iV.  H.  AbeP^°)  setzt  in  der  Gleichung 

/cos  (  n  arc  te  —  \ 
V  rj      dt      ^  ff  _ 


die  einen  speziellen  Fall  einer  in  Nr.  103  zu  besprechenden  Gleichung 
vorstellt,  r  =  1,  ^  =  tg  a;;  so  erhält  er  wieder  [Eulers]  Gleichung  (69). 
A.  Gauchy^^^)  gewinnt  aus  seinen  Residuensätzen  die  Gleichung 

dz  n        r{a  +  b  —  1) 


('^'  Ja 


die  durch  die  Substitutionen 

z  =  tg  X,     a  -{-  b  —  2  =  OT,     b  —  a  =  n 


in 


cos""  X  cos  nxdx  =  — 
2" 


r{m  +  1) 


Hb)       Tc-    

J  ^"'^'r('^  +  i)r('^  +  i) 

übergeht;  sowie  die  speziellen  Gleichungen'*^): 

T 

(76)  /  cos™ X  cos  mxdx  =   ^_^  ^ , 

0 

TT 

Y 

(77)  /sin'"a;cos  ^^- —  ™a;Wa;= -;^, 

0 

"  fO  für  ungerade  m, 

(78)  /  cos"'a;rfa;  =  i  .  3  •  5  •  •  ■  f»«  -  i)   ... 

/  jr  ■  — - — - — - — : tur  gerade  m. 

Auch  erhält  er  solche  Formeln'*'),  indem  er  in  den  ebenfalls  aus  Re- 
siduensätzeu  folgenden  Gleichungen: 


.79)  / 


f    (1  —  r  cos  x)  cos  -  - 


=  2"'-i;r[l±(l +>■)'"]  (r<l) 

beiderseits  nach  Potenzen  von  r  entwickelt. 


161)  Mem.  sur  les  integrales  döfinies,  prises  entre  des  limitea  imaginaires, 
Paris  1825,  p.  40;  Ann.  de  math.  17  (1827),  p.  109,  127.  Ohne  Beweis  auch  Bull. 
Ferussac  3  (1825),  p.  221. 

162)  Exerc.  de  math.  1,  1826  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  278,  280.  Gleichung  (76) 
ebenso   auch  bei  M.  Ohm,  System  der  Mathematik  9,  Nürnb.  1852,  p.  207. 

1G3)  Ann.  de  math.  17  (1827),  p.  124. 
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Die  allgemeinere  Formel 

(80)  J  (1  +  -^  '•  cos X  +  r-') -^  cos  {nx  -  mcp)dx  =  r(n  +  i") rt»"z:'^) 

u 

(r  <  1,    M  gaiizzahliff,   tgoo  =  ^ ) 

\  '       °  ö)     o  r        1  —  »•  cos  x/ 

aus  der  (69)  sich  für  r  =  1  ergibt,  ist  von  0.  Ji  D.  HilV^*')  ange- 
geben und  von  Th.  Clausen^^^)  durch  geeignete  Verbindung  des  reellen 
und  des  imaginären  Teils  der  Entwicklung  von  (1  -(-  r  exp  ix)'"  be- 
wiesen worden. 

Die  Werte  der  Integrale  (75)  können  auch  aus  einer  Formel  von 
V.  Schmidten^^^)  entnommen  werden,  der  überhaupt  das  Integral 

(81)  J  f(2  coscc)  cosmxda 

0 

durch  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  von  f{t)  nach  Potenzen  von 
t  ausdrückt. 

Auch  E.  E.  Kummer^^')  geht  zur  Bestimmung  dieser  Integrale 
von  einer  allgemeinen  Identität  aus;  ist  nämlich 

n  =  0 

SO  ist: 

('89^  "V  4    J^('»  +  w)-r(p)  _  0^ 

„  =  o  fu        (1  —  uf  du 

Wird  in  diesen  Formeln 

•   »  /  \  o  j  sin  (-2^  —  l)x 

u^sm-x,     cpui)  =  coa  2px     oder     = ,-.        ,,  . — 

>      y^\    '  t-  (2p  —  1)  sin  X 

gesetzt,  so  lassen  sich  die  links  stehenden  Reihen  elementar  sum- 
mieren, und  es  kommt: 

n/2 

(83)     /  sin'"    *a  cos^^ß     .      (wK  +  «ß)rta==-,_,V-   ,    v     •    rir-- 
^      ^    J  l  sm  )  ^  '   ^     '  r(TO-j-/))  l  am  J    2 

0 

Wird  aber  m  =  1/2  genommen,  p  durch  j3/2  -|-  1   ersetzt  und 
M  =  sin".r,     qp(w)  =  cosw:c, 

164)  J.  f.  Math.  1  (1831),  p.  103. 

165)  Ib.  p.  309. 

166)  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  396. 

167)  Ib.  17  (1837),  p.  215;  in  anderer  Darstellung  ib.  20  (1840),  p.  2.  Vgl. 
auch  0.  Sehloemilch,  analytische  Studien,  1,  Leipz.  1848,  p.  155,  sowie  Oettinger, 
J.  f.  Math.  38,  1848,  p.  217. 

Encyklop.  d.  math.  Wissenscb.     II  1.  56 
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SO  kommt: 


cos^a  cosnßrfß  =  --, ,  — -—. ,      , 


cos  I  n  Ä 
ein  1"1~ 


(84)  J 

0 

und  daraus: 

(85)  fsm'>a{'°'\nada  =  ^--^^^^P^ 

5^  '"  ^  -'  r  (^+-"  +  i)r(^  + 1) 

J!  Binet^^^)  kommt  zu  diesen  Formeln  von  der  anderen  Seite  her, 
indem  er  nämlich  den  Quotienten 

(^'^)  Ba  +  r,t-r) 

in  eine  Fakultätenreihe  entwickelt  und   diese  dann   durch  bestimmte 

Integrale  summiert. 

J.  L.  Badbe   leitet  zunächst ^^^)    für    unbestimmte    Integrale    der 
Form 

(87)  /exp»«{'j5,;^}f7« 

Rekursionsformeln  ab,  ersetzt  in  diesen  n  durch  ni  und  trennt  Reelles 

und  Imaginäres;  Einsetzen  der  Grenzen  gibt  ihm  dann''"): 

C         .     n-if 
I         sin 


Sin 

II  n  I 


N  —  cos- 


2 

jVj  4-  sin  - 


/OON  I  2i,  COS»al     ,  fp(>l,  f^, 

(88)  1  cos^'" «      .  a«  =    -    - 

0 

(89)  /cos^'-ß|™)rf«  =  ^M„,,jl 

0 

(90)  jsm^f'K 

0 

/l  1  -t-       IV.  sin  — 
.     „         ,       (COS««)    ,  .  .  H        '  i 

sm-"  +  V<     .         \aa  ^  i^in,  u,){ 
[  sin  na)  -r  \   >  r/  \  „^ 

0  I     --'Vi  cos    2 


N  sin  — r- 
fcosjial    ,      (j;(»,  (i))  2 

l  sin  nai  ji        |  i 

1  —  iV  cos  - 


(91) 


,      1    ,^      .       MJTl 

1  +      iS^,  Sin  - 


168)  J.  Ec.  polyt.  cah.  27  (1839)  p.  164;  er  zeigt,  daß  seine  Resultate  mit 
denjenigen  von  Cauchy  "')  und  Poisson'^^)  übereinstimmen,  p.  197  leitet  er  aus 
ihnen  einen  asymptotischen  Ausdruck  für  große  Werte  von  m  ab. 

169)  DiflFerential-  u.  Integralrechnung  1,  Zürich  1839,  p.  145. 

170)  p.  240.  Daß  Raabe  erst  0  und  oü,  dann  ä/2  und  c\j  als  Grenzen 
nimmt  und  sich  dabei  auf  seine  in  Nr.  30  erwähnten  AiiBchauungen  stützt,  macht 
die  Resultate  scheinbar  von  diesen  abhängig;  aber  nur  scheinbar. 


wobei: 


5.  Entwicklung  der  Potenzen  von  cos  x  und  sin  x.  853 


A-=l 


N: 


n«        n=(2«  — n«)  n»(2*  — h')(4*  — w«)- •  •  ((2^  — 2)«  — n») 


2  4!  (2/i)! 

und    zwar   gilt  jede    dieser    Gleichiuigen    für    alle   Werte    der  Exjio- 
uenten,  für  die  der  Nenner  der  rechten  Seite  nicht  Null  wird. 

J.  Ä.  Serret^''^)  leitet  Cauchys  Formel  (75)  durch  eine  ziemlich 
umständliche  und  die  Einführung  komplexer  Größen  nicht  genügend 
begründende  Rechnung  mit  der  Integraldarstellung  der  Gammafimk- 
tionen  ab.  Für  die  drei  andern  Funktionen  erhält  er  eine  Darstellung 
durch  ein  anderes  bestimmtes  Integral,  z.  B.  ^'^) 


t   =    —tj 

(1 +<)""" '(i-'V 


(92)  I  cos'" X  sm nxax  =     ,  — — ^ — / 

Für  den  Fall  n  =  m  -{-  2k,   Je  ganzzahlig,  erhält  er'^^)  durch  wieder- 
liolte  partielle  Integration  Formeln  ähnlicher  Art  wie  die  YonRaabe(91). 
Auch  hat  er  die  Formeln  i'*): 

7t/2 

(93)  /  sin''-^^;  cos'~'xp°^  |(g  —  p)xdx 

l'Tt  \  1 


B{r,s)h''2 


BiP,l) 


und   aus   ihnen  für  2r  =  2s  ^  p  -\-  q,   wenn   noch  x  durch   x/2   er- 
setzt wird: 


(94) 


Ain'"-:.  r°^  "^- }  dx  =  2"'-r(«0    ^-^  -,|4V  • 

J  Isinna;)  ^     '   r{m  —  ii)  r(ni-f-n)       .    n« 


171)  J.  de  math.  8  (1843),  p.  2;  andere  Darstellung  ib.  p.  491. 

172)  p   7. 

173)  p.  9. 

174)  p.  12. 

56* 
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0.  Schloemilch"^)  erhält  Ausdrücke  für  die  Integrale 


COS  ''~-a  cot'  u 


( cos  I 


1  sin  ) 

n/2 


/„j-n-1         t     m-1  COSftaSin(«+  1)  K         , 

005'"  +  "     ^  K  tce"'-^U  .                     /            ,             f'«, 

'^  [  3in  fia  COS  (n  -f-  1)  a ) 
0 

n/2 

/ncN                          /*       1, 4-„     1       i    „,  (cosjta  C09(n  +  1)  a  1     , 

(95)                    /  cos"  +  "-^  K  tof'"  ß  .   '       .    ,        ,/       rfa, 

^      '                      J                             "  l  8in  fjo;  sin  (w+ 1)  a  I         ' 
0 

I  cos"  +  ^"  ß  cos  jiuda, 

0 

/  008"  +  -"  K  sin  fiß  tg  «(?« 

0 

in  denen  m  eine  gerade,  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  ft  eine  beliebige 
Zahl  bedeutet"^),  durch  Vertauschung  der  lutegi-ationsreihenfolge  in 
den  Doppelintegralen 


./P 

0    0 

jT 


aA  f^'o^t  ,n 


l  sm  I      * 


r*  4-  M"       l  M  sin  u  'i, 


dt,dil, 


0    0 

unter  Benutzung  der  hier  unter  Nr.  59))  und  C  besprochenen  Formeln, 
und  Einführung  einer  neuen  Integrationsvariablen. 

M.  Ohm  beginnt^")  mit  der  Ableitung  von  Rekursiousformeln 
für  die  unbestimmten  Integrale;  indem  er  dann  die  Grenzen  einsetzt, 
bestätigt  er^'*)  Raabes  Resultate'™). 

Die  unter  den  Voraussetzungen: 

-|-<a;<y,  0<a<2 

gültige  Entvricklung   der  Potenzen  von   cos  x  nach   den  Kosinus   der 


175)  J.  f.  Math.  33,  1846,  p.  354. 

176)  d.  h.  natüi'lich  nur  eine  solche,  daß  die  betr.  Integrale  Bedeutung  haben. 

177)  System  der  Mathematik  9,  Nümb.  1852,  p.  36. 

178)  p.  48. 
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Vielfachen  von  ax: 
(96)     cos"'  X 

a-r(m4-  1) 


^.+  y. 


erhält  A.  Caiichy^"'^)  durch  Anwendung  der  Integraltheoreme  auf  das 

Intervall  (O -)•    E.  E.  Kuminer^'"')  gewinnt  diese  Reihe  sowie  die 

entsprechende  Reihe  für  sin"'.r,  zunächst  für  a  =  einer  Potenz  von -^j 
indem  er  die  Entwicklungen  von  siu"'x  und  cos^a;  ausmultipliziert, 
dann  x  durch  x  —  -  ersetzt  und  diese  Prozedur  unbegrenzt  wieder- 
holt. Außerdem  hat  er  noch  allgemeinere  Formeln,  aus  denen  dann 
wieder  durch  Spezialisierung  z.  B.  die  folgende  hervorgeht'*'): 

(91)      COG  X  •"  ^      ^^'"  "^  ^^        V cos(2ax  +  inx) 

(h  —  ^)n<x<  Üi  +  4-)7r; 

in  ihr  müßte  ihrer  Ableitung  nach  «  zunächst  ein  Bruch  sein,  dessen 
Nenner  eine  Potenz  von  2  ist,  Kummer  nimmt  sie  aber  dann  für  be- 
liebige reelle  k  in  Anspruch. 

Später'*^)  erhält  Kummer  solche  Entwicklimgen  als  Spezialfälle 
hypergeometrischer  Reihen. 

Die  Koeffizienten  der  Entwicklung 

,     ,  ,  xn™        fcos«a;  für  gerade  Je 

(98)  cos^  X  sm*  x  =  V  9i^  , ,  "  , 

^j       ,j,-  |sij2;i^     ^^     ungerade  Je 

erscheinen  bei  A.  Caucliy  (für  ganzzahlige  j,  h)  zunächst'*^)  in  der  Ge- 
stalt von  Summen  von  Produkten  von  Binomialkoeffizienten.   Später^**) 


179)  Exerc.  de  math.  2,  1827,  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  424.  Die  Annahme  a  =  2 
liefert  die  Gleichung  (62)  mit  J3  =  0. 

180)  Preisschr.  Halae  1832,  p.  16  für  «  =  ^;  ib.  p.  21  und  J.  f.  Math.  14,  1835, 
p.  110  für  a  =  einer  Potenz  von  i.  Nachdem  die  Form  der  Entwicklung  auf 
dem  im  Text  angegebenen  Wege  festgestellt  ist,  bestimmt  er  (p.  24  bzw.  114) 
die  Koeffizienten  auch  noch  durch  ihre  Integraldarstellung,  indem  er  die  Inte- 
grale mit  Hilfe  von  Rekursionsformeln  auswertet. 

181)  J.  f.  Math.  14,  p.  119. 

182)  J.  f.  Math.  15  (1836),  p.  165. 

183)  Turiner  Mem.  von  1831,  p.  75. 

184)  Paris  CR.  11,  1840,  p.  474,  505  =  Oeuvres  1  (5),  p.  309,  314.  Das  Vor- 
zeichen ist  an  der  letzteren  Stelle  richtig.  Noch  später  (Paris  C.  R.  12  (1841), 
p.  92  =^  Oeuvres  (1)  6,  p.  25  nennt  Cauchy  9?^^  .  j^  das,  was  er  vorher  2'"''*9J„  ,  j 
genannt  hatte. 


856        IIA  12.    H.  Burlhardt.     TrigOQometrische  Reihen  und  Integrale. 

schreibt   er   diese   Summen  —   sie  sind  „Cauchysche  Zaiden"   genannt 
worden  —  in  der  Gestalt 

und  gibt  für  sie  die  Rekursionsformeln: 


l -"■«,/,*  -"-Ti  +  l.y.t-l  -"-n-l,/,*-!  • 

6.    Anhang  zu  Nr.  5.    Anhangsweise  sei  noch  das  Integral 

„  ,   .    ^fi  +  i   \  » 

//  sm ' —  a  \ 
I I  COS  na  da 
0         \     sin-cc      I 

erwähnt,  durch  das  sich  der  Koeffizient  von  «±"  in  der  Entwick- 
lung von 

(102)  (^a^y 

ausdrückt.  P.  S.  de  Laplace^^^)  gibt  dafür  mit  Hilfe  seiner  Methode 
(Nr.  109)  den  folgenden  für  große  Werte  von  s  geltenden  asympto- 
tischen Ausdruck 

(103)  -<'^j;i/^  exp  (.r^:^^)  ■ 

Ebenso  gibt  er'*®)  für  ein  bei  einem  ähnlichen  Problem  auftretendes 
Integral  den  asymptotischen  Ausdruck: 

n 

(104)  ^J  (-'"")  cos  nada~ ]/  ^ ^ ^  exp  (  ~  J  "  )  • 

0 

Fei-ner  sei  hier  noch  angeführt,  daß  A.  Ccmcliy  '*')  die  Koeffizienten 
der  Entwicklungen  von  (tg-x-j  nach  den  Kosinus  oder  den  Sinus  der 
Vielfachen  von  x  durch  Entwicklung  beider  Seiten  der  Residuen- 
formeln 

ri05^  Tf  1  -  r cos  a  I  _l*lXl^_  =  '^  /  '«M ^  .  fi  _  /^  -ZVl 

^        ^  J    [       sinK       J  1  — 2rcoso!  +  r*  alcosec)   2      L  U -f  »7  J 

0 

nach  Potenzen  von  r  erhält; 


185)  Theorie   analytique   des  probabilites,  livre  1,   Nr.  36   (p.  162   der  Aus- 
gabe von  1847). 

186)  Ib.  Nr.  42  (p.  186).    Laplace  gibt  hier  auch  noch  weitere  Glieder  der 
Näherungsformel. 

187)  Ann.  de  math.  17  (1827),  p.  125. 


einen  Ausdruck  durch  eine  konvergente  Fakultätenreihe  ableitet; 
endlich,  daß  A.  Meyer  ^^'')  die  Entwicklungen  von 
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daß  E.  E.  Kummcr^*^^)  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  von 

(106)  cos™  X  coB  (z  arctg  x) 

durch  Grenzfälle  hypergeometrischer  Funktionen  von  z  ausdrückt; 
daß  J.  Binet'^')  für 

TZ 

(107)  f  a-}- 2  cos  ay da 

0 

durch  eine  konvergente  Fal 
1  Ä.  Meyer^^")  die  Entwickl 

(108)  ^     U~2)'  8inx*g     [i-   2-)' 

i_   ™  a;  1      ,    „.  .r 

ts    — ,  ts     — 

"     2  '  sosa;    °     2 

für  ganzzahlige  m  erhält,  indem  er  in  den  unter  *')  erwähnten  Po- 
tenzreihen die  Variable  durch  sin  x  oder  cos  x  ersetzt,  deren  Po- 
tenzen durch  die  Funktionen  der  Vielfachen  von  x  ersetzt  und  um- 
ordnet; die  Koeffizienten  erscheinen  in  der  Gestalt  hypergeometrischer 
Reihen. 

7.  Trigonometrische  Entwicklung  rationaler  ganzer  Funktionen. 
Die  Bernoullischen  Funktionen.  Zu  der  ersten  hierher  gehörigen 
Reihe  ist  L.  Euler  zunächst  auf  einem  merkwürdigen  Umweg  ge- 
kommen'^'): indem  er  nämlich  die  höheren  Difi'erentialquotienten  der 
Funktion  arc  tg  y  mit  Hilfe  der  Substitution  y  =  cot  x  durch  die  all- 
gemeine Formel  ausdrückt 

(109)  d'^a.rctgy  _  (_  yy^,^,^^  _  iysm"xamnx 

und  dann   arc  tg  (y  —    .     )  nach  der  Taylorschen  Formel  entwickelt, 

erhält  er: 

/i-irw  T  —  ^  ■  1     sin  2  a;    ,     sin  3  a;     , 

(110)  -  „—  =  sm  X  -i ;, 1 h  ■  •    • 


188)  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  235. 

189)  J.  Ec.  polyt.  cah.  27  (1839),  p.  329. 
l'JO)  Brux.  mem.  21,  1848,  p.  14. 

191)  Institutiones  calculi  ditFerentialis,  Laus.  1755,  II,  §  87,  91,  92.  Euler 
teilt  die  Formel  schon  1744  als  Probe  der  von  diesem  Buch  zu  erwartenden 
neuen  Resultate  ohne  Beweis  an  Goldbach  mit,  corresp.  1,  p.  279.  Wenn 
Litfrow  (Petersb.  mem.  7  (181.5/1G[20]),  p.  121)  — a;/2  anstatt  (w  —  a;)/2  als  Summe 
der  Reihe  findet,  so  beruht  das  auf  einer  unrichtigen  Annahme  über  die  den 
vieldeutigen  Funktionen  in  der  Identität 

r  sin  .T        ,          ,          sin  X  ,     ,  ,    , 

arc  tg  — , \-  arc  tg  — , =  arc  tg  i -f-  tg  xi 

beizulegenden  Werte. 
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Um  dieselbe  Zeit"^)  kommt  er  von  der  divergenten  Reihe  (25)  durch 
Integration  zu: 

(111)  sina;  —  ^  sin 2a; +  — sin 3a; 1 '"  ^  2 

und  unter  Benutzung  der  schon  früher  von  ihm   gefundenen  Formel: 

4^9^  12 

(112)  cos  a;  —  ^  cos  2  a;  -(-  y  cos  3  a; 1 ' " '  ="  12  —  4  ' 

Ebenso  gewinnt  D.  Bernoulli^^')  unter  Benutzung  der  Leibnizsehen 
Reihe  für  7c/4  aus  (25)  die  Gleichung  (HO),  und  aus  ihr  durch  weitere 
Integrationen : 

(113)  cosa;  +      cos  2a;  +  9  cos3.r  -| — h  ■  • '  =  '4 5"  +  g"? 

(114)  sma;  +  —  sm2a;  +  27S"i3x-  -j-  -\ =  1^  —    4"  +    e    ' 


2».2 


90' 


/iiK                  I     1          Oll          all                       -^1    '^^         "^     1 
(115j  cos  a;  -|-  y;jt  cos  2a;  +  ^-^  cos  3x  +  H ==  —  ^g  +   ^^ j^-  + 

(116)  sin  X-  +  ^  sin2a:  +  ,,^3  sin  3.t  +  +  •■•  =  —  ^^^^  +  ''^-  —  ''gf  +  ^0'' 

Er  zeigt,  daß  man  dabei  die  Summen  der  reziproken  Potenzen  der 
natürlichen  Zahlen  nicht  als  bekannt  vorauszusetzen  braucht,  sondern 
sie  mit  erhält,  wenn  man  zur  Konstantenbestimmung  nicht  nur  einen, 
sondern  zwei  spezielle  Werte  von  x  herbeizieht.  Auch  bemerkt  er, 
daß  diese  Gleichungen  nur  für  das  Intervall  (0  .  .  .  27t)  gelten;  für 
andere  Intervalle  seien  die  Integrationskonstanten  anders  zu  be- 
stimmen'''''). 

In  einer  derselben  Zeit  angehörenden  Abhandlung  über  bestimmte 
Integrale '^^)  beginnt  Euler  mit  den  als  rekurrierende  Reihen  aufgefaßten 
Entwicklungen  (2)  und  (3),  deren  linke  Seiten  er  bzw.  mit  P  und 
Q  bezeichnet.     Er  zeigt,  daß 

(117)  f^"^''  =  —  fgdx  =  —  log(l  —  2rcosa;  +r-), 


(118)         /-«f=j'p,;a  =  arctg- 


192)  Petrop.  n.  comm.  5  (1754/55[60]),  p.  204.  G.  FruUani  (mem.  soc.  ital. 
19  (1821),  p.  235;  von  1818)  gewinnt  die  Gleichung  (111),  indem  er  (3)  nach  r 
zwischen  den  Grenzen  0  und  1  integriert. 

193)  Ib.  17  (1772),  p.  6;  daraus  S.  D.  Poisson,  J,  tc.  polyt.  cah.  18  (1820), 
p.  313;  19  (1823),  p.  412. 

194)  Petrop.  n.  comm.  17  (1772),  p.  8;  ebenso  Fuisson,  J.  fic.  polyt.  cah. 
19  (1823),  p.  411. 

19.5)  Petrop.  n.  comm.  19  (1774)  =  instit.  calc.  integr.  4  (1794),  suppl.  V.  §  32. 


7.  Trigonometrische  Entwicklung  rationaler  ganzer  Funktionen.        859 

ist;  durch  Wiederholung  derselben  Operationen  gelaugt  er  zu  Glei- 
chungen zwischen  den  mehrfachen  Integralen  von  P  und  Q  nach  r  und  x. 
In  den  nach  x  genommenen  Integralen  kann  man  die  Substitution  r  =  1 
schon  vor  der  Integration  ausführen;  aus  P  entstehen  dabei  die  Reihen, 
von  denen  hier  die  Rede  ist.     Euler  gibt  noch  die  Formeln  für 

■Sncosna;          ,     ■'v~'sinwa; 
>  s-     und      > =— 

und  sagt  dann,  das  allgemeine  Bildungsgesetz  sei  nun  liiulänglich  klar. 
Für  die  Koustantenbestimmung  schließt  er  sich  jetzt  an  das  Verfahren 
von  D.  Bernoulli  an,  das  er  um  so  bemerkenswerter  findet  *^^),  als  er 
früher  geglaubt  habe,  die  Summen  der  reziproken  Potenzen  ließen 
sich  auf  keinem  andern  Wege  als  dem  ursprünglich  von  ihm  ein- 
geschlagenen finden.  Außerdem  gibt  er  noch  den  Satz,  daß  ^  ^^.^^ 
durch  x{x  —  x)(2x  —  x)  teilbar  sei^"). 

In  einer  erst  aus  dem  Nachlaß  veröffentlichten  Abhandlung  aus  der- 
selben Zeit'^*')  gelangt  Eiäer  zu  der  Formel  (111)  noch  auf  einem  andern 
Wege,  indem  er  nämlich  in  der  luterpolationsformel,  welche  die  Funktion 
S~^  sin  z  durch  ihre  speziellen  Werte  für  ^  =  0,  +  1?  ib  ->  '  '  ';  ib  '* 
darstellt,  zu  ^  =  0  und  n  =  oo  übergeht. 

J.  Landen^^^)  gewinnt  die  Formel  (111)  aus  der  logarithmischen 
Reihe  durch  Übergang  zu  einem  komplexen  Argument,  dann  (HO)  durch 
Vertauschung  von  x  mit  %  —  x,  die  weiteren  Formeln  durch  Inte- 
gration; die  Konstanten  bestimmt  er  wie  Bernoulli. 

J.Fr.  Pfaff^")  wül  die  Formel  (111)  dadurch  beweisen,  daß  er  die 
einzelnen  Reihenglieder  nach  Potenzen  von  x  entwickelt  und  dann 
die  Summationsreihenfolge  vertauscht,  indem  er  den  dabei  auftretenden 
divergenten  numerischen  Reihen  bestimmte  Werte  zuschreibt.  Das- 
selbe Verfahren  wendet  er  dann  auf  die  weiteren  Reihen  an:  er  erhält 


196)  §  56.     197)  §  48. 

198)  Opusoula  analytica  1,  Petrop.  1783,  p.  166;  von  1772.  Er  leitet  aus  ihr 
noch  die  Formel  (112)  und  eine  weitere  für    ^  -j-;       -^ —    durch  Integration  her. 

199)  Math,  memoirs  1,  London  17S0,  p.  69 — 74.  Sein  Interesse  geht  haupt- 
sächlich auf  die  numerischen  Reihen,  die  man  durch  Annahme  spezieller  Werte 
für  X  erhält. 

200)  Versuch  einer  neuen  Summationsmethode,  Berlin  1788,  p.  5;  ebenso 
J.  A.  Eytelwein,  Gruudlehren  der  höheren  Analysis  2,  Berlin  1824,  p.  637.  Das 
Verfahren  würde  sich  wohl  in  eine  strenge  Ableitung  verwandeln  lassen,  wenn 
man  von  der  Gleichung  (lö)  ausginge  und  den  Grenzübergang  zu  r  =  1  erst  am 
Schlüsse  vornähme.  M.  Ohm  (Petersb.  mem.  pres.  1,  1831,  p.  127;  von  1825)  er- 
gänzt es  durch  eine  Betrachtung,  die  auf  der  Benutzung  des  Lagrangeschen 
Restglieds  der  Taylorschen  Reihe  beruht. 
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SO  allgemein: 

,,^    s         .  sin  2.1;     .     sin  3a;  ,  "^1    ,       _oi.j.» 

(119)  sin X  -  -,,^f  +  pj^  -  H =  x2j  ±  «    ''^ - 

x'   XI  ,         ,4,  ,    ,  1  ,       a;ä*-3    -^  ,      _.,-T-  1    x^i-i 

-yi 2/  ± '"'" -*+*  +  -  +  •••  +  (Y&Tirsv.Z  ± '*  '  +  Y(2F^1)! ' 

,,„„^  cos  2a;     ,     cos3x  .  ^^    ,  .,z- 

(120)  cosa; ^„—  +    -p,: \ =^±w--* 

_.^+,,  ..+-  +  _  +  . ..  +  ______^4_„  -  +  -^-^. 

Die  Substitution  x  ^  %  gibt  Rekursionsformeln  zwischen  den  auf- 
tretenden Summen.  Zu  den  Summen  der  entsprechenden  Reihen  mit 
lauter  positiven  Gliedern  gelangt  er  dann  mit  Hilfe  der  Identität: 

•^1    I    sin  nx ^Isinna;  1      '^Tsinana; 

Nachher  macht  ihm  merkwürdigerweise  dieser  Übergang  Bedenken; 
er  entwickelt  daher ^''^)  die  endliche  Summe 

,     sin  2  a;     .  ,     sin  « x 

sina;  +—2-  H h~— 

nach  Potenzen  von  x,  setzt  nx  =  z  und  führt  dann  den  Grenzüber- 
gang zu  «  ==  00  an  den  einzelnen  Gliedern  aus;  so  erhält  er  als  Summe: 

3.3!~5-5!  7-7!'  '  ,/        z 

0 

Das  würde  für  m  ^  00,  also  auch  z  =  00  zunächst  nß  geben;  daß  er 
doch  den  richtigen  Wert  herausrechnet,  beruht  darauf,  daß  er  erst 
noch  — =  a;^+  1  beiderseits  addiert  und  dann  nicht  ^  1  =  n, 
sondern  ^  1  -|-  ^  +  1  =  w  benutzt. 

Die  Ableitung  der  Ausgangsgleichung  aus  der  logarithmischen 
Reihe  findet  sich  auch  bei  S. F. Lacroix"'^-),  bei  Littrow^"^),  bei  Stein-''*), 
bei   R.  Lobatto^''),  bei   TIi.  Clausen-'"') ,   bei  Ä.  de  Morgan-"'').    N.  H. 


201)  p.  118.     Man   könnte  auch  dieses  Verfahren    durch    Einführung    eines 
Konvergenzfaktors  in  einen  Beweis  verwandeln. 

202)  Traite    du    calcul  diffärentiel   et   du    calcul  integral  1,   2°"  e'd.,    Paris 
1810,  p.  94. 

203)  Petersb.  mem.  7  (,181ö'lü[20]),  p.  112;  daraus  dann  p.  129  die  weiteren 
Reihen  durch  Integration. 

204)  Gerg.  ann.  13  (1823),  p.  112. 

205)  Recherches   sur   la  sommation   de   qr|.  series    trigonometriques,    Delft 
1826,  p.  9. 

206)  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  283. 

207)  Differential  and   integral  calculus,   London  1836—1841   heftweise   als 


7.  Trigonometrische  Entwicklung  rationaler  ganzer  Funktionen.        S6L 

AbcP"^)  gewinnt  sie,  indem  er  den  Grenzübergang,  der  bei  reellem 
Argument  von  der  Binomialreihe  zur  logarithmischen  Reihe  führt, 
auch   für  komplexe  Argumente  vornimmt. 

Fouricr^"^)    ergänzt   die   Ableitung  der   Ausgangsformel    aus    der 
divergenten  Reihe  (25)  durch  Hinzufügung  des  Restgliedes: 

sm X  —    sin 2a;  -| h  •  •  +  ' — t^"      sin Nx 


(121) 


r/ 


und   zeigt   dann   durch   partielle   Integration,   daß    das  Integral   rechts 

mit   wachsendem  N  gegen  0  ijonvergiert.    Nachher  leitet  er  dasselbe 

Resultat  auch   noch  aus   der  Reihendarstellung ^^'')   und  aus   der  Inte- 

graldarsteUung^^')  der  Koeffizienten  her.   Weitere  Reihen  gewinnt  er 

daraus  durch  Integration^'"). 

Ä.  M.  Ler/emlre-'-)  entwickelt  in  der  Eulerschen  Integralformel 

1 

a22)  f-     ''''+''  "        dr  =^  ^  '^  -  '  —  ^ 

^        '  ,1    1 -\- 2r  cos  X  ■{- r-  sin«  7t    s\qx 

0 

beiderseits  nach  Potenzen  von  a  und  findet  so: 

1 
(logr)^*  sinajdr  x 


(123)  i,^Jl 


{iky.J    1 -|- 2/-co9a;+ r'         2  sin  a; 

0 

mal  dem  Koeffizienten  von  a^*  in  der  Entwicklung  von 


X  sin  «jt 


nach  Potenzen  von  a.  Das  Integral  in  (123)  läßt  sich  aber  mit  Hilfe 
der  Gleichung  (3)  auswerten;  so  erhält  auch  er  die  Gleichungen  (119), 
(120).  Nachher  zeigt  er  noch,  wie  man  sie  durch  Integration  aus  der 
ersten  erhalten  kann;  die  Werte  der  Summen  der  reziproken  Potenzen 


Bestandteil  der  library  of  useful  knowledge  erachienen,  p.  244 ;  durch  Integration 
aus  den  Gleichungen  (25)  und  dann  auch  die  weiteren  durch  Integration  sich 
ergebenden  Reihen,  p.  608. 

208)  J,  f.  Math.  1  (1826)  =  Oeuvres  1,  p.  237,  247. 

209)  Paris  mem.  4  (1819/20)  [24]  (Preisschrift  von  1811),  p.  273;  theorie 
Nr.  182  =  Oeuvres  1,  p.  161.  Ebenso  für  die  Reihe  (108)  IJeflers,  bull,  philom. 
(1819),  p.  163. 

210)  Preisschrift  p.  295;  theorie  Nr.  216  =  Oeuvres  1,  p.  202 

211)  Preisschrift  p.  305;  th(5orie  Nr.  222  =  Oeuvres  1,  p  •>213. 

212)  Exerc.  de  calcul  integral  2,  Paris  1817,  p.  103  (publ.  1814). 
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nimmt  er  dabei  als  bekannt  an.    Weiterhin  ^'^)  bekommt  er  dieselben 
Reihen  auch  noch,  indem  er  in  den  unter  Nr.  13  zu  besprechenden  Glei- 
chungen beiderseits  nach  Potenzen  von  /i  entwickelt. 
G.  FruUani^^*)  gewinnt  die  Gleichung 

(124)  x-=^-,  +  2^  (-  lY{m  "^;    -m(m~l)(m-2)  "™r 
-\-  ni{m  —  l)(»j  —  2)(»M  —  3)(w  —  4)       „ h  ' ' " !  cos  nx, 

sowie  die  Entwicklung  (111)  von  xß  nach  den  Sinus  der  Vielfachen 
von  X  aus  der  Integraldarstellung  der  Koeffizienten. 

A.  Cauchy^^^)  erhält  die  Reihen  (119),  (120)  auch  aus  der  An- 
wendung seiner  Residuensätze  auf  die  Funktionen  von  z: 

S.  D.  Poisson-^^)  verifiziert  die  Formel  (119)  für  Je  =  2  durch  die 
Integraldarstellung  der  Koeffizienten  (Nr.  16). 

N.  I.  Lohatschefsldp")  untersucht  die  Konvergenz  der  Reihe  (110) 
direkt  mit  elementaren  Hilfsmitteln;  indem  er  je  zwei  aufeinander- 
folgende Glieder  zusammenfaßt  und  diese  Operation  mehrmals  wieder- 
holt, findet  er: 

, -,^^^  ■"^  sinnx  '^l  Bin(2M  —  \)x 

^        ''  ^       n       ^ ^  ^2n(2re  — 1)~ 

n  —  l  n=l 

k  2^  — '' 

+  2j  r °'  Y  cos  a;  cos  2 a; . . .  cos  2^     ^ic^ 27^(2,^:^1) J 

X  .     2*+l 

-|-  COS   -  cosa;  cos  2x  cos  2^''-'-x  sin — - —  x . 


213)  Ib.  p.  169  (publ.  1815);  ebenso  auch  S.  I).  Poisson,  j.  ec.  polyt.  cah.  18 
(1820),  p.  313  und  A.  Cauchy,  exerc.  d'analyse  2  (1827)  (Oeuvres  (2)  7,  p.  357). 

214)  Ricerche  sopra  le  serie,  Firenze  1816,  p.  61,  67;  ebenso  /.  Dienger,  J. 
f.  Math.  34  (1847),  p.  92,  96  (von  1845). 

215i  Exerc.  d'analyse  2  (1827)  (oäuvres  (2)  7,  p.  357). 

216)  J.  Ec.  polyt.  cah.  21  (1832),  p.  203.  Wenn  er  mecanique  2  (1833), 
p.  337,  um  die  Formel  für  fc  ^  1  zu  beweisen,  die  lutegraldarstellung  der  Koeffi- 
zienten nicht  direkt  auf  die  Funktion  x,  sondern  auf  x^  anwendet  und  dann 
differentiiert,  so  beruht  das  auf  den  in  Nr.  42  erveähnten  Bedenken.  —  Die  Ab- 
leitung der  Ausgangsformel  aus  der  Integraldarstelluug  der  Koeffizienten  steht 
auch  bei  0.  Schloemilch  (Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale,  Jena  1843, 
p.  10,  22;  analytische  Studien  2,  Leipz.  1848,  p.  46)  und  bei  /.  Bienger  (J.  f. 
Math.  34,  1847,  p.  92;  von  1845). 

217)  Kasan  Schriften  1834,  p.  167  (russ.);  eine  gekürzte  deutsche  Über- 
setzung verdanke  ich  Herrn  Fr.  Engel. 
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Läßt  man  k  über  alle  Grenzen  wachsen,  so  konvergiert  die  Reihe  in 
der  ersten  Zeile  unbedingt;  in  der  zweiten  Zeile  ist  der  Faktor  vor 
dem  inneren  Summenzeiohen  absolut  kleiner  als 


also  konvergiert  auch  diese  Zeile  unbedingt;  die  dritte  Zeile  konver- 
giert gegen  Null. 

Daß  die  angegebenen  Werte  der  Summen  (110),  (IHj  •  •  •  nur  für 
das  Intervall  ( — ;r  ••■-(- ;r)  gelten,  außerhalb  desselben  aber  durch 
diejenigen  Werte  zu  ersetzen  sind,  die  sich  aus  ihnen  durch  die  Forde- 
rung der  Periodizität  ergeben,  hat  bereits  D.  Bernoulli'^^)  bemerkt; 
daß  man  die  richtigen  Werte  auch  durch  eine  sorgfältige  Untersuchung 
der  in  der  Gleichung  (15)  dem  arc  tg  beizulegenden  Werte  bestimmen 
kann,  hat  S.  T).  Poisson-^^)  gezeigt;  daß  der  Grenzübergang  von  r  <  1 
zu  »•  ==  1  einer  besonderen  Rechtfertigung  bedarf,  hat  aber  erst 
N.  H.  AieV-'^)  bemerkt  und  sie  durch  seinen  aUgemeinen  Satz  (Nr.  29) 
gegeben. 

Die  in  diesen  Formeln  auftretenden  rationalen  ganzen  Funktionen 
hängen   enge    zusammen   mit   den   socrenannten  BernouUischen  Funk- 


218)  Petrop.  n.  comm.  17  (177-2),  p.  8. 

219)  J.  e'c.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  411.  /.  R.  Young,  der  diese  Stelle 
PoisBons  nicht  gekannt  und  nur  unvollständige  Ableitungen  der  Formel  (111) 
vor  Augen  gehabt  zu  haben  scheint,  begnügt  sich  zu  sagen,  daß  man  das  bei- 
zufügende Multiplum  von  «  in  jedem  besonderen  Falle  bestimmen  könne  (Dubl. 
proc.  .3,  1846,  p.  47). 

220)  J.  f.  Math.  1  (1826)  =  Oeuvres  1,  p.  247.  Um  die  Konvergenz  der 
Reihen  für  r  =  1  behaupten  zu  können,  beruft  sich  Abel  auf  einen  Satz,  dessen 
A'oraussetzungen,  wie  U.  G.  Bjoerliny  (Upsala  n.  a.  13  (1847),  p.  174)  mit  Recht 
bemerkt,  hier  nicht  erfüllt  sind;  doch  meint  Sylow  (Oeuvres  d'Abel  2,  p.  304), 
€8  liege  vielleicht  nur  ein  Versehen  vor  und  Abel  habe  sich  auf  sein  „Lemma" 
berufen  wollen,  aus  dem  in  der  Tat  geschlossen  werden  kann,  daß  die  Summe 
beliebig  vieler  Glieder  der  Reihe  vom  m'""  an  nicht  größer  als  l/(»i  cos  x/2) 
sein  kann.  Die  Schlußweise  von  0.  Schlömilch,  Algebr.  Analysis,  Jena  1845, 
p.  225  wäre,  wie  Björling  an  derselben  Stelle  bemerkt,  nur  gerechtfertigt,  wenn 
vorher  die  gleichmäßige  Konvergenz  der  Binomialreihe  als  Funktion  des  Expo- 
nenten fi  auch  für  (i  =  0  und  a;  =  +  1  bewiesen  wäre.  Noch  unvollständiger  ist 
die  Darstellung  bei  /.  Dienger,  J.  f.  Math.  34  (1847),  p.  230  (von  1845),  in  Schlä- 
milchs  Differentialrechnung,  Greifswald  1847,  p.  279  („da  ferner  leicht  erhellt") 
und  bei  il/.  4.  Äer«,  Algebraische  Analysis,  Leipz.  u.  Heidelb.  1860,  p.  423,  obwohl 
letzterer  p  IV  selbst  moniert,  daß  bei  Cauchy  die  Stetigkeit  der  Binomialreihe 
als  Funktion  des  Exponenten  nicht  nachgewiesen  sei.  —  Auch  bei  A.  Cauchy,  Paris 
C.  R.  18  (1844),  p.  132  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  160  wird  die  Konvergenz  der  Lo- 
garithmusreihe auf  dem  Konvergenzkreis  nicht  bewiesen. 


864        II  A  12.    H.  Burkiiarät.     Trigonometrisclie  Reihen  und  Integrale. 

tionen  (vgl.  I  C  1,  Bachmann,  Nr.  11;  IE,  Seliivamiff,  Nr.  10;  II  A  3, 
Brunei,  Nr.  IS),   d.  b.  mit   denjenigen   rationalen    ganzen    Funktionen 
einer  Variabein  x,  die  für  positive  ganze  Werte  dieser  Variabein  die- 
selben Werte  baben  wie  die  Summen: 
(127)  i«4_2"+3''+---  +  a;". 

Das  scheint  lange  nicht  bemerkt  worden  zu  sein,  obwohl  bereits 
Euler^^^)  gezeigt  hat,  daß  die  letzteren  [wie  die  ersteren]  die  Eigen- 

221)  Petrop.  n.  a.  6  (1788  [90]),  p.  4  (von  1776).  Erwähnt  sei,  daß  von 
englischen  Mathematikern  verschiedene  Entwickelungen  der  Summe  (127)  nach 
Fakultäten,  mit  Hilfe  der  „Differenzen  der  0",  d.h.  der  Zahlen  {A"'i("}„^j 
gegeben  worden  sind;  so  von  J.  Fr.  W.  Herschel  collection  of  examples  of  the 
applications  of  the  calculus  of  finite  dift'erences,  Cambr.  1820  (p.  51  der  deutsehen 
Übersetzung  von  C.  H.  Schmise,  Braunschw.  1859);  von  H.  Breen,  treatise  on  the 
summation  of  series,  Belfast  1827,  p.  19. 

A.  Cauchy  (exerc.  de  math.  3  (1828)  =  Oeuvres  (2)  8,  p.  184;  in  etwas  an- 
derer, von  den  Zeichen  der  Residuentheorie  befreiter  Darstellung  Resum^s  ana- 
lytiques  Turin  1833,  §  9  =  Oeuvres  (2)  10,  p.  84)  gibt  für  diese  Summen  die 
Residuenformel : 

2_i  ^"  =  "!  ■\\j  g,,r_i  ({««Vi)) 

und  zeigt,  wie  man  von  ihr  aus  mit  Hilfe  der  schon  früher  von  ihm  gegebenen 
Darstellung  der  Bernoullischen  Zahlen  zu  der  Darstellung  der  Summen  als  ratio- 
naler ganzer  Funktionen 

gelangen  kann. 

Damit  der  Sache  nach  identisch  ist  0.  Schloemilchs  Darstellung 

(Arch.  Math.  Phys.  10,  1847,  p.  342).  Fr.  Arndt  (J.  f.  Math.  31,  1846,  p.  249)  er- 
setzt in  der  Definitionsgleichung 

f{x)  —  f(x  —  1)  =  a;" 
die  linke  Seite  durch  ihre  Taylorsche  Entwicklung 

fix)  -  \  f"{x)  + +  ^-f "  f  """(^), 

differentiiert  dann  k  mal  und  setzt  x^O;  so  erhält  er  die  zur  Bestimmung  der 
Koeffizienten  erforderlichen  Rekursionsformeln. 

Die  „elf  Darstellungen  dieser  Summe  ohne  Bernoullische  Zahlen"  von 
F.  Schweins  (Analysis,  Heidelb.  1820,  p.  323),  die  zuweilen  erwähnt  werden, 
drücken  sie  durch  rationale  Funktionen  von  x,  x — 1,  x  —  2,  ■■■x  —  m,  bzw. 
X,  x-\-l,  a;  +  2,  •  ■  ■  X -\- m  aus,  mit  kombinatorisch  [nicht  eben  einfach]  be- 
stimmten Zahlenkoeffizienten.  Weitere  Formeln  dieser  Art  sind  von  J.  Steiner 
(J.  f.  Math.  3  (1828),  p.  207  =  Werke  1,  p.  175)  angegeben  und  von  Gudermann  (ib. 
5  (1830)  p.  408)  bewiesen  worden.  Vgl.  auch  Ocitinger,  J.  f.  Math.  16  (1837)  p.  181. 
Eine   Darstellung   dieser   Art   auch   bei    V.  Puiseux  (j.  de  math.  11,  1846, 
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Schaft  haben,  daß  sich  /"„_i  (.<,')  von  df^(x)/dx  nur  durch  einen  Zahlen- 
faktor und  eine  additive  Konstante  unterscheidet. 

Näher  hat  sich,  so  viel  ich  sehe,  zuerst  C.  G.  J.  Jacobi^-^)  mit 
diesen  Funktionen  wenigstens  mit  denjenigen  gerader  Ordnung  be- 
schäftigt.   Er  setzt 

(128)  %,„,^,{x)  =  -^^^^(1  +  2^"'  +  i  +  .  .  .  +  :r^".+i) 

(2  »(  +  2)!  "•"  2  (2to+  1)!     '    '^i(2w)! 

-  «2  (2I-2)!    + +  (-  1)"'^'«»1-' 

wobei  die  «,„  durch 

(129)  Agoty  =  l  +  «,//2  — «aÄ^  +  Kg/j«— +  — 

definiert  sind;  macht  darauf  aufmerksam,  daß  die  für  ganzzahlige 
Werte  von  x  geltende  Identität 

(130)  Z2„,  +  iOr  +  1)  =  Z,.,i(aO  +  ^t-fiyT' 

da  es  sich  um  rationale  ganze  Funktionen  handelt,  auch  für  beliebige 
Argumente  bestehen  bleiben  muß;  leitet  daraus  die  von  ihm  übrigens 
als  „abunde  nota"  bezeichnete  Relation 

(131)  %„n,^{-   \  +  l)  =  X,.nU-  i  -   ^) 

her  und  beweist  endlich  auf  einem  ziemlich  indirekten  Wege,  daß 
lim  +  ii:^)  i™  Intervall  —  1  <  a,'  <  0  das  Zeichen  von  ( —  1)"'"''\  außer- 
halb desselben  das  entgegengesetzte  hat. 

Ostrogradsky-^^)  setzt: 

^         '      "^  2        '  4!  I  ~   {2my.    ~2(2m  +  l)!         (2»» +  2)!' 

wobei  er  sich   damit  begnügt,  die  Koeffizienten  Ä     [sie   sind  gleich 


(2«0! 


-     durch  Rekursionsformeln  zu  definieren.    Er  zeigt,  daß  diese 


p.  487'!;  einfacher  bei  0.  Schloemüch  (Theorie  der  Dififerenzen  und  Summen, 
Halle  1848,  p,  98);  noch  einfacher  bei  A.  Thacker  (Cambr.  Dubl.  math.  j.  5, 
1850,  p.  243). 

222)  J.  f.  Math.  12  (1834),  p.  266  =  Werke  6,  p.  66.  Seine  Schlußbemer- 
kung läßt  vermuten,  daß  auch  er  die  Identität  dieser  Funktionen  mit  den  trigo- 
nometrischen Reihen  (119),  (120)  nicht  gekannt  hat. 

223)  Petersb.  mem.  (6)  4  [sc.  math.  (6)  2  (1841),  p.  313  (von  1839)].  Osfro- 
gradslcys  Y„,  ist  in  der  Bezeichnung  von  Jacohi  (dessen  Untersuchung  Ostro- 
gradskj'  übrigens  nicht  gekannt  zu  haben  scheint): 

r„A-)  -  - ...... W  +  ^,f^,  =  ^^-^^-^ (1  +  2="'-  + . . .  +  (.- 1,^"'-) 
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genügen,  und  leitet  daraus  mit  Hilfe  der  Fourierschen  Sätze  über  die 
Separation  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  sowohl  die 
Eigenschaft  ab,  daß  F„,  im  Intervall  (0  ...  1)  das  Vorzeichen  von 
( —  1)™  hat,  als  auch  die  Vorzeichen  der  A^  und  nur  ein  Extremum 
bei  1/2.  Dieselben  Sätze  gewinnt  dann  auch  C.  J.  Malmsten'"^)  auf 
einem  umständlicheren  Wege. 

J.  L.  Baabe^^^)    hat    den   Namen    „Jacob-BernouUische   Funktion" 
für  die  Funktion 
/1QQN     x>    /   \  3:'"  +  '  x'"     ,     /m\  B^  ^„„_i        (»A  B,     „,_„ 

+  (ö)     6-'  -  + 

eingeführt,  wo  die  B^  die  Bernoullischen  Zahlen  sind;  das  letzte  Glied 
ist  bei  ihm 

(-ly-^C^+l)?^.^-^ .  ,»  =  2,  +  i. 

^  '  \2  (1  —  1/  2,11 

Er  kommt  zu  diesen  Funktionen  durch  die  Aufgabe,  unter  den  Be- 
dingungen 

«n+;,  =  «„.        'h  +   «2  H h  «p  =  0 

den  Grenzwert 

lim  V  («  +  l)"'a„>-" 
7=1  ■^J 

n  =  0 

ZU  berechnen;  es  stellt  sich  heraus,  daß  dieser  Grenzwert 

(134)  =-i'"'2'«^-^'«(|-) 

ist.  Er  zeigt  mit  Hilfe  der  Rekursionsformelu  der  BernouUischen  Zahlen, 
daß  diese  Funktionen  den  Gleichungen 

(135)  B^{x  +  1)  =  B^{x)  +  X-,  (136)  J5„,(l  -  x)  =  (-  l)-B„{x), 
(137)  ^^?^=(2^+l)i?,,(.x),  '-fP—2^B,^_,{x)  +  {-lYB^ 


224)  J.  f.  Math.  35  (1847),  p.  63;  verbesserter  Abdruck  Acta  Math.  5  (18S4), 
p.  14.    Malmstens  <p(a;)  ist  in  Ostrogradskys  Bezeichnung  — /i*'"  Y,„_j(;r/Ä). 

225)  Die  Jacob   BernouUische  Funktion,   Zürich  1848,   p.  IG.   Raabe  nimmt 
unzweckmäßigerweise  die  Zahl  m  nicht  mit  in  die  Bezeichnung  auf. 
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genügen,  von  denen  die  erste  den  Zusammenhang  dieser  Funktionen 
mit    den   Summen  (126)   ergibt.    Auch  beweist  er^'^)  die  Relation: 

(138)  1     0für?»  =  2^; 

Den  Zusammenhang  dieser  Funktion  mit  den  hier  behandelten  trigo- 
nometrischen Entwicklungen  hat  Raabe  erst  später ^^')  aufgewiesen: 
indem  er  die  Euler-Maclaurinsche  Summenformel  mit  dem  ersten 
Poissonschen  Restglied  (Nr.  105)  auf  die  Funktion  (sin  x)/x  und  das 
Intervall  (0  . .  .  oo)  anwendet  [was  selbstverständlich  einer  besonderen 
Rechtfertigung  bedürfte]  und  dann  wiederholt  integriert,  erhält  er: 

(loy)  K^ix)  -  -—-^^—  2^  —^^^  - 

/14m         R           rAJ-  ^~^y'^l"  +  l  __  (-1^2(2^1+1)!   -^  cos2w:rx 
U*^;        ■^2,„  +  lUJ+       2^^2 (2„)2^  +  2         ^^     n'^  +  '     ' 

Anhangsweise  seien  noch  die  Gleichungen 

(141)       ^^^+^,^)-2(rni!^'' 

«  =  0 

( 142)  .T.r  cot  V7C  =    y      ,     ,       , 

erwähnt,  die  L.  Euler'^-^)  durch  einen  unsicheren  Grenzübergang  von 
Interpolationsformelu  aus  erhalten  hat  Ihnen  kann  die  von  E.  E. 
Kummer'"^')  als  Spezialfall  einer  hypergeometrischen  Reihe   erhaltene 

"^(•—2—; 

angereiht  werden. 

226)  p.  23,  28. 

227)  J.  f.  Math.  42  (1851),  p.  348.  —  Nach  einem  neuerdinga  (Bern.  Mitt. 
1900,  p.  96)  publizierten  Brief  hat  Schlüfli  diesen  Zusammenhang  bereits  um 
1840  gekannt. 

228)  Opusc.  analyt.  1,  Petrop.  1783,  p.  171,  178.  Eine  Untersuchung  darüber, 
ob  und  unter  welchen  Bedingungen  die  Gleichungen  richtig  sind,  scheint  nicht 
vorzuliegen.  Die  zweite  schreibt  Euler  übrigens  in  der  Weise,  daß  er  jedem 
Glied  mit  positivem  n  das  entsprechende  mit  negativem  n  vorangehen  läßt. 
Speziell  setzt  er  noch  .r  =  n/'(2i'). 

229)  J.  f.  Math.  15  (1836),  p.  166. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.    II  1.  57 
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8.  Mit  iterierten  Integralen  rationaler  Funktionen  zusammen- 
hängende Entwicklungen.    Von  den  Keihen 

■^isiü/ia;        "^icosnx         "^^  i — !)"'*'''■  sinn  x        ^^7  (— l)«  +  i  cosna; 
treten  die  divergenten  Reihen 

■1  ^^^  2 

(26)  sin  X  +  sin  2a;  +  sin  3  X  +  +  +  ■■■  = 

bereits  bei  L.  Euler -^°),  die  erstere  auch  bei  D.  Bernoulli^^^)  auf.  Letz- 
terer bemerkt  auch  bereits,  daß  die  aus  ihr  durch  Integration  hervor- 
gehenden Reihen,  mit  Ausnahme  der  ersten  „aller  Analysis  zu  spotten 
scheinen";  er  begnügt  sich  daher  mit  Angabe  dieser  ersten^'-): 

(144)  cosx  +  '°!,"-'-'  +  *'°'3^^'+  +  +  ---  =  — 4-log(;2  — 2cosx) 

1  .        X 

= —  log  sin  — log  2 . 

Dieselbe  Reihe  sowie: 

(145)  cos  X  —  ^^^  +  ""l- 1 =  y  log(2  -f  2  cosx) 

=  —  log  cos  —  +  log  2 

gibt  dann  auch  Euler''^^)  und  sjjäter  B.  Lohatto'^). 

Andererseits  hat  Euler  schon  vorher ^^^)  die  Entwicklung  von 
log  (1  -)-  n  cos  x)  nach  den  Potenzen  von  cos  x  in  eine  solche  nach 
den  Vielfachen  von  Kosinus  der  x  umgesetzt.  Die  Koeffizienten  er- 
scheinen dabei  zunächst  in  der  Gestalt  unendlicher  Reihen,  die  nach 
Potenzen  von  n  geordnet  sind;  die  beiden  ersten  dieser  Reihen  kann 
er  direkt  summieren,  für  die  folgenden  erhält  er  Rekursionsformeln, 
indem  er  nach  x  dilferentiiert  und  mit  1  +  It  cos  x  multipliziert.    So 


230)  Petrop.  n.  comm.  5  (1754/5ö[60]),  p.  202;  18  (1773),  p.  30,  34. 

231)  Ib.  16  (1771),  p.  35;  17  (1772),  p.  15. 

232)  Ib.  17,  p.  17.  Ebenso  später  Tralles,  Berl.  Abb.  1812/13  [16],  p.  232 
Euler  hat  Petrop.  n.  comm.  ib.  18,  p.  35  nur  die  Reihe  (14),  aus  der  (145)  für 
r  =  1  hervorgeht. 

233)  Petrop.  acta  1=  (1777[80])  =  instit.  calc.   int.  4,  suppl.  3,  §  122,  126. 

234)  Recherches  sur  la  sommation  de  qq.  söries  trigonometriques.  Delft 
1827,  p.  9. 

235)  Institut,  calc.  integr.  1,  1768  §  295  =  opera  (1)  11,  p.  179.  Reproduziert 
von  S.  F.  Lacroix,  traite  U,  p.  128  der  2.  Aufl.  von  1814. 
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kommt: 

eo 

(146)        log  (1  +  n  cos  ^)  =  —  log  —  —  2  V^^H-""  , 


'^ 


cosnx, 


wo  a  mit  n  wie  in  Nr.  3  zusaminenhäugt. 

J.  Landen-^^)  gelaugt  zu  diesen  Entwicklungen  direkt  von  der 
logarithmischen  Reihe  aus;  er  gibt  auch  den  Ansatz  zur  Ableitung 
weiterer  Reihen,  führt  aber  rechts  die  Integrationen  nicht  aus°^').  Die 
allgemeine  Untersuchung  der  durch  wiederholte  Integration  aus  der 
logarithmischen  Reihe  hervorgehenden  Transzendenten  nimmt  dann 
W.  Spence  in  Angriff;  er  definiert:^'**) 

(147)  i(.")a  +  ..)=2''^S^" 

7!  =  1 

und  erhält  u.  a.  das  Resultat,  daß 

(148)  iW  (1  +  x)  +  (—  1)"'  ZC")  (1  +  x-^ 

gleich  einer  rationaleu  ganzen  Funktion  von  loga;  ist.  ^'^)  Durch  Ein- 
führung komplexer  Argumente  erhält  er  dann  noch  einige  hierher  ge- 
hörige Formeln,  so^*") 

^V^r"  cos  nx        1    C  ßr 

(149)  2  -n-»  -  =  2  /  log  (1  +  2  >•  COS  :.  +  r^)  ^ 

0 

und 

(150)  2}  n>+i)"  =  T  J  l«g (1  +  2»-  COS a;  +  r')  - 
""  0 

—  -(>•  +  cos  X)  log  (1  +  2r  cos  a;  -f  >■')  —  sin x  arc  tg  i-^""^  +  »" • 

Auch  bemerkt  er,  daß  man  durch  abermalige  Integration 

(IqV)  '^1       r"'*'^  cos  wo: 

^  ^  n'-(n+l)(n+2) 


erhalten  könne,  führt  das  aber  nicht  aus. 

236)  Math,  memoirs,  Loud.  1780,  p.  81,  104. 

237)  p.  94,  112. 

288)  An  essay  ou  the  theory  of  the  various  Orders  of  logarithmic  transcen- 
dents,  Lond.  1809,  p.  3.  Die  2.,  von  J.  Herschel  besorgte  und  mit  Zusätzen  aus 
Spences  Kachlaß  vermeinte  Auflage,  Ediub.  1820,  habe  ich  nicht  gesehen.  — 
Landen  und  Spence  interessieren  sich  übrigens  hauptsächlich  für  die  numerischen 
Reihen,  die  durch  Einsetzen  spezieller  Werte  für  x  entstehen. 

239)  p.  43. 

240)  p.  127. 

57* 
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A.  M.  Legendre^^^)  zeigt,  daß  die  Integi-ale 

/-  rn\  r  x"  sina;  dx 

(152)  / . ^ 

^        '  1  cos  X  +  cos  ö 

sich  durch  diejenigen  der  Reihen 

/,ro\  "VI  cos«a:  coswö  "VI  sin  n :c  cos 71  d 

(1^3)  2/-  -^'"  —  '        2/     .^,„, 

ausdrücken  lassen,  für  die  2»»^,a  ist.     Indem  er  darin  0  =  0  setzt, 
erhält  er  speziell  die  Integrale  ^*^) 

(154)  /  X"  cot'^dx. 

J.  Fourier-^^)  gewinnt  die  Gleichung  (143),  ähnlich  wie  (121),  mit 
Hilfe  der  Identität: 


Af+l 


(155)  cos  X  —  -  cos  2x  -\-  -  cos  3a; 1 -|-  - — ^-     cos  Nx 


G.  FruUani'^)  gewinnt  für  die  Entwicklung  von 

n  sinaj 

1  +  n  cosa; 

durch  Heraufmultiplizieren  Rekursionsformeln;  durch  Integration  nach 

X  erhält  er  daraus  die  Entwicklung  von  log(l  -{-  n  cosx).    Nachher-*") 


241)  Exerc.  de  calc.  int.  2  (1817),  p.  193  (publ.  1815).  Wenn  er  durch  die 
Spezialisierung  .-c  =  3t/2  einfache  Resultate  zu  erhalten  glaubt,  so  beruht  das 
freilich  auf  den  beiden  falschen  Annahmen,  daß  so  weit  die  Integrale  noch  Be- 
deutung und  die  Reihen,  von  denen  er  ausgeht,  noch  die  von  ihm  angegebenen 
Werte  haben. 

242)  p.  197. 

243)  Preisschrift  v.  1811  Paris  mem.  4  (1819/20[24]),  p.  273;  theorie  Nr.  183 
=  Oeuvres  1,  p.  163.  —  Wegen  Abels  Andeutungen  betr.  den  Beweis  der  Kon- 
vergenz der  Reihen  vgl.  man  Note  194).  Übrigens  ist  bemerkenswert,  daß 
C.  F.  Gauß  (Gott.  comm.  rec.  2  (1813)  =  Werke  3,  p.  156  und  im  Nachlaß, 
p.  417)  die  Reihe  (145)  ohne  weiteres  benutzt,  obwohl  ihre  Konvergenz  weder  be- 
wiesen war,   noch  mit  den  damals   bekannten  Kriterien   bewiesen  werden  kann. 

244)  Ricerche  sopra  le  serie,  Firenze  1816,  p.  15;  p.  13  für  n^l.  P.  14 
benutzt  er  ebenso  die  Entwicklung  von  (1 -|- cosa;)"',  um  aus  ihr  durch  zwei- 
malige Integration  die  Reihe  (145)  herzuleiten.  Er  vermeidet  es  übrigens,  die 
divergenten  Entwicklungen,  die  er  implizite  benutzt,  ausgerechnet  hinzuschreil)en. 
Zur  Bestimmung  der  Anfangsglieder,  die  zunächst  als  Integrationskonstante  auf- 
treten, bedient  er  sich  der  Integralformeln. 

245)  p.  18. 
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zeigt  er  noch,  daß  die  Koeffizienten  der  Entwicklung 

log  [m  -\-  cos  X)  =  SA^  cos  nx 
der  Diöerentialgleichung 

(156)  1    s   +     -      ,^5- -2 — :;  A.„=  0 

^        '  dni^      '    in- — 1  dm         iir — 1     " 

genügen,  die  sich  durch  die  Substitution  in  =  cos  u  [besser  m  =  ßoj  ((] 
vereinfacht. 

Die  Untersuchungen  von  N.  H.  Abel^*%  C.  J.  Hill-*''),  von  J".  H. 
Grillet^^)  und  von  Schaeffer'*^)  enthalten  nichts,  was  für  unsere 
Zwecke  in  Betracht  käme;  auch  hei  J.J.  Littrow"^"')  bleibt  es  bei  Ver- 
suchen. 

Eine  gewisse  Rolle  spielen  diese  Funktionen  in  der  Geometrie 
N.  I.  Lobatscliefsldjs  bei  Volumenbestimmungen.  Schon  in  seiner  ersten 
Abhandlung ^^')  führt  er  zu  diesem  Zwecke  die  beiden  Integrale 

(157)  3>(a;)  ==  —  jlogcosxdx 

0 

und 

X  dx 


(158)  i(a:,co)  =  |j_ 


■  cos  ta 


ein;    er   zeigt,   daß    sich   das   letztere   durch   das    erstere  vermöge   der 

Gleichung 

(159)       sin2(aZ(a;,  2(a)  =  ^((o  +  |)  +  (P(w  — |)  —  2<X>{co) 

240)  Oeuvres  2,  p.  18'J  (aus  dem  Nachlaß).  Er  behandelt  nur  die  Reihe 
2Jn~^ r^  für  reelle  Werte  von  r. 

247)  J.  f.  Math.  3  (1828),  p.  112.  Es  handelt  sich  bei  ihm  namentlich  um 
die  Reduktion  allgemeinerer  Integrale  auf  die  beiden  Formen: 

log(l  -f  Srcos.r-f  ;•')-  ' 
und 

•rfr 
•cosa;  +  r^ 

(Zusammenstellung  der  Resultate  p.  144.)  Eine  weitere  Abhandlung  Hills,  spe- 
cimen  exerc.  anal.,  Lond.  Goth.  1830,  habe  ich  nicht  gesehen;  sie  scheint  weiteres 
über  die  erste  dieser  beiden  Formen  zu  enthalten. 

248)  J.  de  math.  10,  1845,  p.  238;  betr.  iterierte  Logarithmen. 

249)  J.  f.  Math,  30,   1846,  p.  277;  betr.  die  unter  -'^)  erwähnte  Reihe. 

250)  Petersb.  mem.  7  (1815/16[20]),  p.  127,  130. 

251)  Kasaner  Bote  1830,  p.  617  =  Geom.  Abhandl.  1,  Kasan  1883,  p.  59 
(russ. ;  mir  nur  durch  die  Angaben  von  Fr.  Engel  zugänglich,  N.  I.  Lobatschefskij, 
Zwei  geometrische  Abhandlungen,  2,  Leipzig  1899,  p.  408).  [Lohatschefskijs  L{x,  m) 
geht   durch   die  Substitution  x  =  log  r  in  Hills  x£:f  — '"247^  über.] 


E-'c  ^  /' logiu 
r      ^/  1  -f  2  r  cos 
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ausdrücken  läßt,  in  der  |  durch 

tg  I  ^  Stg  X  cot  ü3 

definiert  ist,  und  gibt  für  das  erstere   die  trigonometrische  Entwick- 
lung.   In    späteren  Abhandlungen^^^)    leitet    er    dann  durch   Betrach- 
tungen seiner  Geometrie  weitere  Relationen  zwischen  diesen  Integralen 
sowie  die  Reduktion  einer  Anzahl  anderer  Integrale  auf  sie  ab. 
Th.  Clauscn^'"^^)  berechnet  numerische  Werte  der  Funktion: 

(159»)  ..log2-/logsin|^:r  =  2'T 

0  n  =  l 

mit  Hilfe  ihrer  Entwicklung  nach   Potenzen  von  x  oder  von  ji  —  x 
(auf  16  Dezimalstellen). 

E.  E.  Kuminer'^-^'^  definiert   zwei  Funktionen   zweier   Argumente 
durch 

(159")  Dir.  x)  =  Ai^--Ti^^> 

0 

r 

(159^)  Eir,x)=  f^^^^^^-.dr 
^          '  \  >     '        J  l-j-2rcoBX-^-r- 
oder,  nach  der  Substitution 
(160)  r 


sin  {u-\-x)' 


252)  Kasan  Schriften  1835,  p.  87;  1836,  p.  7,  63;  vgl.  die  Zusammenstellung 
der  Formeln  p.  152  =  Geom.  Abhandl.  1,  p.  119,  123,  153,  210  (russ.;  deutsch 
V.  H.  Liehmann,  Abhandl.  Gesch.  Math.  19  (1904),  p.  4it,  53,  82,  123). 

252»)  J.  f.  Math.  8  (1832),  p.  298.  Bei  dem  Gebrauch,  den  er  ib.  7  (1831), 
p.  310  von  dieser  und  der  durch  einmalige  Integration  aus  ihr  hervorgehenden 
Reihe  macht,  übersieht  er,  daß  die  Formeln  nur  für  das  Intervall  0-<,r<^;r 
gelten ;  sein  Resultat  ist  daher  nur  für  n  =  1  richtig. 

252")  Ib.  21  (1840),  p.  78.  Kummers  D{r,  x)  geht  in  Hills  D"  über,  abge- 
sehen von  einer  additiven  Konstanten,  wenn  die  Variabein  durch  die  Relationen 

1  +  2/-C0S  a;-t-r*  ^  p-,  1 -)- 2e  cos  |  +  e*=  )■',     also     gdQ  =  {cos  x -\-r)dr 

verbunden  werden;  Kummer  bemerkt  selbst,  er  habe  für  die  Funktion  D  den 
1830  von  Hill  gegebenen  Resultaten  wenig  Neues  hinzufügen  können,  nur  seien 
bei  ihm  die  Sätze  aus  einer  gemeinsamen  Quelle  abgeleitet.  Übrigens  ist  zu  be- 
achten, daß  die  von  Kummer  für  negative  und  für  positive  r  mit  demselben  Zei- 
chen bezeichneten  Funktionen  nicht  analytische  Fortsetzungen  voneinander  sind. 
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durch  ^^'): 

(161)  Diu,  x^  =  —  /  loff-v— ; — , — ,cot«(/«, 

0 

(162)  ^K-]  =  -/logsi^)^«- 

0 

Er  gibt  eine  Anzahl  Funktionalgleichungen  an,  denen  diese  Funktionen 
genügen;  dann-^*)  die  Reihenentwicklung: 

(163)  D{);  x)  =  log  X  •  log  |/l  —  2  r  cos  x  -\-  r-  +  ^, 5 — 

7!  =  1 

(-^<M<"-7-^,0<.r<a), 

sowie  eine  entsprechende,  nach  fallenden  Potenzen  von  /■   fortschrei- 
tende.   Die  zweite  Funktion  läßt  sich  mit  Hilfe  der  Identität  ^^^): 

(164)  2E[u,  x]  =  £'(—1,  2m)  +  £(—  1,  2x)  —  E{—  1,  2u  +  2x) 
auf  ihren  speziellen  Fall 

(165)  E{—  1,  x)=  -  I  log  (2  sin  "^^dx 

0' 

zurückführen;  übrigens  gelten  für  sie  die  Reihenentwicklungen'^*): 

(166)  i?Ka:J  =  -«logr  +  2" 


1  r   sin  n  x 


=  (;r  —  ?(  —  «)  logr  +  ^  ^^p^ 

n  =  l 

sowie  noch  mehrere  ähnliche. 


253)  p.  193.    Kummer  behält   auch  nach  Einführung   der  neuen   Variabein 
dasselbe  Zeichen  bei,  was  zu  Verwechslungen  Anlaß  geben  kann. 

254)  p.  214. 

255)  p.  220. 

256)  p.  223.    Die  erste  gilt  unter  den  Voraussetzungen 

0<-^<«-  0<jt+  —  a-<-|-, 

die  zweite  für 

■X  1 

0<j;<;r,  —  <H-f--x<7r. 
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Als  einfachste  Funktionen  dritter  Ordnung  führt  er 


(168)  ^^(^'^)-fr^ 


COSX  +  »"' 


ein^^').    Er  gibt  auch  für  sie   Funktionalgleichungen   und  Reihenent- 
wicklungen, z.  B.^^^): 

(169)  D3  (V,  xj  =  (log  ry  log  (1  +  2r  cos  x -\- r-) 

(170)  £3(r,  x)  ^  (log  ry  arc  tg  ^ 


r  sin  X 

•  cos  .1' 


^,           ■Vl( — 1)"'^   r"smnx     ,    _.  "VT  ( — l)""*"   »*"sin«x" 
-  2  log  r2j  '-—'—n. +  2Z- n^ 

7!  =  1  n  =  \ 

Zum  Schlüsse  bemerkt  er^^^),  es  würde  auch  möglich  sein,  die  hier 
auftretenden  trigonometrischen  Reihen  selbst  an  die  Spitze  der  Ent- 
wicklung zu  stellen. 

J.  Kelland,  der  durch  ein  ph3'sikalisches  Problem  gelegentlich  auf 
die  Summe 


^^      n' 

«  =  i" 

geführt  wird,  begnügt  sich  damit  zu  zeigen-*")  —  was  für  seine 
Zwecke  ausreicht  — ,  daß  die  durch  sie  definierte  Funktion  in  der 
Umgebung  von  x  =  0  eine  Entwicklung  der  Form 

l-  log.r  +  Dx  +  ^a:^—  ^J^^^  -] 

zuläßt. 

Fr.  W.  ^'eivman  hat,  ohne  Kummers  Untersuchung^''-'')  zu  kenneu, 
einen  großen  Teil  von  dessen  Resultaten  von  neuem  gefunden-*').  Als 

257)  p.  331. 

258)  p.  350,  359. 

259)  p.  370. 

260)  Edinb.  trans.  15^  (1844),  p.  523.  Der  Schluß  benutzt  die  divergente 
Reihe  (26);  doch  ließe  sich  das  leicht  vermeiden. 

261)  Cambr.  Dubl.  math.  j.  2  (1847),  p.  78,  Auf  die  Untersuchungen  Kummers 
hat  ihn  erst  A.  Cayhy  hingewiesen,  ib.  p.  236;  Hill*'")  und  Clausen'^*")  kennt  er 
nur'  durch  Kummer. 
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Fundamentalformen  führt  er  neben  Spences  L{x)  (147)  und  einer 
mit  Kummers  D(r,  %  —  x)  (1Ö9'')  identischen  Funktion  Ai^,  x)  noch 
die  beiden  ein: 

(172)  ;(rr)  =  -  Jlogsin,r  r/.r  =  :cloo-2  +  j^"^^^, 

0  n  =  \ 

(1 73)  X (r,  x)  =  -z^  log X  log  1 1  —  'Ir  cos  x  -j-  r")  —  A{r,  x) 

=  Y  J  log  (1  —  2  r  cos  X  +  r^  -.-  =  —  2j n* 5 

übrigens  sind  auch  bei  ihm  die  für  positive  und  für  negative  Argu- 
mentwerte mit  demselben  Zeichen  bezeichneten  Funktionen  nicht 
analytische  Fortsetzungen  voneinander.  Er  gibt  die  Funktional- 
gleichungen ^^^): 

n  -  1 

(174)  i-b(na:)  =  («  _  1)  (|  _  ..)  log2  -f  ^^  {x  +  ^) 
und^M): 

(175)  |^(.V«-)  =  2^^(''-^'  +  T) 

1=0 

und  zeigt,  wie  sie  benutzt  werden  können,  um  eine  Tabelle  der  Funk- 
tionswerte, von  der  nur  ein  kleiner  Teil  direkt  berechnet  zu  werden 
braucht,  zu  vervollständigen.  Auch  gibt  er  Reihenentwicklungen  ver- 
schiedener Art  und  zeigt,  wie  deren  Konvergenz  durch  geeignete  Um- 
formungen vergrößert  werden  kann.  Auch  über  die  durch  wiederholte 
Integration  entstehenden  höheren  Transzendenten 

(176)  ;(«)(.r)  =^  /  V»  - 1)  [x)  dx 
gibt  er  einige  Sätze  ^"). 

9.  Entwicklung  der  Potenzen  der  wahren  Distanz  zw^eier 
Punkte  nach  den  Kosinus  der  Vielfachen  der  scheinbaren  Distanz. 
a)  Die  Koeffizienten  der  in  Nr.  3  erwähnten  Entwicklungen: 

(177)  (1  —  n  cos  x)"  =  4  St/»)  +  2  51/"^  cos  nx 


262)  p.  86. 

263)  p.  17.'}. 

264)  p.  96. 


876        IIA  12.    H.  Burkhardt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale, 
oder: 
178)  (1  —  2«  cos^  +  a^y  =  4-  33/)  +  2®/"^ cos« X 

erweisen  sich  als  hypergeometrische  Funktionen;  in  der  Tat  scheint 
die  ganze  Theorie  dieser  Funktionen,  wie  sie  von  Euler  begründet 
ist,  hier  ihre  Wurzel  zu  haben  ^''^j.  Von  den  analytischen  Darstellungen 
dieser  Funktionen  hat  L.  Euler  ^^^)  zunächst  die  Entwicklungen  nach 
Potenzen  von  n  aufgestellt,  auch  bald  bemerkt^*'),  daß  man  rascher 
konvergente  Reihen  erhält,  wenn  man  nicht  die  91  selbst,  sondern 
ihre  Produkte  mit  geeigneten  Potenzen  von  1  —  n^  entwickelt.  Die 
Entwicklungen  nach  Potenzen  von  a  erseheinen  zuerst  bei  J.  L.  La- 
grange^'"^),  der  1  —  2acosa;-f-  «"  in  die  beiden  komplexen  Faktoren 
1  —  cce-'"  zerlegt,  die  Potenzen  jedes  Faktors  für  sich  entwickelt  und 
dann  ausmultipliziert;   ohne  Benutzung   komplexer  Größen,   mit  Hilfe 


2G5)  Die  Untersuchung  der  Eigenschaften  dieser  Funktionen  gehört  dem- 
nach eigentlich  nicht  zu  den  Aufgaben  dieses  Artikels,  sondern  in  die  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Koeffizienten;  da  sie  aber 
dort  gewöhnlich  nicht  besonders  behandelt  wird,  so  mag  sie  hier  Platz  finden.  — 
In  den  astronomischen  Lehrbüchern  erscheinen  sie  als  „Koeffizienten  von  La- 
place"  oder  auch  wohl  unter  der  Überschrift  „über  gewisse  Funktionen  der 
großen  Achsen";  die  erstere  Bezeichnung  ist  insofern  historisch  nicht  gerecht- 
fertigt, als  Laplace  hier  dem  von  seinen  Vorgängern  Geleisteten  wenig  hinzu- 
gefügt hat.  Immerhin  ist  die  Zusammenstellung  der  Hauptformeln ,  mecanique 
Celeste  1  =  Oeuvres  1,  p.  307,  bequem.  Andere  solche  Zusammenstellungen  bei 
S.  F.  Lacroix,  Traite  2,  1798,  p.  118,  etwas  verändert  2'  ed.  1814,  p.  112;  bei 
G.  de  Pontecoulant,  Thäorie  analyt.  du  syst,  du  monde  1,  Paris  1829,  p.  347;  3 
(1834),  p.  66;  eine  kurze  auch  bei  G.B.Äiry,  math.  tracts,  2"  ed.,  Cambr.  1831, 
p.  103;  ein  Bericht  über  die  Arbeiten  des  18.  Jahrhunderts  auf  diesem  Gebiet 
bei  A.  Gautier,  essai  historique  sur  le  probleme  des  trois  corps,  Paris  1817, 
2'  partie,  chap.  1 — 3.  Vgl.  übrigens  auch  VI  2,  13,  von  Zeipel,  Nr.  2 — 10. 

266)  Recherches  sur  les  inegalites  °*) ,  p.  26;  institutiones  calculi  integralis, 
1,  Petrop.  1768,  §  279  =  opera  (1)  11,  p.  165.  Für  s  =  —  1  erhält  G.  Frullani, 
ricerche  sopra  le  serie,  p.  28  die  Reihe  durch  HeraufmultipKzieren  (der  [di- 
vergente] Fall  n  =  1  schon  p.  14);  für  beliebige  s  p.  114  aus  der  hypergeome- 
trischen Differentialgleichung.  J7t.  Jarrett  gibt  die  expliziten  Formeln  für  be- 
liebige s,   Cambr.  trans.  3,   (1830),  p.  93  (von  1827;. 

267)  Paris  recueil  des  pieces  qui  ont  remportt'  les  prix  8  (1771)  (Preis- 
schrift von  1756),  p.  52. 

268)  Mise.  Taur.  3°  (1762/65[6G])  und  im  wesentlichen  ebenso  Paris,  recueil 
des  pifeces  qui  ont  remporte  les  prix  9  (1766)  (ceuvres  1,  p.  620;  6,  p.  88). 
Ebenso  A.  Cauchy,  extrait  du  mem.  pres.  ä  l'acad.  de  Turin,  le  11.  oct.  1831, 
lith.  Turin  1832,  p.  90;  für  ganzzahlige  s  auch  schon  Eulcr  introd.  in  analysin 
infinitorum  1,  Laus.  1748,  §  219;  für  s  =  —  1  auch  bei  J.  J.  Littrow,  Petersbourg 
mem.  7  (1815/16[20]),  p.  81. 
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der  Ausdrücke  der  Potenzen  von  cusa;  durch  die  Kosinus  der  Viel- 
fachen von  X,  erhalten  sie  G.  L.  KliigeV^^^)  und  Tliihaut'-''^).  Euler 
gevrinnt  sie  dann  auch,  indem  er  die  zuerst  genannten  Reihen  nach 
Potenzen  von  a  umordnet"');  G.  FrullanP''')  aus  den  Differential- 
relationen. 

Zu  vreiteren  Darstellimgeu  dieser  Koeffizienten  kommt  Euler 
durch  seine  allgemeine  Theorie  der  Transformation  der  hypergeo- 
metrischen Funktionen;  sie  liefert  ihm  zunächst  einen  Ausdruck  von  % 
durch  das  Produkt  aus  a"(l — arj''^'^^  in  eine  hypergeometrische 
Reihe -'^\  Die  Vergleichung  der  verschiedenen  Entwicklungen  gibt 
ihm  dann  den  Satz-'*),  daß 

(179)  f  7  ^)C1 —'>:')■' +  '33/'" 

sich  nicht  ändert,  wenn  s  durch  —  s  —  1   ersetzt  wird. 


269)  üott.  comm.  12  (1793/94[9üjj,  p.  .j(l, 

270)  Gott.  Nachr.  1893,  p.  630  (aus  der  Zeit  um  1795;;  auch  Gauß'  Werke  8, 
p.  47.  Wegen  der  Autorschaft  dieser  ,,dissertatiuncula"  vgl.  man  Gott.  Nachr., 
geschäftl.  Mitt.  1902,  p.  12. 

271)  Institutiones  calculi  integralia  4,  Petrop.  1794,  suppl.  4  (von  1778), 
§  98.  Ursprünglich  hatte  er  sie  durch  Induktion  gefunden,  §  82.  §  21  teilt  er 
sie  ohne  Beweis  mit. 

272)  Ricerche  sopra  le  serie,  Firenze  1816,  ji.  117.  Die  Diflerentialgleichung 
(mit  1/n  als  unabhängiger  Veränderlicher)  hat  er  für  s  =  —  1  p.  37 ,  allgemein 
p.  113.  p.  134  wirft  er  die  Frage  auf,  wie  eine  Funktion  F{m-\-cosx)  beschaffen 
sein  müsse,  damit  ihre  Entwicklungskoeffizienten  als  Funktionen  von  m  linearen 
Differentialgleichungen  IL  0.  genügen;  er  findet,  daß  dazu  F  selbst  und  seine 
Ableitungen  einer  unbegrenzten  Reihe  derartiger  Differentialgleichungen  genügen 
müssen,  gibt  aber  nicht  an,  unter  welchen  Bedingungen  diese  miteinander  ver- 
träglich sind. 

273)  Inst.  calc.  int.  4,  supjjl.  4,  §  89.  Erläuterungen  zur  Aufstellung  und 
Transformation  dieser  hypergeometrischen  Differentialgleichungen  bei  N.  Fuß, 
St.  Petersbourg  mem.  5  (1812/15),  p.  115  (von  18U9;. 

274)  lust.  calc.  integr.  4,  suppl.  4  [von  1778],  §  25,  82,  zunächst  durch  Induk- 
tion; §97  Beweis  aus  der  Transformationstheorie  der  hypergeometrischen  Funktionen 
(Die  entsprechende  Relation  für  die  St,  unter  Beschränkung  auf  ganzzahlige  s, 
übrigens  schon  inst.  calc.  int.  1,  1708,  §  290  =  Opera  (1)  11,  p.  174).  C.G.J.Jacobi  {J. 
f.  Math.  15  (1836);  Werke  6,  p.  99)  gewinnt  diese  Relation  aus  der  Legendreschen 
Integraldarstellung;  Z>.  Bierens  de  Haan  (Amsterd.  Verbandel.  8  (1862),  p.  431) 
reproduziert  das.  A.  F.  Svanbtrg,  J.  f.  Math.  18  (1837),  p.  67,  erhält  sie,  indem 
er  aus  den  Differentialgleichungen,  denen  33_ ,  und  58,_  j  genügen,  eine  elementar 
integrable  Kombination  ableitet.  Den  konstanten  Faktor  bestimmt  er  mit  Hilfe 
der  Rekursionsformeln.  ■T.Bhitt,  J.  de  niath.  5  (1840),  p.  376,  beweist  sie  auf 
Grund  des  Umstandes,  daß  die  beiden  Seiten  derselben  Rekursionsformel  genügen; 
er  reduziert   die  Bestimmung  des  konstanten  Faktors  mit  Hilfe  der  Rekursions- 
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J.  Hellins'^'''-')  setzt  (1  ^ — ncosa;)/(l  +  n)  =  dem  Quadrat  einer 
neuen  Integrationsvariablen;  nach  Abspaltung  algebraisch-logarith- 
mischer  Bestandteile  ei'hält  er  Reihen,  die  nach  Potenzen  von 

a«»)  .  ;t°=(I+:)" 

fortschreiten. 

Die  von  E.  E.  Kummer^''^)  aus  der  allgemeinen  Transformatious- 
theorie  der  hypergeometrischen  Reihen  abgeleiteten  Entwicklungen 
nach  Potenzen  von  1  —  «^  und  von 


m' 


versagen,  wie  er  selbst  bemerkt,  gerade  in  dem  Falle,  daß  der  Expo- 
nent S  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  \  ist. 

C.  F.  (rduß^'''')  erhält  durch  die  Umformungen: 

(ISn     (1  —  2«  cos'jc  +  a^y  =  f  1  +  uf  f  1  —  „ -^^''-r,  cos^  | } ' 


a-«)-ji+^,r. 


sin' 


4k 


noch  Entwicklungen,  die  nach  Potenzen  von  ,,    ,-    ,„  fortschreiten. 

°      '  (l  +  ay 

Entwicklungen  nach  Potenzen  von  /3^= j,  geben  A.  M.  Le- 

gendre^''»),  C.  G.  J.  JacoU^''%  0.  Schlömilch^^'^). 

U.  J.  Leverrier^^^)  bemerkt,  daß  man  diese  Entwicklungen  aus  den 
nach  Potenzen  von  «^  selbst  fortschreitenden   auch  dadurch   erhalten 


formein  auf  den  Fall  n  =  i);  für  diesen  gibt  eine  Transformation  der  elliptischen 
Integrale  die  vollBtändige  Formel. 

275)  Loiid.  trans.  17'.l8,  p.  535,  557. 

276)  J.  f  Math.  15  (1836),  p.  155. 

277)  Gott.  comm.  reo.  2  (1813);  Werke  3,  p.  129.  Mit  einem  Spezialfall  der 
zweiten  ist  im  Prinzip  die  Entwicklung  von 

(1  —  e-sin-a;)  ^ 
identisch,  von  der  ./.  B.  J.  JJelambre  gelegentlich  einer  geodätischen  Untersuchung 
Gehrauch  macht  (möthodes  analyt.  pour  la  determination  d'un  arc  de  meridien, 
Paris,  an  VII,  p.  72). 

278)  Exercices  de  calcul  integral  2,  Paris  1817,  p.  278  (publ.  1815);  traite 
des  fonctions  elUptiques  2  (1826),  p.  540.  Er  erhält  sie  als  Entwicklungen  nach 
Faktoriellen  von  n  und  bestimmt  ihre  Koeffizienten  mit  Hilfe  der  Rekursions- 
formel (193). 

279)  J.  f.  Math.   15  (1830)  (Werke  6,  p.  96). 

280)  Analytische  Studien  2,  Leipzig  1848,  p.  52. 

281)  Döveloppements  sur  qq.  points  de  la  theorie  des  perturbations,  Paris 
1841,  p.  36  ^  Paris  observ.  Ann.  2  (1856),  p.  10;  einige  Andeutungen  auch  schon 
Paris  C.  R.  10  (1840),  p.  751. 


9.  Entwicklung  der  Potenzen  der  wahren  Distanz  zweier  Punkte.       879 

könne,  daß  man  das  Eulersche  Verfahren  zur  Verwandlung  langsam 
konvergierender  Reihen  in  rascher  konvergierende  unbegrenzt  oft  an- 
veende;  für  die  wirkliche  Ausführung  der  Berechnung  sei  es  übrigens 
zweckmäßig,  es  mir  eine  begrenzte  Anzahl  mal  anzuwenden.  A.  Catwhy^^^) 
erhält  diese  Entwicklungen,  indem  er  in  der  Identität: 

(182)  (1  —  e^'Yil  —  «"'e- ■'•'■)■'  =  83;"  +2®»""(«""e""'"'+  «"e""') 

11  =  0 

den  Faktor  (1  —  a^e~''')  durch 

(l-«^)(l-/5^'-f.|-) 

ersetzt,  zunächst  nach  Potenzen  von  (1  —  exp  xi)  entwickelt  und  die 
Koeffizienten  von  a~"  vei-gleicht;  die  Vergleichung  der  Koeffizienten 
von  «"  gibt  ihm  noch  eine  zweite  Darstellung,  bei  der  vor  der  Ent- 
wicklung nach  Potenzen  von  ß^  ein   anderer  Faktor  abgespalten  ist. 

Später  hat  Cauchy  aus  seinen  Sätzen  über  „series  limitees"  (Nr.  35) 
noch  abgeleitet^*'),  daß  der  beim  Abbrechen  der  nach  Potenzen  von  ß^ 
fortschreitenden  Reihen  entstehende  Fehler  absolut  kleiner  als  das  erste 
vernachlässigte  Glied  und  von  demselben  Vorzeichen  wie  dieses  ist; 
und  zwar  auch  dann,  wenn  die  Reihe  nicht  konvergent,  sondern  nur 
semikonvergent  ist,  was  für  ^  <  «^  <  1  eintritt. 

In  der  Zwischenzeit  hat  er  auch  einmal  vorgeschlagen^**),  auf 
Grund  der  Identität 

(183)  {1^'^  ^  llv'^  '^Vn  +  Jlog^jv  ~~  ii^+ilogä) 

vor  der  Entwicklung  nach  Potenzen  von  u  erst  den  Faktor  x^  -f-  (log  af 
abzutrennen,  wodurch  die  Schnelligkeit  der  Konvergenz  erhöht  würde, 
da  die  NullsteUen  aller  übrigen  Faktoren  weiter  vom  Ursprung  des 
Koordinatensystems  abliegen;  doch  hat  er  damals  keine  allgemeinen 
Formeln  für  die  Koeffizienten  der  so  entstehenden  Entwicklung  ge- 
geben und  diesen  Ansatz  auch  später  nicht  weiter  verfolgt. 

Wenn  «  nahezu  erleich  1   ist,   versagen  alle  diese  Entwicklungen 


282)  Paris  C.  R.  19  (1844),  p.  58  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  248,  ib.  p.  160  =  286 
noch  die  Bemerkung,  daß  man  das  Verfahren  durch  Einführung  eines  Konver- 
genzfaktors streng  machen  könne.  Das  A^erfahren,  das  er  p.  1197  =  340  gibt 
ist  mit  dem  von  Leverrier^^^)  im  wesentlichen  identisch. 

283)  Paris  C.  R.  34  (1852),  p.  159  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  402. 

284)  Paris  C.  R.  20  (1845),  p.  919  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  175.  Vgl.  auch  die 
vorangeschickten  allgemeinen  Auseinandersetzungen  über  die  Verbesserung  der 
Konvergenz  durch  Abspaltung  solcher  Faktoren,  p.  907  =  164. 
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praktisch.    D'Alembert  hat  für  diesen  Fall  vurgeschlagen -'^  i,  man  solle 
die  Integraldarstellung  von  33/"^  durch  Einführung  von 

^  ^  1  —  2«  cos.r  -\-  K^ 

als  Integrationsvariable  in  die  Form 


(184)  J 


t'  dt 


V{p-t)(.t-q) 
1 

überführen,  in  der  unter  der  genannten  Voraussetzung  |j  nahezu 
gleich  2,  q  klein  ist;  und  nun  für  den  einen  Teil  des  Integrations- 
intervalls die  Entwicklung  des  Faktors  (p  —  t)"  -  nach  steigenden  Po- 
tenzen von       ,    für    den    anderen  Teil    die    Entwicklung    des  Faktors 

(t  —  (/)~  ■■'  nach  steigenden  Potenzen  von  ^    benutzen. 

Der  Fall  eines  negativen  ganzzahligen  Exponenten,  der  übrigens 
für  astronomische  Zwecke  von  geringem  Interesse  ist,  läßt  sich  mit 
Hilfe  der  Entwicklung  (2)  erledigen.  G.  FruUnnP^^)  leitet  aus  ihr  für 
den  Koeffizienten  von  cos  wa;  in  der  Entwicklung  von  (m -j-cosa;)"' 
den  Ausdruck  ab: 

(*■— 1):        dm'         ym^^l 
Für  die  niedrigsten   positiven  ganzzahligen  Werte  von  s   stehen  aus- 
gerechnete Formeln  bei  Th.  St.  Davies-^^^). 

b)  Die  Darstellung  der  33  durch  bestimmte  Integrale 

2      /* 

(186)  33,'"'  =  —  /  (1  —  2«coäa,-  -j-  u})"  cosnxdx 

0 

findet  sich   in   versteckter   Form   schon   bei  Etiler^^''),  für  n  ^=  0  und 

285)  Recherches  sur  dififerens  points  du  Systeme  du  monde  2,  Paris  1754, 
p.  87.  In  der  astronomischen  Literatur  scheint  keine  Veranlassung  gewesen  zu 
sein,  diese  Bemerkung  d'Alemberts  weiter  auszuführen;  mathematisch  vgl.  man 
die  aus  denYoTlesangenyon S.A. Schwarz  stammende  Darstellung  hei  H. Burkhardt, 
elliptische  Funktionen,  Leipz.  1899,  §  82. 

286)  Ricerche  sopra  le  serie,  Firenze  1816,  p.  40. 

286")  Edinb.  trans.  154,  1844,  p.  579.  Er  benutzt  die  Formeln  zum  Beweise 
einiger  der  geometrischen  Sätze  von  M.  Stewart  (vgl.  IIA  9a,  p.  645,  Note  6). 

287)  Recherches**)  p.  30;  an  Stelle  der  Integrale  gibt  er  Näherungsformeln, 
wie  man  sie  durch  Anwendung  der  sog.  Rechtecksformeln  auf  die  Integrale  oder 
auch  durch  die  Anwendung  der  Methoden  trigonometrischer  Interpolation  auf 
das  vorliegende  Problem  erhalten  würde.  Daß  Euler  den  letzteren  Weg  ein- 
geschlagen hat,  dafür  scheint  die  Darstellung  inst.  calc.  int.  1,  §  292  =  opera 
1  (11),  p.  178  zu  sprechen.  Er  hat  von  diesen  Interpolatiousformeln  auch  tatsilch- 
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n  ^  l    bei   J.  d'Alembert'^^),    allgemein    bei   Ä.  Cl.  Clairaut^^'^) ,    bei 
J.  Hellins^^^),  bei  Ä.  M.  Legendre.-^^)  und  bei  G.  Frullani'-^^). 

Für  den  Fall  s  =  —  1/2  gibt  F.  S.  de  Laplace'^^^)  nocb  die  Um- 
formung der  IntegraldarsteUung: 


('«')  «-*=':7v^ 


4-0!=^  = 


und  A.  M.  Legendre  die  damit  im  wesentlichen  identische  ^^): 

7t 

(188)  33"",  =  --  r^^^"''^^     . 

^  -^.  '^   J    yi  —  a^&m^x 

0 

Isoliert  steht  die  von  Eulcr"'-'^)  ohne  Beweis  angegebene  Formel: 

(189)  (1  —  K-)  33'°:.  •  (\-^^-   --^  =  2  /'iV^H^'  ll. 

0  0  ' 

In  der  gewöhnlichen  Form  hypergeometrischer  Integrale,  nämlich 

190)         ^1"'=  ^-  sin  TTS  I x"-'-\l  —  xy{l  —  a^xy dx 


lieh  bei  Störungsrechnungen  Gebrauch  gemacht  (Paris  recueil  des  pieces  qui  ont 
remporte  les  prix  7  (1769),  p.  21  (Preissclirift  von  1749);  Petr.  n.  comm.  16  (1771), 
p.  448);  in  andern  Fällen  (Paris  recueil  des  .  .  .  prix  8  (1771),  p.  53;  Preisschrift 
von  1756)  bedient  er  sich  der  Reihenentwicklungen.  An  Stelle  der  Rechteoks- 
formel  benutzt  /.  de  Lalande  die  Simpsonsche  Formel.  (Paris  mem.  1758[63], 
p.  256;  1760[66J,  p.  315;  1761[63],  p.  263;  Astronomie  2,  Paris  1764,  p.  1395; 
2°"'  ed.  3  (1771),  p.  593). 

288)  Recherches  sur  diff^rents  points  du  Systeme  du  monde  2,  Paris  1754, 
p.  66. 

289)  Paris  me'm.  1754[59],  p.  549  (von  1757). 

290)  Lond.  trans.   1798,  p.  544. 

291)  Eserc.  2,  p.  374;  traite  2,  p.  531. 

292)  Ricerche  =*"),  p.  53,  113. 

293)  Meoanique  Celeste,  livre  15,  Paris  1824  (ceuvres  5,  p.  378);  der  Zahlen- 
faktor berichtigt  conn.  des  temps  pour  1828[25],  p.  314  (in  den  Oeuvres  nicht 
mit  abgedruckt,  da  die  Berichtigung  ceuvres  5,  p.  378  bereits  ausgeführt). 

2U4)  Traite-'**)  2,  p.  536.  C.  G.  J.  Jaeobi  gibt  Fundamenta  nova,  Regiom. 
1829,  Nr  9  =  Werke  1,  p.  67  eine  einfache  Ableitung  von  Legendres  Formel 
und  zeigt  J.  f.  Math.  15  (1836)  =  Werke  6,  p.  94,  wie  sie  sich  aus  seiner  all- 
gemeinen Gleichung  (374)  ableiten  läßt;  0.  Sehloemilch ,  analytische  Stadien  2, 
Leipz.  1848,  p.  51  reproducirt  das. 

295)  Recueil  des  pieces  qui  ont  remporte  les  prix  8  (1771)  (Preisschrift 
von  1756),  p.  53. 
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erscheinen  die  58  zuerst  bei  J.  Binet-^^);  er  erhält  diese  Form,  indem 
er  in  der  Entwickhing  nach  Potenzen  von  «■  die  Koeffizienten  durch 
Eulersche  Integrale  I.  Art  ausdrückt  und  dann  die  Reihenfolge  von 
Summation  und  Integration  vertauscht.  Eine  einfache  Umformung  gibt 
die  Entwicklung  nach  Potenzen  von  ß^.  Wenn  diese  nicht  konvergiert, 
entwickelt  er  den  Faktor  (1 — a-x)'  nach  Potenzen  von 

(191)  '-y^"",  r  =  2«^-i 

und   die  einzelnen  Glieder   der  so  entstehenden  Reihe    nach  Potenzen 
von  y-,  und   wiederholt  erforderlichenfalls   diese  Operation  mehrmals. 
Mit  (190)    ist    übrigens    im    wesentlichen  die    folgende  Integral- 
darsteUung  identisch: 

(192)  »;  =  W  (1  —  e-"y(l  —  a'e^Je"''dx, 

0 

die  A.  Cauchy-^"')  aus  der  ursprünglichen  Definition  (187)  durch  Ver- 
legung des  Integrationswegs  in  der  Ebene  der  komplexen  Größe  exp  xi 
erhalten  hat. 

c)  Die  Rekursionsformel: 

(193)  (w  — s+l)a93/"  +  ^)— w(l  +  ß-)53W+(»  +  s  — l)«33/»-i)=0 

(bzw.  die  entsprechende  Formel  für  die  21)  findet  sich  bereits  bei 
Euler^^^),  dann  bei  Clairaut^^^),  als  Spezialfall  allgemeiner  Formeln 
bei  Ä.  F.  Svanherg^^");  die  Ausdrücke  der  33,  durch  die  93j^.j  und  um- 
gekehrt —  die  mit  Hilfe  von  (193)  auf  verschiedene  Formen  gebracht 
werden  können  —  bei  Euler^"^),  bei  d'Alrmbert^"^),  bei  Lagrange^^},  bei 
U.  J.  Leverrier^^).    Auf  eine  für  die  numerische  Rechnung  zweckmäßige 


296)  J.  e'c.  polyt.  cah  27  (1839),  p.  332;  ohne  Beweis  Paris  C.  R.  9  (1839), 
\>.  44.  Ä.  Caxichy  (Paris  C.  R.  18  1844,  p.  1083  =  oeuvres  (1)  8,  p.  237)  formt 
(173)  in  (175)  mit  Hilfe  seiner  Residuensätze  um. 

297)  Paris  C.  R.  15  (1842),  p.  266  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  98. 

298)  Recherches^"*),  p.  28;  Preissehrift  von  1756*"),  p.  53;  instit.  calc. 
int.""')  1,  §  279  =  opera  (1)  11,  p.  167. 

299)  Paris  möm.  1754[59],  p.  550  (von  1757);  im  Anschlüsse  daran  bei  /. 
(h  Lalande,  Paris  mäm.  176U[66],  p.  317;  1761[63],  p.  259;  Astronomie  2,  Paris 
1764,  p.  1396;  2°»  ed.  3  (1771),  p.  595. 

300)  Upsala  n.  a.  11   (1839),  p.  9. 

301)  Recherehes "8),  p.  44;  inst.  calc.  int.^"«)  §  280  =  opera  (1)  11,  p.  167, 
171,  286,  279. 

302)  Recherches 'ä8j  2,  p.  62,  70,  79,  83. 

303)  Taur.  Mise.  3  (1762/65[66]);  recueil  des  pieces  qui  ont  remporte  les 
prix  9  (1766);  Berl.  nouv.  mem.  1781[83]  (oeuvres  1,  p.  621;  6,  p.  91;  5,  p.  184). 

304)  Developpements   sur  plusieurs   points   de   la  th^orie  des  perturbations 
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Form  hat  sie  Legatdre^"^)  gebracht;  daran  schließt  sich  dann  die  Dar- 
stellung der  Quotienten  ^^'^J'^^"^  als  Kettenbrüche  bei  P.  N.  Fuß^'^% 
bei  C.  G.  J.  Jacohi^"'')  und  bei  P.  Ä.  Hansen^"*). 

d)  Daß  die  unter  b  besprochenen  Integrale  zu  den  elliptischen  ge- 
hören, scheint  zuerst  J.  d'Alenibert  bemerkt  zu  haben^"^).  Die  eigent- 
liche Theorie  der  elliptischen  Integrale  hat  aber  erst  ./.  Ivory"^")  für 
die  Untersuchung  der  S  herangezogen.  Er  führt  das  Integral  33*"*,  durch 
quadratische  Transformation  in  ein  Integral  derselben  Form  über,  in 
dem  an  Stelle  von  «  die  Große 

(194)  «1  =  i_-|A-£  _        /^        ^.^    \ 

steht;  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erhält  er: 

(195)  99^°>^  =  (1  +  «,)  a  +  «,)  (1  +  «3)  . .  . 
und  dazu: 

(196)  S'^',  :  93<_"',  =  « j  1  +  f  +  ^  +  -'-^;^  "5  -f  ■  •  •  j  • 

Dabei  begnügt  er  sich  damit,  daß  er  abbricht,  wenn  a^  klein  genug 
geworden  ist;  eine  Konvergenzuntei'suchung  gibt  er  nicht.  Dann  er- 
scheint bei  K.  Fr.  Gaiiß^^^)  die  Auffassung  des  reziproken  Wertes  von 

des  planfetes,  Paris  1841,  p.  ;^1;  Paris  observ.  ann.  2,  1856,  p.  1.  Er  bemerkt 
übrigens,  daß  die  Benutzung  der  Rekursionsformel,  wenn  man  mit  den  niedrigsten 
Werten  von  n  beginnt,  zu  einer  Häufung  der  Fehler  Anlaß  geben  könne  und  in 
der  Tat  oft  gegeben  habe. 

305)  Exerc."8)  2,  p.  279;  traite"^)  2,  p.  544. 

306)  Petersb.  mem.  5  (1812[15]),  p.  137  (von  1809).  Fuß  hat  auch  schon  die 
Bemerkung  (p,  144),  daß  es  zweckmäßig  ist,  mit  der  Berechnung  des  58'"'  für  den 
höchsten  noch  zu  berücksichtigenden  Wert  von  n  zu  beginnen. 

307)  Aatr.  Nachr.  28  (1849)  (Werke  7,  p.  156).  —  Auch  C.  F.  Gauß  hat, 
wie  aus  einer  nachgelassenen  Notiz  hervorgellt  (Werke  8,  p.  84),  sich  seiner 
Kettenbruchdarstellung  des  Quotienten  zweier  hypergeometrischer  Reihen  zur 
Berechnung  der  33  bedient. 

308)  Leipz.  Abhandl.  2  (1855),  p.  188.  Bei  Hansen  handelt  es  sich  zu- 
nächst um  die  9t/'  oder  vielmehr  um  die  Produkte  (1  —  n*)~''8lj'"*  für  ganz- 
zahlige s,  wie  sie  bei  der  Entwicklung  der  Potenzen  des  Radiusvektors  nach  den 
Kosinus  der  Vielfachen  der  wahren  Anomalie  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Bewegung  der  Planeten  auftreten. 

309)  Recherches  ^^^)  2,  p.  66  „s'integre  par  la  rectification  des  sections  coni- 
ques".  Er  meint  aber,  diese  Methode  sei  „plus  curieuse  et  plus  geometrique  qua 
commode  pour  le  calcul". 

310)  Edinb.  trans.  4  (1798),  p.  183  (von  1796);  reproduziert  von  G.B.Airy, 
math.  tracts,  2*  ed.,  Cambr.  1831,  p.  105. 

311)  Gott.  comm.  rec.  4  (1818)  =  Werke  3,  p.  352;  die  Beziehung  zu  dem 
hier  besprochenen  Problem   deutlicher  ausgesprochen  in  der  Selbstanzeige  Gott. 

Encyklop.  d-  math.  Wisaenach.     II  1.  58 
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S'"\  als  „arithmetisch-geometrisclies"  Mittel  aus  1  -|-  a  viiid  1  —  «;  die 
Bereclinung  des  Quotienten  (196)  ist  bei  ihm,  obwohl  der  Sache  nach 
dieselbe,  nicht  so  einfach  dargestellt  wie  bei  Ivory,  indem  es  aus- 
sieht, als  sei  noch  die  Ausziehung  weiterer  Quadratwurzeln  erfor- 
derlich. 

A.  31.  L&jendre^^'^)  zeigt,  daß  die  Integrale  (188)  durch  die  Sub- 
stitution X  =  IC  —  2 1^'  in  die  von  ihm  gewöhnlich  gebrauchte  Normal- 
form elliptischer  Integrale  (IIB  3,  HarJcneß-Wirünger-Frickc,  Nr.  5, 
p.  189)  übergehen,  mit 

l  +  o: 

als  Modul;  er  führt  sie  aber  sogleich  durch  die  Transformation  (194) 
in  solche  über,  die  a  selbst  zum  Modul  haben,  und  wiederholt  diese 
Transformation  erforderlichenfalls.  Für  den  FaU,  daß  «  nahe  an  1 
liegt,  schlägt  er  vor-"*^^),  nach  den  Vielfachen  nicht  von  x  selbst,  son- 
dern von  demjenigen  Argument  Xq  zu  entwickeln,  das  bei  der  erst- 
genannten Transformation  durch  die  Gleichung 

.       X  —  .T„  1  —  Ci         ,     X 

tS      o  ^  ^  ;-  i —  cot  ir 
eingeführt  ist. 

Ausführliche  Anweisungen  zur  Berechnung  von  $8'°     und  33    .  mit 

Hilfe  der  Transformationstheorie  der  elliptischen  Funktionen  gibt  auch 
G.  de  Pontecoulant^^*). 


Anz.  1818  =  Werke  3,  p.  359.  Dazu  aus  dem  Nachlaß:  der  Beweis  der  Konver- 
genz des  Verfahrens  ib.  p.  361;  die  Ableitung  der  Potenzreihen  aus  der  Auf- 
fassung als  arithmetisch-geometrisches  Mittel  p.  367;  Tabelle  numerischer  Werte 
p.  403.  Dann  7,  p.  384  (von  1802)  noch  eine  Zusammenstellung  der  Formeln 
und  Durchrechnung  eines  Beispiels.  Abgesehen  von  diesen  Notizen  und  der  in 
Note  269  erwähnten  scheinen  die  „vielen  eigenen  Kunstgriife",  die  Gauß  in  einem 
Brief  an  Olbers  (Briefwechsel  1,  p.  269;  zuerst  publ.  von  B.  Boncompagni,  Line, 
pontif.  atti  1884,  p.  49)  zu  besitzen  erklärt,  verloren  zu  sein;  ebenso  die  „ganz 
neuen,  auf  einem  merkwürdigen  und  sehr  allgemeinen,  aus  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Transcendenten  entstehenden  Prinzip  beruhenden  Approximationsformeln", 
von  denen  eine  nachgelassene  Notiz  C.  G.  J.  Jacobis  (Werke  7,  p.  292)  spricht. 
Ein  Brief  von  P.  Hansen,  Gauß  Werke  7,  p.  434  (von  1843)  gibt  die  Anwendung 
des  Verfahrens  des  arithm.-geom.  Mittels  auf  Integrale  allgemeinerer  Form. 

312)  Exerc.  de  calc.  int.  2  (1817),  p.  285  (publ.  1815);  Traite  des  fonctions 
elliptiques  2,  Paris  1826,  p.  547. 

313)  Exerc.  p.  294;  Traite  p.  555.  Er  bemerkt,  daß  der  Üljergang  von  .r„ 
zu  X  durch  die  aus  ('203)  folgende  Entwicklung  geschehen  könne. 

314)  Traite  analytique  du  Systeme  du  monde  3,  Paris  1834,  p.  87.  Ein- 
facher sei  es,  Legendres  Tafeln  der  vollständigen  elliptischen  Integrale  I.  u. 
n.  Art  zu  benutzen  (p.  104). 
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e.  Den  asymptotischen  Ausdruck  für  große  Werte  von  n: 

(197)  s^W        2]/^^ 

hat  bereits  Ä.  Cauchy^^^)  mit  Hilfe  des  asymptotischen  Ausdrucks  der 
r"- Funktion  gewonnen. 

f.  Die  Ausdrücke  der  Ableitungen  der  93  durch  die  33  selbst 
finden  sieh  bei  Euler^^^),  dann  bei  Laplace^"),  bei  Lagrange^^*),  bei 
Legendre^^^) ,  bei  Pontecoulant^-"),  bei  Leverrier^^^);  ausführlich  sind 
diese  Ableitungen  von  W.  Scheibner^^'^)  behandelt. 

A.  Caucliy^-^)  benutzt  an  ihrer  Stelle  die  durch  die  Integrale 

(198)  ©„_,  =  ^^  j{\  —  e-"y{\  —  ß2e-'j-'  +  -«e("+0"vZD 

0 

dargestellten  Funktionen,  die  sich  von  ihnen  nur  durch  numerische 
Faktoren  unterscheiden;  er  zeigt,  wie  sich  durch  partielle  Integra- 
tionen Rekursionsformeln  für  sie  gewinnen  lassen'^''). 

g)  Daß  die  Formeln  dieser  Nummer  auch  zur  Berechnung  der 
magnetisierenden  Wirkung  eines  elektrischen  Kreisstroms  auf  ein  ma- 
gnetisierbares  Teilchen  benutzt  werden  können,  scheint  zuerst  Dlppe^"^) 
bemerkt  zu  haben. 


315)  Turiner  mem.  °"),  p.  91 ;  Verallgemeinerung  für  beliebige  «,  mit  anderem 
Beweis,  Paris  C.  R.  19  (1844),  p.  1131  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  324. 

316)  Inatit.  calc.  int.  1  (17G8),  §282,  287  =  Opera  (1)  11,  p.  168,  173;  ein 
Spezialfall  (in  umgekehrter  Auffassung,  als  Ausdruck  von  583''  durch  SSj"'  und 
dessen   Integral),  auch  schon  in  der  Preisschrift  von  1756-'"),  p.  53. 

317)  Paris  bist.  1772j[76]  =  Oeuvres  8,  p.  437. 

318)  Berlin  nouv.  mem.  1781[83]  =  Oeuvres  5,  p.  185. 

319)  Für  negative  ganzzahlige  s  exerc.  de  calc.  int.  1  (1811),  p.  373;  all- 
gemein ib.  2  (1817),  p.  299  (publ.  1815);  traite  des  fonctions  elliptiques  2  (1826), 
p.  559. 

320)  Traite"*)  3,  p.  68. 

321)  Vgl.  Note  304. 

322)  Habilitationsschrift  Leipzig  1853,  p.  10,  14. 

323)  Paris  C.  R.  15  (1842),  p.  266  =  Oeuvres  (1)  7,  p.  98.  Die  Formel  ist 
hier  durch  einen  auch  in  den  Oeuvres  nicht  korrigierten  Druckfehler  ganz  un- 
verständlich ;  ib.  p.  480  =  123  steht  sie  richtig. 

324)  Paris  CR.  15  (1842),  p.  483  =  Oeuvres  (1)  7,  p.  126. 

3-25)  Arch.  Math.  Phys.  7  (1846),  p.  195.  Er  schließt  sich  an  Lacroix  "^)  an ; 
seine  Darstellung  ließe  sich  übrigens  noch  vereinfachen,  da  die  von  ihm  ent- 
wickelte Funktion 

1  —  a  cos  X 

— 

(1 —  2acosx-|-  a')- 
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10.  Anhang  zu  Nr.  9.  Den  Weg  zur  IJbertragung  der  Methoden 
von  Nr.  9  auf  allgemeinere  Integrale  hat  C.  F.  Gauß^^^)  eröffnet,  indem 
er  zeigte,  wie  das  Integral 

(199)  fN~'^  (Ä  -\-  Bcosx-{-  C  ämx-\-  D  cos  2x  +  E  sin  2x)dx, 
wo 

(200)  N=  u  -{'  h  cos  X  -\-  c  sin  X  -{-  d  co.s-  x  -\-  f  sin^  x 

auf  ein  Integral  derselben  Form,  aber  mit  &  =  c  ==  0,  reduziert  werden 
kann;  nämlich  durch  eine  lineare  homogene  Substitution  der  drei 
Größen  1,  cos  x,  sin  x,  bei  welchen  die  quadratische  Form  cos'  x 
-f-  sin^  X  —  1  in  sich  transformiert  wird.  (Das  Problem  ist  also  analog 
zum  Problem  der  Hauptachsenbestimmung  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung; vgl.  III C  2,  Staude,  Nr.  9,  p.  173.) 

Daran  anschließend  hat  dann  C.  G.  J.  Jacobi^^'')  die  Aufgabe  ge- 
stellt, die  Potenzen  N'  nach  den  trigonometrischen  Funktionen  der 
Vielfachen  von  x  zu  entwickeln.  Den  speziellen  Fall  s  ==  —  1,  d  =  f=  0 
hat  er  selbst  behandelt^-*);  dabei  läßt  er  noch  zu,  daß  die  übrigen 
Koeffizienten  komplex  sind,  wenn  nur  N  für  keinen  reellen  Wert  von  x 
Null  wird.  Er  spaltet  N  in  die  Faktoren  (1  —  Cfc-")  (1  —  C\e-^''), 
zerlegt  dann  1/N  in  Partialbrüche,  entwickelt  jeden  von  diesen  für 
sich  und  vereinigt  schließlich  wieder;  dabei  muß  er  zwei  Fälle  unter- 
scheiden, je  nachdem  von  den  Größen  C,  C,  nur  die  eine  absolut 
kleiner  als   1   ist  oder  beide. 

Über  den  Fall  c  =  f  =  0  finden  sich  einige  Andeutungen  bei  J. 
E.  Czwalina^^^).    Er   gibt  für   die  Koeffizienten  der  Entwicklung  von 

mit  1 


(1  — 2ac08a;-|-a=)^ 
durch  die  Relation  y  ^  z  —  ads/da  verbunden  ist. 

326)  Gott.  comm.  reo.  4  (1818)  =  Werke  3,  p.  334.  Die  Beziehung  zum 
Problem  der  vorigen  Nr.  ist  deutlicher  als  in  der  Abhandlung  selbst  in  der 
Selbstanzeige  Gott.  Anz.  1818  =  Werke  3,  p.  357  ausgesprochen.  Eine  andere 
Art  der  Rechnung  gibt  Di.  Clausen  (J.  f.  Math.  6  (1830),  p.  290):  er  transformiert 
erst,  durch  Auflösung  derselben  kubischen  Gleichung  wie  Gauß,  auf  den  Fall, 
daß  N=  (a,  -j-  h  cos  .r)'  -\-  {(1^  -\-  c  sin  a;)*  gesetzt  werden  kann,  und  zeigt,  daß 
die  weitere  Reduktion  durch  dieselben  Formeln  geschieht  wie  der  Übergang  von 
der  wahren  zur  exzentrischen  Anomalie.  Noch  eine  andere  Darstellung  gibt 
V.  A.  Lebesgwe  (J.  de  math.  2  (1837),  p.  360);  er  führt  auch  die  Reduktion  auf 
die  Legendresche  Normalform  der  elliptischen  Integrale  durch. 

327)  J.  f  Math.  15  (1836),  p.  205  =  Werke  6,  p.  119. 

328)  Ib.  32  (1846),  p.  11  =  Werke  6,  p.  156;  vgl.  auch  die  Darstellung 
von  E.  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunktionen  1,  p.  29,  212  der  2.  Aufl.  Berlin 
1878.    Heine  zieht  auch  andere  ganzzahlige  Werte  von  s  in  Betiacht. 

329)  Progr.  Gymn.  Danzig  1842,  p.  11. 
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N'  nach  den  Kosinus  der  Vielfachen  von  x  (nur  diese  treten  hier  auf) 
Rekursionsformeln  und  zeigt,  daß  sich  mit  deren  Hilfe  alle  diese 
Koeffizienten  aus  den  3  ersten  ableiten  lassen;  daß  bei  speziellen 
Werten  der  Koeffizienten  von  N  auch  zwischen  diesen  dreien  noch 
eine  lineare  Relation  besteht;  daß  die  Koeffizienten  für  irgendeinen 
Wert  von  s  sich  aus  den  zu  dem  um  eine  Einheit  größeren  oder 
kleineren  Wert  gehörenden  ableiten  lassen. 

Czwalina  hat  auch  den  allgemeineren  Fall: 

(201)  N^^  a-{-b  cos  x  -\-  t  sin  x  -f-  d  cos^  x  -\-  c  cos  x  sin  x  -\-  /"sin-  x 

in  Angriif  genommen'^");  hier  sind  im  allgemeinen  4  Entwicklungs- 
koeffizienteu  voneinander  unabhängig,  die  übrigen  lassen  sich  durch 
sie  ausdrücken.  Als  jene  vier  können  das  absolute  Glied  und  die 
Koeffizienten  von  cos  x,  sin  x,  sin  2x  gewählt  werden,  nur  nicht  in 
dem  FaUe,  daß  s  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  ^  ist.  Er  bestimmt 
sie  für  s  =^  —  2,  indem  er  N  durch  Auflösung  einer  Hilfsgleichung 
3.  Grades  auf  die  Form 

( 202)  («  -\-  «j  cos  X  -\-  «3  sin  x)  [ß  +  ß^  cos  x  -(-  ß.^  sin  x) 

bringt^*^),  dann  tg-„  als  Integrationsvariable  einführt  und  die  so  er- 
haltenen Integraldarstellungen  auf  die  Legendreschen  Normalformen 
elliptischer  Integrale  transformiert ^j. 

Natürlich  kann  man  solche  Entwicklungen  auch  dadurch  erhalten, 
daß  man  den  zu  entwickelnden  Ausdi-uck,  wie  oben  erwähnt,  in  zwei 
Faktoren  spaltet  und  jeden  der  beiden  Faktoren  dann  für  sich  nach 
den  Methoden  der  Nr.  9  entwickelt.  Das  umständlichste  dabei  ist  die 
Zerlegung  in  Faktoren;  für  ihre  bequeme  Vollziehung  haben  sich 
einige  Andeutungen  im  Nachlaß  von  C.  F.  Gauß^^^)  gefunden;  aus- 
führlich ist  sie  von  A.  Cauclty^'^^)  behandelt  worden. 

11.  Entwicklungen  der  Sphärik.  Die  Gleichungen  (14)  und  (15) 
können,  wie  A.  31.  Legendrc^^^)  bemerkt,  zur  Berechnung  der  übrigen 

330)  Ib.  p.  6;  hierauf  bezieht  sieh  wohl  die  Ankündigung  von  Jacobi,  J.  f. 
Math.  15  (1836),  p.  206  =  Werke  6,  p.  119,  daß  er  die  Durchführung  dieser 
Kechnungen  einem  Schüler  übertragen  habe. 

331)  p.  20. 

332)  p.  23. 

333)  Werke  7,  p.  öO.^j,  599. 

334)  Paris  C.  R.  18  (1844),  p.  625  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  168.  Er  diskutiert 
namentlich  den  Fall  e  = /"=  0,  um  den  es  sich  handelt,  wenn  der  Hanptteil 
der  Störungsfunktion  nach  den  Funktionen  der  Vielfachen  der  exzentrischen 
Anomalie  des  einen  der  beiden  Planeten  entwickelt  werden  soll. 

335)  Elements  de  geom^trie,  Xr.  100  (mir  war  die  14.  franz.  Auflage,  Brux. 
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Stücke  eines  ebenen  Dreiecks  dienen,  von  dem  zwei  Seiten  und  der 
von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  gegeben  sind.  Von  den  Aufgaben 
der  sphärischen  Trigonometrie  läßt  sich,  wie  schon  J.  L.  Lagranije^^^') 
bemerkt  hat,  die  „Keduktion  auf  die  Ekliptik",  d.  h.  die  Bestimmung 
von  y  —  X  aus  der  Gleichung 

(203)  tg  y  =  cos  (0  tg  x 

auf  die  Formel  (2)  zurückführen,  indem  sich  durch  Diiferentiation 
daraus  ergibt: 

(204)  rf«/  =  -^  ,    ''""^     ,    -,,     r  =  tgä  "- 
^        '  ■^         1  +  2reos2a:  +  r-'  "     2 

Einfacher  gelangt  er  dann-^°)  zu  demselben  Resultat  durch  direkte 
Einführung  komplexer  Größen,  die 

X  1  -f-  rc-  2^''' 

(205)  y—x=    „.log    ,    ,        ,„, 

ergibt.     Erscheint  an  Stelle  von  cos  m  einer  der  Ausdrücke 

(2Ub)  ,  r— ,  tgojtgqp,       tg"ra 

■         /  cos  qp '  tg<P  a  y  >  n 

als  Faktor,  so  erhält  r  bzw.  die  Werte 

/OA7\  1     w  +  ^i.     w  — f        sin^9  — (u)        C03((3P-f  o)  „ 

(207)         tg-'--tg— „-,     -T-P^-,".,     — ~—^ — 'r,     cos  2(0. 
^         '  o       2        '^       2      '      sm((jp4-<»j        cos(qp  —  my 

Damit  lassen  sich  dann  alle  Fundamentalaufgaben  der  sphärischen 
Trigonometrie  behandeln'''''*).  Auch  cos  2;/  und  sin2y  lassen  sich  als 
Funktionen    von  x    durch    Reihen    derselben    Art    ausdrücken;    es    ist 

1832  (p.  405)  und  die  2.  Aufl.  der  deutschen  Übersetzung  von  Grelle,  Berlin  1833 
(p.  411)  zugänglich). 

336)  Berlin,  nouv.  möm.  177(;[79]  (reuvres  4,  p.  276).  Lagrange  gibt  an,  er 
habe  spezielle  Fälle  ohne  Beweis  bereits  im  3.  Bande  der  ,,tables  astronomiques 
de  racademie"  veröffentlicht.  —  Eine  umständlichere  Ableitung  des  Resultats, 
ohne  Benutzung  komplexer  Größen,  durch  Entwicklung  nach  Potenzen  von  1  —  cos  x 
und  Umordnung,  findet  sich  bei  /.  H.  Lambert,  Berl.  astr.  Jahrb.  5,  f.  1780[77], 
p.  69;  ist  mit  ihr  die  umständlichere  Lösung  „par  des  moyens  purement  trigo- 
nometriques"  identisch,  die  sich  nach  dem  Bericht  von  A.  Cagno'i,  trigonometria 
plana  e  sferica,  2''»  ed.  1804  (p.  116  der  franz.  Übersetzung  von  1808)  in  den 
Bffemeridi  di  Milano  für  1785,  p.  187  finden  soll.?  Lambert  gibt  p.  67  auch  die 
Entwicklung  von  aro  sin  (s  sin  x).  A  de  Morgan  (calculus  p.  124)  leitet  umgekehrt 
die  Entwicklung  (2)  dirroh  Differentiation  aus  der  von  arc  tg  (/,;  tg  a-)  ab,  nachdem 
er  diese  durch  Benutzung  komplexer  Größen  gewonnen  hat.  J.  L.  Baube  (Diffe- 
rential- und  Integralrechnung  1,  Zürich  1839,  p.  277)  gewinnt  die  Ausgangsformel 
(2),  indem  er  zunächst  für  die  Entwicklung.skoeffizienten  aus  ihrer  Integraldar- 
stellung in  komplexer  Form  ^388)  eine  Rekursionsformel  ableitet. 

337)  p.  278. 

338)  p.  285. 
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nämlich'''): 

(208)  '^'"-r  +  d-n^^,^- 
Die  allgemeinere  Gleichung 

(209)  1/  =  arc  tg  — ; 

^        /  ^'  P  -\-  cos  X 

läßt  sich  ebenso    behandeln*^");    sie  kann   nämlich    auf  die  Form  ge- 
bracht werden: 

(210)  e^..=,«-Lt^«:"j  +  «£:r\ 

wobei 

(211)  P+Q={ta'      P^-\^a 

ist;    und  Analoges    gilt    überhaupt,    wenn   tgy    gleich    einer    [für   die 

Konvergenz   der    sich   ergebenden  Reihen   geeigneten  Bedingungen   zu 

unterwerfenden]  rationalen  Funktion  von  cos  x  und  sin  .r  ist.  Lagrange 

führt  die  Rechnung  noch  iür 

,c)-,i)\  asin2a;  +  6  sina;  asina;-|- öcosa; 

^      ''■'  cüs  2a; -|-^  cosa;  +  5'       cosa;-(-P  sina: 

durch.     Besonders  einfach  ist  dabei  noch  der  Fall 

/^io\  sin.r-|-^  sin  2a; -(- 9  cos  3a;  + •  •  • 

^        -  cosa; -|- pc03  2a; -|- 2C0S  3x-|- •  •  • 

Den   speziellen  Fall  a  =  1    der  Gleichung  (209)    behandelt  B.  J. 
Delamire^^)  direkt  mit  Hilfe  der  für  ihn  geltenden  Differentialgleichung: 

(214)  rfj/  ^       1  -f  j)  cos  X 

^~'      ^  (Ix        1  4- 2p  cosa;  +  jp- 

und  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten. 

Weitere  Ausführungen   über  die  Benutzung  dieser  Formeln  für 
die  sphärische  Trigonometrie  finden  sich  bei  J.  J.  Litfrotv^^).     Er  be- 


339)  p.  279.  Lagrange  gewinnt  durch  Anwendung  des  binomischen  Satzes 
auf  die  Gleichung  (208)  auch  die  Mittel  zur  Entwicklung  von  cosity  und  sinjii/ 
mit  beliebigem  (i. 

340)  p.  294;  weniger  durchsichtig  bei  A.  M.  Legendre,  eseroices  de  ealcul 
integral  2,  Paris  1817,  p.  239  (publiziert  1815).  Die  algebraischen  Gleichungen, 
von  denen  die  Faktorenzerlegung  abhängt,  brauchen  nicht  aufgelöst  zu  werden, 
da  in  den  Reihen  schließlich  nur  symmetrische  Funktionen  ihrer  Koeffizienten 
vorkommen. 

341)  Methode  analytique  pour  la  determination  d'un  arc  de  meridien,  Paris, 
an  VII,  p.  64.  Legendre  zeigt  (ib.  Anhang,  p.  3),  daß  das  Verfahren  von  Lagrange 
auch  hier  einfacher  zum  Ziele  führt. 

:i42)  Petersb.  m6m.  5  (1812[15]),  p.  191;  ib.  7  (1815/16[20Ji,  p.  135  stellt  er 
seine  Formeln  und  diejenigen  von  Legendre  zusammen. 
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handelt  auch  noch  die  Keihe  für 

,„.,_,                                        ,             a  sina;  +  ß  sin  2a!  4- +  ■  ■  • 
(21oj  «  ^  arc  ts    -, ~ —  — : 

durch  Entwicklung   von  arc  ta  —-. —   nach  Potenzen  von  /(  und  v  und 

°  °  1  -\-  V 

Uniordnung  erhält  er  Rekursiousformeln  für  die  Koeffizienten'*^).  Sind 
alle  Koeffizienten  außer  a  und  ß  Null,  so  kann  die  Gleichung  auch 
geschrieben  werden^"): 

(21b)  2x  —  «  =  arc  tg  ,—rar:r, ^1—?=', s"  • 

^         ^  "^  "  1 -f- «P       cosa: -f- P       cos  2.X' 

Lerjendre^^^)  behandelt  dann  auch  noch  denjenigen  Fall  der  Glei- 
chung (209),  in  welchem  n  >  1  ist.  Wird  die  Gleichung  hier  auf  die 
Form 

gebracht,  so  fallen  die  Größen  P,  Q  beide  absolut  kleiner  als  1  aus, 
so  daß  nach  Potenzen  von  ihnen  entwickelt  werden  kann.  Er  gibt 
noch  einige  andere  Entwicklungen  derselben  Art: 

(218)  arc  tg  (ff  -\-htgx)^x-j-^-\-^  ^'~  J       sin  (2nx  —  nk) , 

n  =  X 

wobei: 

(219)  tg,„  =  -^-^,         tg(A  +  .«)  =  j^-^, 

(220)  arctg':+-'!^^=  -arctg-^+  arctgr^^'i-^  +  ''+-'-tg^1; 
V        '  »l-fctga;  °6    '  ''L6  —  ac    '    h  —  ac    °J' 

arctg(a  sina;  -f-  li) 

=  ^-\-2  ^,  — — |— cos(2n-|- l)fisin(2w-|- l),'r  +  2  >^-;^sin2w;isin2wa:, 

n  =  1       "  "^  ,1  =  1  " 

wobei  |u.  und  r  in  komplizierterer  Welse  von  a  und  h  abhängen;  daraus 
durch  Differentiation  die  Entwicklung  von 

(221) 


1  -\-{asi-ax  -j-  &)* 


34.5)  Ib.  7,  p.  91,  94,  113.  Wenn  Littrow  aus  seinen  Resultaten  schließen 
will,  man  könne  mit  Epizykeln  nicht  ebenso  allgemeine  Bewegungen  darstellen 
als  mit  trigonometrischen  Reihen,  so  beruht  das  auf  einem  Versehen. 

344)  Ib.  jj.  117.  Littrow  glaubt  die  beiden  aus  (204)  und  (215)  sich  ergebenden 
Entwicklungen  verbinden  zu  können  und  kommt  so  zu  einer  Reihe  für  x  selbst, 
die  noch  zwei  willkürliche  Parameter  enthält;  indessen  sind  die  beiden  Reihen 
nicht  gleichzeitig  konvergent. 

345)  Exerc.  de  calc.  int.  2  (1817),  p.  239  (p.  1815). 
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ferner:**^) 

sini 2x] 


(222)     arc  tg  (tg  «  tg-x)  =  ^  —  «  —  arc  t-g 


cot  2ß 


J.  Fr.  Encke^'')  zeigt,  wie  die  Formeln  sich  systematisch  ausein- 
ander ableiten  lassen.  Er  beginnt  mit  der  Umsetzung  der  Gleichungen 
(2)  und  (3)  in  die  Formen 


(223)  — 45i^^ =l+-'5' 

^        ^  1  —  sin  V  cos  X  ^mJ 


tg" 


/r>r.  <\  sin«  sin a;  ,  "Vi  ,    ,.  v 

(224)  ;, . =  2    >  tg"—  smnx-, 

'  1  —  sin  V  cos  ic  ^.^    "     2  ' 

n  =  \ 

Integration  ergibt  ihm  dann  die  Gleichung  (15),  die  auch  als  Auf- 
lösung der  Gleichung 

(225)  sin  y  =  r  sin  {x  —  y)     oder     tg  (^i/  —  y)  =  —  j^  tg  y 

angesehen  werden  kann.  Er  rechnet  dieselben  Annahmen  (207)  für  r 
durch,  wie  Lagramje,  außerdem  noch  einige  andere.  Die  Gleichung  (14) 
schreibt  er  auch: 

/oo^\  I      1   1       l-t-sin«cosx         ^(+1)""'"^,    „V 

(22b)        ±  Y  1  og ^        =2.  ^-i —  *g    2  <^°^  " ^- 

cos' n  =  l 

2 

Auch  die  von   C.  G.  J.  Jacohi^^^)  angegebene  Entwicklung:  „wenn 

(227)  cos  X  =  cos  y  -\-  .^  sin^  y 
ist,  so  ist 

(228)  y-x  =  \h  sin  .r  +  W ';'  sin  2x  +  "^^ ^ sin  3x  +  ■  •  •" 

kann  hierher  gerechnet  werden. 

12.  Entwicklungen  aus  der  Theorie  der  elliptisclien  Bewegung. 

Auch  zur  Lösung  der  Aufgaben,  auf  welche  die  Lehre  von  der  un- 
gestörten elliptischen  Bewegung  der  Himmelskörper  um  ihre  Zentral- 
körper führt,   sind   trigonometrische   Reihen    frühzeitig    herangezogen 

346)  Er  gibt  p.  24;i  au,  daß  man  überhaupt  jede  Gleichung  der  Form: 
j/  =  arctg  einer  gebrocheneu  rationalen  Funktion  von  tg.r  auf  diese  Weise  be- 
handeln könne. 

347)  Astr.  Nachr.  24  (184()),  col.  155;  nicht  in  den  ges.  Abhandl.?  Von  Encke 
entnimmt  die  Formeln  Fr.  Brünnow,  Lehrbuch  der  sphärischen  Astronomie, 
Berlin  1851  (p.  14  der  3.  Aufl.  von  1871). 

348)  J.  f  Math.  15  (1836),  p.  6  =  Werke  ü,  p.  93.  Er  beweist  die  Richtig- 
keit zuerst  mit  Hilfe  seiner  Umformung  (374)  der  Integraldarstellung  der  Koeffi- 
zienten, dann  mit  Hilfe  der  Lagrangeschen  Reihenumkehrungsformel. 
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worden.  Zunächst  erscheiaen  zwar  diese  Entwicklungen  als  nacli 
Potenzen  der  Exzentrizität  geordnet;  so  entwickelt  z.  B.  L.  Euler^^^) 
die  rechte  Seite  der  zwischen  der  wahren  Anomalie  ir  und  der  ex- 
zentrischen Anomalie  u  bestehenden  Gleichung 

(229) 

nach  Potenzen  von  a  und  integriert  dann  gliedweise;  übrigens  ersetzt 
er  bereits  hier  die  zunächst  auftretenden  Potenzen  von  sin  u  und 
cos  u  durch  die  Sinus  der  Vielfachen  von  u.  Nachdem  er  aber  dann 
an  den  Problemen  der  Störungstheorie  (Nr.  3)  die  prinzipielle  Wichtig- 
keit der  trigonometrischen  Reihen  erkannt  hatte,  ordnet  er  auch  diese 
Entwicklung  sogleich  nach  den  Vielfachen  von  u.  Er  setzt  die  Ent- 
wicklung mit  unbestimmten  Koeffizienten  an,  bestimmt  den  ersten 
Koeffizienten  direkt,  leitet  für  die  übrigen  eine  Rekursionsformel  ab 
und  erhält  so^^"): 

(230)  «•  =  «  +  22'?  sin««,     f='-^-^. 

Bei  den  gleichzeitigen  französischen  Mathematikern  erscheinen  dann 
die  ersten  Glieder  der  Reihenentwicklungen  der  elliptischen  Bewegung 
mit  denjenigen  der  Störnngstheorie  verquickt''^').  Namentlich  hat 
Ä.  Clairaut  schon  bei  seiner  ersten  Behandlung  des  Problems  der 
Mondbewegung ^^")  gesehen,  daß  die  Methode  der  Integration  durch 
sukzessive  Approximationen  „Kreisbogen",  d.  h.  Säkularglieder,  ein- 
führt, wenn  man  nicht  schon  in  erster  Annäherung  die  Bewegung  der 

349)  Petrop  comm.  7  (1734/35[40],  p.  70;  das  Resultat  auch  Berlin,  hist. 
2  (1746[48]),  p.  231.  Abweichend  vom  astronomischen  Gebrauch  bezeichne  ich  die 
numerische  Exzentrizität  nicht  mit  e,  sondern  mit  s,  da  e  hier  doch  für  die 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen  reserviert  bleiben  muß.  Im  übrigen  bediene 
ich  mich  der  jetzt  bei  den  Astronomen  üblichen  Bezeichnungen  und  rechne 
namentlich  die  Anomalien  vom  Perihel  an,  während  sie  im  18.  Jahrhundert  meist 
vom  Aphel  an  gerechnet  wurden. 

350)  Berlin,  bist.  3  (1747[49]),  p.  114.  Im  Grunde  handelt  es  sich  übrigens 
nur  um  eine  andere  Schreibweise  der  Gleichung  (15). 

351)  Vgl.  auch  die  Darstellung  von  Clairauta  und  d'Alemberts  Mondtheorien 
bei  F.  Tisserand,  Traite  de  mecanique  Celeste  3,  Paris  1894,  p.  46. 

352)  Sie  stammt  aus  der  ersten  Hälfte  des  Jahres  1747,  ist  aber  erst  1760 
und  1761  im  Journal  des  sijavans  veröffentlicht.  Die  Gründe,  die  ihn  zur  Ein- 
führung und  Wahl  dieser  ersten  Annäherung  bewogen  haben,  setzt  er  ib.  1761, 
p.  844  bei  Gelegenheit  einer  späteren  Polemik  mit  d'Alembert  noch  einmal  aus- 
führlich auseinander.  Bei  d' Ahmhert,  Recherches -'")  1  (1754),  p.  36  erscheint  die 
Einführung  des  Faktors  m  abstrakt  mathematisch  durch  eine  Umformung  der 
DifFerentialgleichung  der  Bahn. 


12.  Entwicklungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Bewegung.         893 

Apsiden  berücksichtigt;  er  benutzt  daher ^*')  als  solche  erste  Annähe- 
rung eine  Gleichung  zwischen  Radiusvektor  r  und  wahrer  Anomalie  tv 
der  Form: 

=  -,-  (1  —  E  cos  mw) , 

in  der  m  eine  (wenig)  von  1  verschiedene  Zahl  bedeutet.  Aus  ihr  ent- 
wickelt er  die  Werte  der  benötigten  Potenzen  von  r  bis  zu  Gliedern 
mit  £  einschließlich;  die  Rechnung,  die  von  ihnen  zum  Ausdruck  der 
mittleren  durch  die  wahre  Anomalie  führt,  skizziert  er  hier  nur'"''). 
Die  zweite,  zuerst  veröffentlichte  Redaktion '^^)  gibt  dann  diesen  Aus- 
druck bis  zu  Gliedern  dritter  Ordnung 

(231)  t^w-{-  ' -  sin  mw  -f-  -, —  sin2mM"  +  „-    sin3»«n' 

und  führt  auch  die  Berechnung  der  Potenzen  von  r  weiter;  eine 
dritte^^^)  fügt  die  Ausdrücke  der  trigonometrischen  Funktionen  der 
Elongation  zweier  Planeten  durch  die  wahre  Anomalie  des  einen 
hinzu.  Eine  vierte  endlich^"')  wiederholt  das  noch  ausführlicher  und 
fügt  zu  der  Entwicklung  (231)  noch  die  beiden  Glieder  vierter  Ord- 
nung'^*): 

(232)  ,     Bvi\2miv  -[-  ——-  HmAmiv. 

außerdem  erscheinen  hier'^^)  ohne  Beweis  die  Anfangsglieder  der  Auf- 
lösung der  Gleichung 

(233)  t,  =  w  -\-  £  sin  miv, 

353)  J.  des  s^avans  1761,  p.  13. 

354)  p.  20. 

355)  Paris  mem.  1745  (49),  p.  347,  357;  ebenfalls  von  1747,  aber  durch  be- 
sonderen Beschluß  der  Akademie  (p.  390)  in  diesen  Band  aufgenommen.  Eine 
sich  anschließende  Abhandlung  von  d'Alemhert  (ib.  p.  365)  enthält  solche  Ent- 
wicklungen jedenfalls  nicht  explizite, 

356)  Ib.  1748  (52),  p.  422  (depose  1749,  lu  1752);  vgl.  auch  die  übersicht- 
lichere Darstellung  ib.  1754  (59),  p.  533,  5.H9  (von  1757). 

357)  Theorie  de  la  lune,  Preisschrift  Petersburg  1752;  p.  18,  45  der  zweiten 
Auflage,  Paris  1765.  um  so  merkwürdiger  ist,  daß  er  in  einer  noch  späteren 
Abhandlung  (Paris  mem.  1754  (59),  p.  543,  555;  von  1757)  behauptet,  um  aus  der 
„Korrektion  des  Ausdrucks  der  Zeit"  die  „Korrektion  des  wahren  Ortes  ausge- 
drückt durch  den  mittleren"  zu  bekommen,  brauche  man  nur  in  ersterem  die 
Vorzeichen  der  Koeffizienten  zu  ändern  und  überall  statt  der  mittleren  Anomalie 
die   wahre  zu  setzen;    was   doch  nur  für  die  erste  Annäherung  richtig  ist. 

358)  p.  47. 

359)  p.  59.  p.  56  ist  ausdrücklich  gesagt,  daß  das  alles  unverändert  aus 
der  ersten  Auflage  übernommen  sei.  Daß  hier  die  wahre,  nicht  wie  in  der  eigent- 
lichen Keplerschen  Gleichung  (236)  die  exzentrische  Anomalie  auftritt,  liegt  daran, 
daß  Clairaut  von  Anfang  an  nach  den  Vielfachen  der  ersteren  entwickelt. 
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nämlich : 

(234)  iv  =  t,-\-E{\ —     .^    )  sin  mi, -\- --rni' sm  2 nit, 

-\-  "  m^s^  sinSmg. 

J.  d'Älembert'^")  setzt  daun  allgemein  auseinander,  wie  eine  solche 
Umkehrung  geschehen  kann,  wenn  man  bei  Gliedern  bestimmter  Ord- 
nung stehen  bleiben  wiU;  auch  gibt  er  ohne  Beweis  die  Anfangs- 
glieder der  Entwicklung  der  Mittelpunktsgleichung  d.  h.  der  Differenz 
zwischen  iv  und  der  mittleren  Anomalie  g  nach  den  Vielfachen  der 
mittleren  Anomalie^*'): 

(235)  w  =  £  -  2f  sin  ^  ^  ^  ^int  +  ~  sin  2£  -  ig-%in  3 J . 

Dann  hat  Jeaurat^^~)  die  Anfangsglieder  der  Mittelpunktsgleichung 
auf  einem  ziemlich  umständlichen  Wege  erhalten,  indem  er  nämlich 
in  der  Keplersthen  Gleichung 

(236)  S  =  ■"  —  ^  sin  u 

die  linke  Seite  nach  Potenzen  von  sin  ^,  die  rechte  nach  Potenzen 
von  sin  u  entwickelt,  daraus  durch  Reihenumkehrung  die  Entwick- 
lungen von  sin)«  und  cos  M  nach  Potenzen  von  sin  t,  ableitet,  hierauf 
die  Gleichung 

/non\  ,  yi  —  f-  sin  u 

(237)  tg  ir  = 

^        '  ^  6  -\-  cos  u 

benutzt,  um  tg  iv  und  dann  iv  selbst  nach  Potenzen  von  sin  J  zu 
entwickeln,  schließlich  diese  Entwicklung  in  eine  solche  nach  den 
Sinus  der  Vielfachen  von  J  umsetzt.  Dabei  bricht  er  überall  mit  4*  ab. 
Weiterhin  ^^^)    gewinnt    er    auch    noch    die    Entwicklung    des    Radius 


360)  Recherches *'''')  1,  p.  80.  p.  XLIII  ist  angegeben,  daß  alles  nicht  in 
Klammern  Gesetzte  schon  aus  dem  Jahre  1751  stammt. 

361)  Ib.  p.  89.  Ebenso  führt  er  ib.  2,  Paris  1754,  p.  107  die  Anfangsglieder 
der  Entwicklung  (231)  ohne  Beweis  an. 

362)  Paris  mem.  pres.  4  (1763),  p.  530.  Er  gibt  an,  daß  er  damit  nur  den 
von  A.  Clairaut  in  der  Theorie  der  Mondbewegung*''-')  gegebenen  Ansatz  weiter 
ausführe;  dieser  habe  aber  die  Rechnung  nur  bis  zu  Gliedern  mit  f'  getrieben, 
was  dort  ausreichend  gewesen  sei.  —  Die  Anordnung  der  Entwicklung  nach  den 
Funktionen  der  Vielfachen  des  Winkels  erscheint  bei  Jeaurat  bereits  als  etwas 
so  selbstverständliches,  daß  er  darüber  kein  Wort  weiter  verliert.  —  Eine  Ge- 
schichte der  Lösungen  des  Eeplerschen  Problems  [in  der  übrigens  z.  B.  gleich 
Jeaurat  nicht  erwähnt  wird]  gibt  C.  P.  Bürger,  Diss.  Lugd.  Bat.  1851;  biblio- 
graphische Angaben  bei  /.  H.  Graf  und  E.  GiMer,  Einleitung  in  die  Theorie  der 
Besselsehen  Funktionen,  1,  Bern  1898,  p.  7. 

363)  p.  603. 
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Vector  r  nach  den  Potenzen  von  sin  t,  mit  Hilfe  der  Gleichung 
(238 )  r  =  1  —  £  cos  ti 

und  setzt  sie  in  eine  solche  nach  den  Kosinus  der  Vielfachen  von  t,  um. 
J.  J.   de  la  Lande^^)    gibt    eine    ihm    von    Clairaut    mitgeteilte 
Methode,  bei  der  zuerst  mit  Hilfe  der  Gleichungen: 

(239  a^  =  -_;^^__7    r  =  :, 

^  '  t/j  jS  1  —  S  cos  IC 

die  Entwicklung  des  Radiusvektor  nach  den  Kosinus  und  der  Mittel- 
punktsgleichung nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  iv  aufgestellt  wird. 
Die  Entwicklungen  von  t,  —  w  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  t, 
werden  dann  mit  unbestimmten  Koeffizienten  angesetzt,  daraus  Aus- 
drücke für  die  Sinus  der  Vielfachen  von  tv  abgeleitet  und  diese  in 
die  zuerst  genannten  Entwicklungen  eingeführt;  Koeffizientenverglei- 
chuug  liefert  schließlich  die  erforderliche  Anzahl  Relationen  zur  Be- 
stimmung der  eingeführten  Unbekannten. 

Allgemeine,  nicht  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  £  abbrechende 
Ausdrücke  für  die  Koeffizienten  der  Entwicklungen: 

(240)  u  —  ^^=^A^s[nni, 

«  =  i 

(241)  r  =  1  +  ','  -^  i?„  cos  n  i 


364)  Astronomie  2,  Paris  1704,  p.  1308;  2'^  ed.  3  (1771),  p.  492.  Ein  ähn- 
liches Verfahren  gibt  auch  Bossut  in  einem  Anhang  zu  seiner  Preisschrift  von  1762 
(Paris  recueil  des  pieces  qui  ont  remporti5  les  prix  8  (1771),  p.  61),  den  er  p.  55 
als  ,,cotnpose  depuis  longtemps"  bezeichnet.  A.  CagnoK,  trigonometria  plana 
e  sferica  (schon  in  der  1.  Auflage  von  1786;  p.  422  der  2.  franz.  Auflage  von  1808) 
führt  die  Rechnung  bis  zu  Gliedern  mit  t'  weiter;  er  bedient  sich  dazu  seiner 
Methode  der  Umkehrung  trigonometrischer  Reihen  iNr.  19).  Auch  P.  S.  de Laplace, 
Mäcanique  Celeste  1,  Paris,  an  VII  =  Oeuvres  1,  p.  179  beginnt  mit  der  Entwick- 
lung der  Mittelpunktsgleichung  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  der  wahren 
Anomalie;  die  weiteren  Entwicklungen  behandelt  er  als  solche  nach  Potenzen 
von  f.  Ebenso  G.  B.  Airy ,  mathematical  tracts,  p.  8  der  2.  Aufl.,  Cambr.  1831. 
Ein  weiterer  Aufsatz  von  Bossut  gibt  auch  noch  die  Anfangsglieder  der  Ent- 
wicklung der  exzentrischen  Anomalie  nach  den  Vielfachen  der  wahren  (Paris 
mem.  1777[S0j,  p.  59),  sowie  (p.  63)  die  von  A.  Clairaut,  (Theorie  de  la  Lune, 
Petersburger  Preisschrift  von  1752,  p.  61  der  2.  Aufl.,  Paris  1765;  vgl.  Note  359) 
mitgeteilte  Auflösung  der  Gleichung 

S  =  M-(-a  sinOTM  -(-  b  sin pu  -J-  c  sin  qu 

(von  der  die  Keplersche  Gleichung  ein  spezieller  Fall  ist),   nach  »;   beides   mit 
Hilfe  des  in  Nr.  19  zu  besprechenden  Verfahrens. 
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nämlich: 


•SJi—l/^ti  +  ^Kjn" 


+  2t-2 


(243)  B.~22'-'g-t?^F'{l) 


k  =  f) 


hat  erst  J.  L.  Lagrange^'''')  mit  Hilfe  der  seineu  Namen  tragenden 
allgemeinen  Umkehrungsformel  gewonnen,  indem  er  zuerst  nach  Po- 
tenzen von  £  entwickelt  und  dann .  umordnet.  Auf  demselben  Weg 
erhält  er  auch  einen  ziemlich  umständlichen  Ausdruck  für  die  Koeffi- 
zienten der  Entwicklung  von  tv  —  ^  nach  den  Sinus  der  Vielfachen 
von  ^ 

Dann  stellt  J.  H.  Lamhert  die  bis  dahin  gefundenen  Entwick- 
lungen zusammen  und  fügt  zu  ihnen  noch  die  Entwicklungen  von 
t,  —  M  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  w  und  von  i,  bei^^^). 

Die  Darstellung  der  Koeffizienten  durch  bestimmte  Integrale  ist 
zuerst  von  W.  Fr.  BesseP^^)  für  diese  Entwicklungen  herangezogen 
worden ;  indem  er  in  ihr  ii  als  Integrationsvariable  einführt  und  partiell 
integriert,  erhält  er  für  die  Koeffizienten  JB^  die  Formel: 

■J;r 

(244)  B^  =  —  —  /  sin  u  sin  (hm  —  ns  sin  ii)du\ 

b 

und  für  die  Koeffizienten  6'„  der  Mittelpunktsgleichuug,  d.  h.  der  Ent- 
wicklung (235)  von  w  —  ^  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  t,: 


(245)  G  =  Vi^Y'°-^"^^^^ 

^  ^  "  11%      J  1  —  S  CO 


£  sin«) 


du. 


Dieselben  beiden  Formeln,  dazu  noch 


(246)  A^  =  —  1  cos  {nu  —  W£  sin u)  du 


365)  Berl.  hist.  25  (1769[71])  fvon  1770)  =  Oeuvres  3,  p.  132. 

366)  Berl.   astr.    Jahrb.   5  (1780[77]),  p.  72.    Die   erstgenannte  Entwicklung 
ergibt  sich  aus  der  Keplerschen  Gleichung  (236)  und  der  Relation 


yx- 


£"  Sin  M  = 


1  -)-  E  cos  w' 

von  den  Koeffizienten  der  zweiten  gibt  er  ohne  Beweis  ein  Rekursionsgesetz. 

367)  Berl.  Abhandl.  (1816/17[19])  (von  1818)  =  ges.  Abhandl.  1,  p.  19;  Zeit- 
schrift f.  Astr.  5  (1818),  p.  369. 
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erscheinen  dann  auch  bei  S.  D.  Poisson^^^).  Bessel  zeigt  weiter'®^), 
daß  sich  auch  die  Koeffizienten  der  Entwicklungen  von 

'iil-N  1  ,„  n,  f  COS  ]  „,  (  COS  1 

(240  log»%         r"\         >■"•{, i^]pu,         r"'\^.^\pa- 

durch  die  A^  und  die  C^  ausdrücken  lassen.  Auch  untersucht  er  die 
ersteren,  die  seitdem  seinen  Namen  behalten  habeu^'")  noch  näher: 
er  gibt  die  Rekursionsformel  zwischen  je  drei  aufeinander  folgenden 
von  ihnen,  die  daraus  entspringende  Kettenbrachentwicklung,  die 
lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen  Koeffizienten,  der  sie  als 
Funktionen  von  s  genügen  usw.  Für  die  (7„  gibt  er  eine  Entwicklung 
nach  Potenzen  von  (l  — ")/i  —  £")/£,  deren  Koeffizienten  Summen  von 
Ä,^  sind.    Poisson  gibt  noch^'^)  die  Gleichung: 

(248)  B^=~'-f"; 

die  Koeffizienten  der  Entwicklungen  der  A^  nach  Potenzen  von  e  be- 
stimmt er^'^)  mit  Hilfe  seiner  Integralformeln  (246). 

A.  F.  Svanbery^''^)  schreibt   den  halben  allgemeinen  Koeffizienten 
in   der  Entwicklung   der   Ableitung   der   wahren   Anomalie   nach   der 


368)  Conn.  des  temps  pour  1826[22],  p.  383.  Er  gibt  an,  der  Ausdruck 
für  die  C.„  sei  ihm  von  Frullani  mitgeteilt  worden.  —  Daß  er  die  Integrale  nur 
von  0  bis  jc  erstreckt  und  einen  Faktor  2  vorsetzt,  ist  unwesentlich.  Er  bemerkt 
noch  (p.  384),  daß  man  beim  Einsetzen  der  Werte  der  Koeffizienten  A„  und 
i',,  in  die  betreffenden  Reihen  und  Vertauschung  der  Reihenfolge  von  Integra- 
tion und  Summatiou  zwar  unter  dem  Integralzeichen  Reihen  erhalte,  die  sich 
mit  flilfe  von  (110)  bzw.  (303)  summieren  lassen,  daß  das  aber  zu  nichts  führe, 
da  zur  Bestimmung  der  Stellen,  an  denen  diese  Reihensummen  sich  unstetig 
ändern,  die  Auflösung  der  Keplerschen  Gleichung  selbst  erforderlich  sei. 

369)  Berl.  Abb.  (1824[26]),  p.  26  =  Ges.  Abhandl.  1,  p.  92.  C.  P.  Burger, 
Diss.  Lugd.  Batav.  1851,  p.  13  führt  die  Entwicklungen  von  r  und  von  logr  bis 
zu  Gliedern  mit  f"  und  gibt  an,  daß  letztere  bis  zu  solchen  mit  £*  bereits  bei 
J.  de  Gelder,  Differentiaalrekening  2,  p.  379  stehe. 

370)  Vgl.  IIA  10,  Wangerin,  Nr.  41,  p.  743.  Ein  von  F\rancoeur?'\  verfaßter 
Auszug,  bull,  philomat.  1825,  p.  33  hebt  richtig  hervor,  daß  Bessel  eben  durch 
die  nähere  Diskussion  der  durch  die  Integrale  definierten  Funktionen  über  Poisson 
hinausgeht.  —  Ergänzungen  dazu,  betr.  die  Entwicklungen  der  Cosinus  und  Sinus 
der  Vielfachen  der  exzentrischen  Anomalie  nach  den  Funktionen  der  Vielfachen  der 
mittleren  und  umgekehrt,  bei  C.  G.  J.  Jacohi,  3.  f.  Math.  15,  1836,  p.  12=Werke 
6,  p.  100. 

371)  Conn.  des  temps  pour  (1836[33]),  add.  p.  6;  der  Zahlenfaktor  berichtigt 
von  F.  Lefort,  J.  de  math.   11  (1846),  p.  43. 

372)  Ib.  p.  9. 

373)  Upsala  n.  acta  11  (1839),  p.  18. 


898        11  A  12.    H.  Burkhardt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 
mittleren: 

TT 

(249)  ^„=Ay||cos«erf? 

0 

in  die  Form 

(250)  ^„=        I  cos  n^dti- 

0 

um,  aus  der  ersichtlich  ist,  daß  er  mit  dem  Absohitglied  der  Ent- 
wicklung von  y  =  cos  n^  nach  den  Vielfachen  der  wahren  überein- 
stimmt. Diese  Funktion  genügt  in  ihrer  Abhängigkeit  von  tv  und  der 
Exzentrizität  s  den  beiden  partiellen  Differentialgleichungen: 

I  (1  +  £  cos  t(;)*|--^—  2s  sinw;  (1-f  e  cos  wf  p-  +  n\l  —  ayy=Q, 

(251)  '  '^"' 
I  (1  -  a^)  Z  +  (2  «i»^  "■  +  Y  «'-^  -'  «■•)  U  =  0. 

Sie  liefern  Rekursionsformeln  für  die  Koeffizienten  der  Entwick- 
lungen von  y  und  seinen  Ableitungen;  aus  diesen  erhält  er  durch 
Elimination  der  höheren  Koeffizienten  schließlich^'*)  eine  Differential- 
gleichung für  den  Koeffizienten  von  cos  w  in  der  Entwicklung  von  y 
und  eine  Relation,  die  A^  und  seine  erste  und  zweite  Ableitung  nach 
E  mit  diesem  Koeffizienten  verbindet.  Diese  Gleichung  integriert  er 
durch  Potenzreihen  und  gewinnt  für  deren  Koeffizienten  Rekursions- 
formeln; die  absoluten  Glieder  lassen  sich  aus  der  Integraldarstellung 
berechnen.  Er  führt  die  Rechnung  bis  zu  Gliedern  zwölfter  Ordnung 
durch. 

S.  S.  Greatheed^''")  führt  eineu  Hilfswiukel  6  ein,  der  mit  der 
mittleren  Anomalie  ebenso  zusammenhängt  wie  die  wahre  mit  der 
exzentrischen,  also  durch 

(252)  ö  =  2arctg(]/;+-;tg|), 

(253)  |^  =  l-22rcosne,        A  = '^^J^ 

n=l 

definiert  ist;  das  multipliziert  er  mit  der  Entwicklung  von  sin^  i,  nach 
den  Kosinus  der  Vielfachen  von  t,,  bildet  vou  dem  Produkt  die 
(p  —  1)'"  Ableitung  vmd  setzt  in  die  Auflösung  der  Keplerschen  Glei- 
chung durch  die  Lagrangesche   Reihe   ein;    das   gibt   ihm   schließlich: 

(254)  ..=  22'[;.'exp('-(A--A))  +  ;.-"exp  (-^(A--A))]"7^^ 

374)  p.  23. 

375)  Cambr.  math.  J.  1^  (1839),  p.  208. 
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was  so  zu  verstellen  ist:  die  Exponentialgrößen  sind  nach  Potenzen 
von  A  zu  entwickeln,  alle  Potenzen  von  A  mit  negativen  Exponenten 
sind  wegzulassen,  und  von  dem  von  A  freien  Glied  ist  nur  die  Hälfte 
zu  nehmen. 

Daran  anknüpfend  zeigt  dann  A.  Cayley^''^)  allgemein:  ist 

(255)  /-(A)  cos(nxa))  =^a^ A™       (a„  =  a_  J 

also  wenn 

(256)  e  =  ;t(expiM) 
gesetzt  wird: 

(257)  /"(expi  u)  cos  (nx  (expi  m))  =  a,,  +  2^^  fl^  cos  mu, 

m=l 

SO  ist  der  Koeffizient  von  cos  w^  in  der  Entwicklung  von 

(258)  -i^iEiL  .  Jj'^L^l 
^        ■'  1  —  E  COS  u    IX  (expi  u) 

nach  den  Kosinus  der  Vielfachen  von  t,  gleich 

(259)  «o+S^'ff^A'", 

m  =  l 

was  mit  Greatheeds  Regel  übereinstimmt.  Er  gewinnt  diesen  Satz, 
indem  er  den  Integralausdruck  jenes  Koeffizienten  durch  partielle  Inte- 
gration in 

(260)  ~  fy^~''   ßß^^iS-  cos  I « y  (expi  u))  du 
^         '  Tt  J  \  —  f  COS  M «;(  (expi  u)  V    A  \     r       '/ 

0 

umformt  und  dann  die  Entwicklungen  beider  Faktoren  ausmultipliziert. 
A.  Cauchy   führt    die   Bestimmung   der  Koeffizienten   der   in   der 
Theorie  der  elliptischen  Bewegung  vorkommenden  Reihenentwicklungen 
auf  die  Bestimmung  der  Funktionen 

3« 

(261)  S^ji^  ^  —   /  (1  —  s  cos  u)'  {e  cos  m)*  expi  ( —  hw  —  n  5)  du 

0 

zurück'");  er  entwickelt  diese  in  dreifach  unendliche  Reihen,  deren 
Koeffizienten   von   den  Zahlen  'St^j,,  (99)  abhängen.    In  späteren  Ar- 


376)  Ib.  3^  (1842),  p.  162  =  papers  1,  19.  Als  Beispiele  behandelt  er  die 
Entwicklungen  von  cos  kw  und  sin  kw. 

377)  Paris  C.  R.  11  (1840),  p.  473  =  Oeuvres  (1)  5,  p.  308.  p.  510  =  SiO 
gibt  er  entsprechende  Darstellungen  für  den  Fall,  daß  nach  den  Vielfachen  der 
wahren  Anomalie  entwickelt  wird. 

KDcyklop.  d.  math.  Wlssenscb.    II  1.  59 
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beiten''*)  bedient  er  sieb  der  Bezeicbnung: 

(262)  S^=  ^^   I  expi  ( —  ku  -\-  ne  sin  m) du . 

0 

Aucb  hat  er  den  allgemeinen  Satz^'^):  der  Koeffizient  von  expi  w?  in 
der  Entwicklung  irgendeiner  Funktion  f{u)  nach  den  Funktionen  der 
Vielfachen  von  ^  ist  gleich  dem  Koeffizienten  von  expi  nu  in  der  Ent- 
wicklung jeder  der  beiden  Funktionen 

(263)  (1  —  e  cos  u)  expi  (ne  cos  u)f(u) ,     —.  expi  (w£  sin  u)f'{u). 

Die  Entwicklungen  der  Produkte  von  Potenzen  von  Cosinus  und 
Sinus  der  exzentrischen  Anomalie  erscheinen  bei  A.  Cauchy^^'^)  zunächst 
nach  Potenzen  der  Exzentrizität  geordnet;  nachher  ordnet  er  sie  nach 
den  Funktionen  der  Vielfachen  der  wahren  Anomalie  um.  Daran 
schließt  er  dann'**)  die  Entwicklungen  von 

(264) 


(1  —  scosu)'  r'  (l  —  E  cos  m)'  r' 

F.  Lcfort  erhält  für  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  der  Mittel- 
punktsgleichung den  Ausdruck: 

(265)       C^^  A^-\ ^^  2/""'  j  cos  {nu - —  nt  sin u)  cos mudu, 

m  =  1  0 

einmal,  indem  er  für  w  —  u  ihre  Entwicklung  nach  den  Funktionen 
der  Vielfachen  von  u  einsetzt  und  partiell  integriert'*^),  dann,  indem 
er  den  Faktor  (1 — scosu)~^  entwickelt'*'). 

Einen  asymptotischen  Ausdruck  für  einen  der  hier  besprochenen 
Entwicklungskoeffizienten,  nämlich  für  (243),  hat  zuerst  Fr.Cadmi^^) 


378)  Paris  C.  E.  13  (1841),  p.  686  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  345. 

379)  Paris  C.  R.  12  (1841),  p.  88  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  21;  mit  der  Symbolik 
der  Rechnung  mit  Residuen  und  „moyennes  isotropiques"  (nr.  35)  Paris  C.  R.  38 
(1854),  p.  912  und  (für  einfachere  Fälle,  mit  der  Taylorschen  statt  der  Laurentschen 
Reihe)  p.  949  =  Oeuvres  (1)  12,  p.  150,  154. 

380)  Turiner  mem.  von  1831^-'),  p.  74. 

381)  p.  77. 

382)  J.  de  math.  11  (1846),  p.  144.  /'  hat  hier  dieselbe  Bedeutung  wie 
in  (230). 

383)  Ib.  p.  162  Daß  er  nachträglich  die  Potenzen  von  f  noch  nach  Po- 
tenzen von  t  entwickelt,  ist  keine  Vereinfachung.  Noch  umständlicher  sind  die 
auf  einem  ähnlichen  Weg  von  C.  F.  Burger,  Dias.  Lugd.  Bat.  1851,  p.  26  erhal- 
tenen Entwicklungen. 

384)  Ricerche  sulla  convergenza  della  serie  che  serve  alla  soluzione  del 
problema  di  Keplero,  Milano  1817  (auch  als  app.  zu  den  effem.  di  Milano  1818; 


12.  Entwicklungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Bewegung.         901 

angegeben.  Er  führt  die  Reihe  (245)  auf  (242)  zurück,  zeigt,  daß 
diese  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügt, 
integriert  deren  Riccatische  Resolveute  durch  ein  bestimmtes  Integral 
und  ersetzt  dieses  für  große  Werte  von  n  nach  der  hier  in  Nr.  109 
besprochenen  Methode  durch  einen  asymptotischen  Ausdruck,  erhält 
aber  dabei  infolge  von  Rechenfehlern  ein  falsches  Resultat.  Das 
richtige 

(266)         i^.~-4^('"^T^'y 

ist  zuerst  aus  dem  Nachlaß  von  P.  S.  de  Laplace  veröffentlicht  wor- 
den^*-''); er  erhält  es,  indem  er  seine  Methode  (Nr.  109)  zunächst  auf 
die  Integi-aldarstellung  der  Zylinderfunktionen  rein  imaginären  Argu 
ments  anwendet  und  das  Ergebnis  „sans  crainte"  auch  für  reelle  Argu- 
mente benutzt.  C.  G.Jacohi  hat  dann  gezeigt'**),  daß  Carlinis  Verfahren 
nach  Richtigstellung  der  Versehen  zu  demselben  Resultat  führt. 

üarlini  hat  die  entsprechende  Aufgabe  auch  für  die  Koeffizienten 
der  Mittelpunktsgleichung  (245)  in  Angriff  genommen^*').  Indem  er  auf 
die  Funktion  w  =  F(ii)  die  Lagrangesche  Reihenumkehrungsformel 
(IIB  1,  Osgood,  Nr.  15,  p.  45)  anwendet,  und  die  Potenzen  von  sin  t, 

mir  nur  durch  die  gleich  zu  nennende  Bearbeitung  Jacobis  zugänglich).  Auszug 
Giom.  di  fisica  10  (1817),  p.  458. 

385)  Suppl.  ä  la  mec.  cel. ,  Paris  1827  =  Oeuvres  5,  p.  489.  Er  bemerkt, 
er  habe  sich  „par  une  autre  analyee"  von  der  Richtigkeit  des  Resultats  über- 
zeugt; darüber  scheint  nichts  weiter  bekannt  zu  sein. 

386)  Astr.  Nachr.  28  (1848)  =  Werke  7,  p.  177.  Auch  Jacobi  deutet  an,  daß 
er  eine  Methode  zur  Behandlung  solcher  Aufgaben  besitze,  „deren  Eigentümlich- 
keit aber  die  anderweitige  Bestätigung  ihrer  Resultate  wünschenswert  gemacht 
habe".  Er  hat  daher  Carlinis  Untersuchung  neu  bearbeitet  (Astr.  Nachr.  30  (1850) 
=  Werke  7,  p.  239).  Im  Laufe  seiner  Rechnung  bestätigt  Carlini  (p.  214  bei 
Jacobi)  ein  von  Graf  Oriani  gegebenes  Resultat:  der  Koeffizient  von  s"  in  der 
Entwicklung  von  C„  nach  Potenzen  von  £  ist 


Oriariis    eigene    Veröffentlichung    (Milano   effem.   für   1805)    war    mir    nicht    zu- 
gänglich. 

387)  Vgl.  Jacobis  Bearbeitung,  Werke  7,  p.  191.  —  Bei  Gelegenheit  der 
über  die  Aufnahme  der  Untersuchung  Jacobis  in  die  Astr.  Nachr.  geführten  Ver- 
handlungen teilt  C.  F.  Gauß  im  Dez.  1849  und  Febr.  1850  Schumacher  mit,  er 
sei  seit  mehr  als  40  oder  50  Jahren  im  Besitz  eines  Verfahrens,  die  Aufgabe 
„auf  eine  ohne  allen  Vergleich  kürzere  Art"  aufzulösen.  Nähere  Mitteilungen 
darüber  zu  machen  lehnt  er  ab  i  Briefwechsel  zwischen  Gauß  und  Schumacher, 
6  (1865),  p.  51,  58;  .im  Auszug  abgedruckt  auch  bei  L.  Koenigsbcrger ,  C.  G.  J. 
Jacobi,  Leipz.  1904,  p.  471,  472,  476). 

59* 
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nach  (35)  und  (36),  die  Funktion  F' i^)  mit  Hilfe  von  (230)  ent- 
wickelt und  ausmultipliziert,  erhält  er  zunächst  Darstellungen  der  ge- 
suchten Koeffizienten  durch  Summen  von  Gliedern,  die  sich  teils  durch 
Zylinderfunktionen  selbst  summieren  lassen,  teils  Funktionen,  die 
Differentialgleichungen  genügen,  die  aus  der  Differentialgleichung  der 
Zylinderfunktionen  durch  Hiuzufügung  eines  zweiten  Gliedes  hervor- 
gehen. Im  Schlußresultat  heben  sich  die  Glieder  mit  n~'-  weg,  und 
es  bleibt: 

(267)  (7„  ~  ^  ('  ^^Pl/£-£  )"  (l  + ^ )  . 

Das  Verfahren  von  Carlini  versagt,  wenn  die  Exzentrizität  selbst  eine 
kleine  Größe  von  der  Ordnung  --   ist;  Jacohi  zeigt  aber^**),  daß  das 

Schlußresultat  auch  für  diesen  Fall  gültig  bleibt. 

Bei  A.  Cancliy^^^)  finden  sich  Andeutungen,  daß  man  derartige 
Probleme,  zunächst  für  ganze  Funktionen  von  cos  u  und  sin  u,  auch 
mit  Hilfe  seiner  in  Nr.  109  zu  besprechenden  Methoden  behandeln 
könne:  man  solle  als  Integrationsweg  in  der  Ebene  der  komplexen 
Größe  z  =  exp  iu  den  Kreis  um  den  Ursprung  nehmen,  dessen  Radius 
gleich  der  kleineren  Wurzel  der  Gleichung 

(268)  i_±(;^4_^-i)  =  0 

sei.  Für  £  =  1  fallen  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  iu  den 
Punkt  s  ^  1  zusammen;  Cauchy  gibt  für  diesen  Fall  für  den  Koeffi- 
zienten A^  den  asymptotischen  Ausdruck^'"'): 

und  deutet  an^'^),  daß  man  ihn  erhalten  könne,  indem  man  den  Inte- 
grationsweg aus  zwei  Bogen  logarithmischer  Spiralen  zusammensetze. 
13.  Entwicklungen  von  trigonometrischen  und  von  Exponential- 
funktionen. Derartige  Entwicklungen  hat,  soviel  ich  sehe,  zuerst 
J.  Landen ^^^)  veröffentlicht:  er  entwickelt  in  der  Identität: 

(270)         f{l  +  sf-s>^-'-^ds=f(\  -\-z-y''z''  +  '-'d3 


388")  Astr.  Nachr.  30  =  Werke  7,  p.  241. 

389)  Paris  C.  R.  38  (1854),  p.  990  ==  Oeuvres  (1)  12,  p.  161. 

390)  p.  994  =  164.  —  Die  Gleichung  (236)  mit  s  =  1  tritt  auch  bei  dem 
Problem  der  homalographischen  Projektion  auf;  vgl.  VI  i  4,  Bourgeois  und  Furt- 
wängler,  Nr.  8,  p.  2^0. 

391)  p.  1034  =  166  („Sur  les  Services  que  la  spirale  logarithmique  pent 
rendre  ä  l'astronomie"). 
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beiderseits  nach  Potenzen  von  z  [was  jedenfalls  für  j  ^  |  =  1 ,  v  >  0 
erlaubt  ist],  multipliziert  mit  z~'^i^~^,  integriert  noch  einmal  zwischen 
denselben  Grenzen,  multipliziert  noch  mit  z^'  und  setzt  dann  z  =  e'''; 
so  erhält  er: 


(271)         «^..».„.-^T.:),^ 


sin  (w  —  v)x 


und  durch  Integration  eine  entsprechende  Formel  für  cos  [ix.  Die 
dabei  zunächst  durch  eine  unendliche  Reihe  dargestellte  Integrations- 
konstante C  drückt  er  noch  durch  ein  bestimmtes  Integral  aus. 

Im  wesentlichen  dieselbe  Formel,  mit  der  Bestimmung  der  Kon- 
stanten : 

n       —vB{—fi.  —  v,  —  (i  — ») 


(272) 


2(i(fi  — v) 


hat  auch  Euler  ^^'^)  durch  einen  von  ihm  selbst  nicht  als  ausreichend 
betrachteten  Grenzübergang  aus  Interpolationsformeln  erhalten:  außer- 
dem hat  er  noch''*): 

+  » 
,cno\  n  -^1  sin  (v -j- w)x 

wo  (7j  sich  ebenfalls  durch  Betafunktionen  ausdrückt. 
Ferner  hat  Z.  Euler  die  linke  Seite  der  Identität 


00  1 

(274)  J  1  _j_  2  r  cos  x  -I-  r»  ^  J  1 


{r''-\-r^->')dr 


-\-  2r  cosa;  -|-  »"' 

für  rationale  Werte  von  ju.  direkt  durch  Partialbruchzerlegung  aus- 
gewertet, in  der  rechten  unter  dem  Integralzeichen  mit  Hilfe  der 
Gleichung  (2)    nach  Potenzen   von  r  entwickelt  und   so   erhalten  •'^^): 

(275)  ^  Bin^  _  -^  ^Ilfl"^  sin  nx. 

^         '  2  sin  ;tjr         .^j      n  — (i 


392)  Math,  memoirs  1,  Lond.  1780,  p.  83.  Auch  von  dieser  Reihe  aus  ver- 
sucht Landen  durch  Integration  zu  weiteren  zu  kommen;  vgl.  Note  53.  —  Von 
Landen  scheint  die  Formeln  auch  E.  Waring  zu  haben,  med.  analyt.  ed.  2*, 
Cantabr.  1785,  p.  693. 

393)  Opusc.  analyt.  1,  Petrop.  1783,  p.  186.  Sein  Interesse  ist  auf  die  für 
spezielle  Werte  von  x  sich  ergebenden  Darstellungen  von  Betaprodukten  durch 
Reihen  gerichtet.     Grenzübergang  zu  fi  =  0  gibt  die  Formel  (111). 

94)  p.  192.     Unter  welchen  Bedingungen  ist  die  Gleichung  richtig? 
395)    Opuscula    analytica    2,    Petrop.    1785,    p.  7.^  =   instit.     calc.    integr. 
4    Petrop.  1794,  suppl.  V,  p.  376   (von  1775).    Bei  Euler  erscheinen  die  Formeln 
zuerst  in  etwas   unbequemer  Form,   er  führt  sie  dann  aber  in   die  im  Text  ge- 
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Daraus  gewinnt   er   noch    durch   Differentiation    die   [divergente]  Ent- 
wicklung: 

(276)  -„^^-^  =    y    — s^ — I—  cos  nx 

^         -^  2    sin  (t;r         ^j       n  — fi 

n  =  l 

und  durch  Integration  die  [konvergente]: 

(^iq\  JL  E£!J^*  =  JL  _i_ 

y^'^J  2/isinft«         2(1*    '^      «*— jt' 

n  =  l 

Bald  darauf'^®)  ersetzt  er,  wenngleich  nicht  ohne  Bedenken,  iu  (275) 
fi  durch  fti  und  erhält  so 

,„„„s  «  Sin  (fi«  —  (ix) -^  n  Bin  nx 

n  =  1 

J.  Fr.  Pfaff^^'')  geht  umgekehrt  von  den  Summen 


aus,  entwickelt  die  einzelnen  Glieder  nach  Potenzen  von  x  und  ordnet 
dann  mit  Hilfe  der  Formel  für  die  Partialbruchzerlegung  der  Kose- 
kante um.  Von  den  so  erhaltenen  Entwicklungen  trigonometrischer 
Funktionen  geht  er  dann  ohne  weiteres  zu  den  hyperbolischen  über. 
Durch  Differentiation  nach  fi  erhält  er  noch  weitere  Formeln,  so  daß 
er  die  Werte  von  .'S'op (n^)  cos  nx,  ^>i w in^)  sin  nx  angeben  zu  können 
meint,  wenn  cp  irgendeine  rationale  Funktion  bezeichnete^*). 

Als  Beispiele   dafür   können   die  von  P.  G.  Lejeune-Dirichlet  auf 


gebene  über  („pulchriorem  accipiet  faciem").  (275)  wird  übrigens  aus  (271)  für 
v  =  —  1  erhalten;  jene  Gleichung  bleibt  demnach  auch  für  diesen  Wert  richtig, 
für  den  man  nicht  ohne  weiteres  sieht,  ob  Landena  Schlüsse  sich  noch  recht- 
fertigen lassen. 

396)  Petrop.  n.  acta  3  (1785[88]),  p.  22  (von  1776). 

397)  Versuch  einer  neuen  Sumiuationsmethode ,  Berlin  1788,  p.  42.  Er 
sieht,  daß  man  die  Formeln  auch  als  Partialbruchreihen  auffassen  kann,  hat  aber 
Bedenken,  ob  das  bei  transzendenten  Funktionen  erlaubt  ist  (p.  47).  —  Für  m  =  0 
gehen  Pfaffs  Formeln  in  die  von  Euler  über;  für  positive  Werte  von  m  diver- 
gieren die  Reihen.  —  Die  zweite  Entwicklung  mit  m  =  0  ebenso  auch  bei  G.  Friil- 
lani,  mem.  soc.  ital.  18,  1820,  p.  515  (von  1818). 

398)  p.  52.  (Ebenso  Poisson,  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  419).  Daran  an- 
schließend bemerkt  er,  ^{n -{- a)~' coanx  könne  man  nicht  angeben,  wohl  aber 


^in'+a)-^coa(nx  +  ~)  (p.  61). 
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anderem  Wege^'^)  gefundenen  Reihen 

,(,n/-v\        Eof  (fix  -f- 1^'")  COS  (jix  —  fijr)  —  Eof  (fta;  —  (in)  cos  (fix  -\-  (tn) 
^         ^  Eof2(in-  —  C03  2(ijr 

2    >ri(— 1)"«'    . 
=  —    >    -j-r-r—i  sin  wa:, 

71=1 

inQ-x\        Sin  ((iic  +  (ijr)  sin  {^,x-\-  (tn)  —  ©in  ((ta;  —  fijt)  8in(ftx —  (iw) 
^        '^  (Joj2(in:  —  cos2(iÄ 

2    -^7  (—  l)"w      . 

=  —    >     ■  ,     - .  Sin  na; 

TT    .^^    W*+4(l' 
n  =  l 

dienen. 

Die  Auffassung  der  Formeln  als  Partialbruchentwicklungen  ihrer 
als  Funktionen  von  ,u  betrachteten  linken  Seiten  ist  später  von  A.  M. 
Lcgendre^"")  formuliert  worden.  Auch  er  nimmt  den  Übergang  zu 
imaginären  [i  vor  und  findet  so: 

n  =  l 

/oQQ\  "    eof(ia;  1      ,    ■^^  (—1)" 

(283)  IT- ?--■==  ir^s  ■{-  y    V-j-^cosna;. 

^  '  2  fi  ©tn  fi:t  2ft'     '    ^J  w'-f  ji.' 

n  =  l 

Ihre  Rechtfertigung  findet  diese  Anvrendung  der  Partialbruch- 
zerlegung  auf  transzendente  Funktionen  erst  durch  A.  Cauchys  Residuen- 
rechnung.  Couchy  gewinnt  auch  die  Reihen  (282)  und  (283)  gleich  in 
seiner  ersten  Abhandlung,  indem  er  seine  Sätze  auf  die  Halbebene  der 
jü  mit  positiv  imaginärem  Bestandteil  und  auf  die  Funktionen 
sin  (IX       1  (i  cos  (IX       1 


(284) 


sin  (in  1  -\-  (i^  sin  (in    1  -\-  (i^ 


399)  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  293  =  Werke  1,  p.  170.  Er  benutzt  den  Um- 
stand, daß  jeder  der  beiden  Ausdrücke  sich  von  der  zweiten  Ableitung  des 
andern  nur  um  einen  konstanten  Faktor  unterscheidet,  um  vermittelst  partieller 
Integration  Relationen  zwischen  den  beiderseitigen  Entwicklungskoefiizienten  ab- 
zuleiten, die  zusammen  mit  den  Grenzbedingungen  zu  ihrer  Bestimmung  hin- 
reichen; übrigens  schreibt  er  die  Reihensummen  selbst  nicht  explizite  hin. 

400)  Exerc.  de  calc.  integral  2,  Paris  1817,  p.  166  (publ.  1815).  Er  führt 
(276)  durch  Benutzung  der  ebenfalls  divergenten  Reihe  (25)  in  (277)  über  (ebenso 
A.  de  Morgan,  diiferential  and  integral  calculus,  Lond.  1836/41,  p.  668).  Er 
•untersucht  nicht,  ob  die  Reihen  konvergieren  und  die  zu  entwickelnden  Funk- 
tionen wirklich  darstellen;  doch  bemerkt  er  p.  170,  daß  die  Formeln  (277)  und 
(283)  jedenfalls  nur  für  |  a;  |  <  jr,  (275)  und  (282)  nur  für  |  a;  |  <  »  gelten  können, 
obwohl  eine  derartige  Einschränkung  aus  seinen  Raisonnements  in  keiner  Weise 
folgt.     Vgl.  die  nächste  Note. 
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amweaäek**^):  dabei  boS  er  die  Werte  der  zmiaäteK  Abb.  Cn»a« — ao 
irad  -}'  OD  genonmeaai  fwfepgialfr  dieser  Fanktkiaea  —  die  iäiägems. 
wie  a  eeOtst  banerid;  ur  ab  „Bbaptweite'  Som  Taahea  —  ak  be- 
kamil  TosaaaseizaL  Siadiher  cxkeaiit  er,  daß  das  nidit  notwendig 
tft.  vem  Bau  die  Sä^e  ^eöA  and  die  gaae  £beae  bezidtt^"). 

ABdereraeäB  gewiaat  CaaAj  die  Skirimmg  (383)  aaeb  aas  aeiner 
al^iuimiiiea  BdatioB  (BTi^  lOS)  zwiadbea  zrei  zess^niEai  FvakönaeB, 
iadem  er  in  ikr  

setzt**> 

Faner  et^k  er  sie  Boe^   isdein  er  &ü<   der  aUgeineiii^  GisH- 

^illiiniiar^*^jl 

(386  fi^ft'--T»)-Jbi— 7I=i p^B 

die  JSsttmiekiaag  eiaer  bdicii^eB  Fasktios  s^aefa  Fitwktioaea  der- 
selben Art*  aUeäet   Die  Anüakse^'-: 

(287)  J'Cr)  =  «-'—:  r:  ?  =  e« 

ffkik  die  Krtaiddaag  Toa  exp  (sz)  -.-- .  "'jänas  nai.  Saas  der 

ggoBBahfigea  Tiei&diea  tob  x;  die  Aj^^^.iii    "' 

f388j'    F(r}:^e0trM    oder    snrx,     f(x',8)  =  toi$z    o6a    änsz 

die  EstwieUai^sB  tob  eoe«x  aad  sasx  nadi  dea  Coshbs  bzr.  da 
Siaas  der  gaaszabÜgEa  Tiei&diea  tob.  x. 

1S»JK«*  »iäk  »  aodk^  aos  da  httepaliatüeSbag  der  lüiel- 


«Mj:  Tant  msm.  fssit.  1  ilSHTj  (von  lÄ14j  »=  Oesfza  (1)  1,  p.  472.  IKe 
aaf  Tedaag^  ds  i«fr»A.iiijiM».  Eensösäe»  [Legea^fae]  lirigrfiigtea  Sarfrträge 
«■Biatom»  aoA  mitatvSnim^  j^g  Tsxiialitac  der  ^fv^'rr  am  dea  Ositt»g^ p»  11^11 1 1»  w 
der  FaoB^  «mI  imäSam  Mmams  i^äeaae  p.  903> 

402;  Sa  ia  eiaer  der  änat  gwitjnimtf  SteOe  bets  I>ia^  beigefagtes  Sote; 
daaa  bsb.  aar  lec  ni%EaIec  ^*fi»i*»  ftiffs  eat»  des  Kiaitwt  fniüg.i'HMfM»,  Paö» 
U»,  fu  4S  •  BaibL  baO.  »  (^»T»;,  p.  4i  Cde^sdi  vaa  P.  »mdkd,  Lofz.  IMO). 
Die  Sdhea  »—'**«—"  aaeb  ia  dea  »ipitema  AlAaadlangeB  Qwdfcy»  vieder,  ia 
deaea  fie  Bwüngaagea  &r  die  JaB^faliawug  der  Bwidacarttirc  aaf  «aeadüebe 
«Sebiete  «*Mi»fe«  amgfgfiwn  öad,  ak  es  xaess£  der  Fall  waz-;  m»  esece.  de  iiiifii 
1  aai  2  CiSaUfK)  =>  Oean»  ^?;  6.  p.  14i»  siui  'S'  7,  p.  Sa«.  3»i.  p.  4«  des  ai^. 
«aa  ISSS  xe^  ec,  «ie  iec  Gievrf»U  x^=x  äek  «cactcdBet. 

4A3)  Eaeee.  de  aia&.  2  iVsTZj  =  Oenrrea  .■?;  7,  p.  l»!. 

*Mj  &eie.  de  maät.  2  ^l«2r7,.  =-  ''j^irres  '2j  7,  p.  9«7. 

4<Ä/  p.  S7S. 

4««    p    ä^J. 

467^   p.  4ät 
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fizierit«jfi  Entwicklungen  von  oxj)  (sx)  nach  den  Cowiiiu«  allein  oder 
den  Sinus  allein. 

JuMricr  gewinnt*'^")  die  Kntwickiung  von  ®illx  ;i1h  lieiMjiiel  «einer 
allgemoinen  iJarBtellung  der  Koeflizifüiteii  einer  trigononietriHchen  Ent- 
wicklung in  Iteihenform  ^Nr.  15), 

Die  DarBtellung  der  EntwicklungHkoeffi/ienten  <iurcli  boHtimmte 
Integrale  hat  die  Möglichkeit  gezeigt,  auch  einen  SinuH  in  eine  Cosinus- 
reihe oder  einen  C'o«inuH  in  eine  Hinunreihe  /.u  entwickeln;  ho  «ind 
die  Formeln 

/tioci  1 — coHii«     .     2u  ^1 — l  +  ( — l)"coi)ftJt 

^289)       sinjiia:=  '^    +    -  /,        -^  .        .  coswa;, 

'  "^  an  '      11  ^J  «•  —  tt'  ' 

■^  »^  1  ^ 

von  (}.  Frullani  erhalten  worden*""). 

8.  D.  PoigHon*^^ )  gewinnt  die  Formeln,  indem  er  in  Heiner  Glei- 
chung C.nOj  unter  dem  Integralzeichen  nach  Potenzen  von  exp  ( —  a) 
entwickelt  und  gliedweiüe  integriert;  nachher*")  leitet  auch  er  sie  auH 
der  Integraidarstellung  der  Koeffizienten  ab. 

Auch  erhält  er,  indem  er  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  CJ), 
na<;hdem    beiderseits    J    subtrahiert  ist,  mit  e~''^  dx  multipliziert  und 

408;  Preiüichrift  von  181X,  Pari«  m6m.  i  <lH\'.)l'iO\'H\) ,  ],.  'iW;  tdi^orje  de 
)a  chaJeur,  Nr.  218  -^  0<!ijvr<;ii  1,  \i.  ÜO«.  Kr  benfit/.t  (ilir)«enii  <\'a\i'-'i  die  diver- 
gente Iteihe  '2C>j,  —  E.  K.  Kummur  (Vriiumciirift  Halao  1832/  erhält  die«'!  Fonnol 
ah  Spezialfall  «einer  Kntwioklunj;  (Ui'i)  von  »in"'x. 

409)  Ricerche  »opra  le  «erie,  Kircnxe  1816,  p  7f>,  82.  Wenn  n  «ine  ganze 
Zahl  int,  fällt  ein  Teil  der  Glieder  we«;  diene  Fälle  hehandelt  Frullani  p.  «8, 
72,  Tj  direkt.  Die  beim  Grenzlibcrifang  zu  (i  —  0  zu  b'i'/haehtende  Vor»icht  he- 
«pricht  er  p.  78.  iJer  Fall  ß -^  l  aueh  bei  Frmrür,  f'rei«((chrift  von  1811,  I'arii 
t;i<Jm,  4  (1819/20[24);,  p.  »06,  310;  thf'jorie  Nr.  223,  226  =-  Oeuvre»  J,  p.  214,  217. 

-  Frullrjmi  hat  dbrigens  p.  77,  83  aueh  die  Ableitun(j  der  Formeln  ''276)  und  (277) 
aim  der  InteKraldarKtellun«.  Später  i'mera.  »oc,  ital.  10  '1821),  p.  231;  von  1818) 
erhält  er  die  Formel  (28'J/  Uli  fi  ^  l  al«  Spezialfall  einer  (JmformonK  von  (H.i) 
Hit  w  —  1. 

410)  J.  4c,  polyt.  cab,  18  (1820),  p,  311 

411;  Ib,  p,  42«;  1»  (182iJ),  p.  U  (an  M//Mr(tr  HU-.Wo  die  Kntwicklun«  von 
Siltfii'iB  i:  «)  nach  den  '/'oxinu»  der  j^era/len  und  den  Hinu»  der  ungerailen  Vi«l- 
fa<!hen  von  x/;  chaleur  p.  280.  Kbenno  O.  /''rullani,  mum  «oe.  ital.  18,  1820,  p  r,U 
von  1818);  OH.  Ohm,  die  ((alvaninche  Kett«;,  IJerlin  1827  — «ex,  Ahbandl.  p.  140; 
Ji  Murphj,  Camhr  trän«,  /i,  '188&;,  p.  379;  ^.  »i«  Mor()mt,  dilte/ential  and  integral 
eakulu«,  Lond.  1838/41,  p.  «11,  «14.  I>k.  KHIund,  th^ory  of  heal,  <;aml/rid({e  18.17, 
p.  77;  ,/.  Uknijer,  .1.  f.  iJatlj,  34,  1877,  p.  99;  O.  Mäotitmkh,  MeitrüKe  zur  Iheorie 
oentimmt';»  lnU;«fale,  .iena  1843,  p.  18,  20,  22,  23;  analytiitehe  Studien  2,  I>«ipzi(f 
1848,  p   43,  47;  J/,  (Jhm,  hyti^m  der  Matlw,-;/ialili  9,  NOrnher«  »862,  p.  329, 
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von  0  bis  x  integriert,  dann  zur  Grenze  »•=1  übergeht,  die  Gleichung*'^) 

roü^\  l  —  e-f"'     ,     q^_.,^  ^nsinnx  +  (i.{l  —  coanx) 

n  =  0 

und  indem  er  sie  mit  derjenigen  kombiniert,  die  aus  ihr  durch  Ver- 
tauschung von  [i  mit  —  ,u  hervorgeht,  wieder  (282)  und  (283).  Auch 
hier  ersetzt  er  dann  ft  durch  ^i.  Außerdem  ersetzt  er  noch*'')  in  der 
allgemeinen  Gleichung  (vgl.  Nr.  lOß) 

(292)   |/-(0)  +  V/-(m)  =j'f[%)dl  +  2^  /'/•(!)  cos2«;r|rf| 

7!  =  1  0  1=10 

/•(l)  durch    '°'''^  ■ 


rechts  lassen  sich  dann  die  Integrationen  ausführen***)  und  die  Reihe 
summieren;  so  erhält  er  abermals  die  Gleichung  (283)  und  aus  ihr 
wie  früher  die  übrigen. 

E.  E.  Kummer*^^)  erhält  die  Formeln  für  ^  =  einer  Potenz  von  ^ 
als  Spezialfälle  seiner  allgemeinen  Formeln  für  die  Entwicklung  der 
Potenzen  von  Kosinu.s  und  Sinus.  Später*'^)  leitet  er  sie  für  beliebige  (i 
aus  der  Transformationstheorie  der  hjpergeometrischen  Reihen  ab. 
Auch  sei  noch  die  Entwicklung 

(293)  ^-4  sin  X  =  V( M  f'^^^^fP^ 

erwähnt,  die  er  ebenfalls  als  Spezialfall  einer  hypergeometrischen 
Reihe  erhält*");  sowie  die  allgemeine  Formel*'*): 

(r  cosa-  —  r^u)du 


OQA\         '^^r"coanx 1       /'m"( — log«)' 

-^'  (a  +  w)i*         r(ß)J  l  —  2ruc 


:  cosx  +  r*u^ 
0.  ScMömilch^^^)  zeigt  unter  Benutzung  der  Gleichimg  (HO),  daß 


412)  J.  6c.  polyt.  19  (1823),  p.  414. 

413)  Paris  mem.  6  (1823[27]),  p.  593  (von  1826). 

414)  Eben  unter  Benutzung  der  einen  Hälfte  der  reziproken  Beziebung 
zwischen  den  Funktionen  (285). 

415)  Preisscbrift  Halae  1832,  p.  15,  25. 

416)  J.  f.  Math.   15  (1836),  p.  171. 

417)  Ib.  p.  166. 

418)  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  213. 

419)  Neue  Methode  zur  Summierung  endlicher  und  unendlicher  Reihen, 
Greifswald  1849,  p.  15  =  Arch.  Math.  Phys.  12  (1849),  p.  144.  [Die  gliedweise 
Differentiation  ist  hier  tatsächlich  zulässig.] 
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die  Summe  der  Reihe 

der  Differentialgleichung 

(296)  y"-y  =  -^^ 

genügt,  und  integriert  diese.  Auch  erhält  er,  indem  er  x  der  Reihe 
nach  durch  h,  37* ,  öh,  ...  ersetzt  und  dann  summiert*-"): 

,„Q_^  2  5t       ©in  fix  __    ^       1  '^    ( — 1)"     sin  MX 

^        ^  Stn(iÄ   ©xnfiÄ         2(;Ä    '    "  ^J    (1*4""*   sinnh 

( —  ;r  <  a:  -}-'*<  ^>     —  a  <  /(  <  sr) . 

Anhangsweise  seien  hier  noch  die  Entwicklungen  von 

(298)  cos  (;«  arc  cos  (cos  z  -\-  u)) 

nach  Potenzen  von  k  und  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  x  erwähnt, 
die  Ä.  Caiicluj^'^)  durch  Anwendung  der  Lagrangeschen  Reihenumkeh- 
rungsformel  und  Umordnung  erhält. 

14.  Andere  spezielle  Reihenentwicklungen,  a)  Von  andern 
speziellen  trigonometrischen  Entwicklungen  mögen  zunächst  einige  schon 
youFowrier^")  gegebene  uud  seitdem  oft  wiederholte  Beispiele  vonFunk- 


420)  Theorie  der  Differenzen  und  Summen,  Leipz.  1848,  p.  130.  [Gilt  die 
Formel  auch  noch,  wenn  x  kein  ungerades  ganzzahliges  Vielfaches  von  h  ist?J 

421)  Paris  C.  R.  15  (1842),  p.  411  =  Oeuvres  (1),  7,  p.  114. 

422)  Paris  mem.  4  (1819/20),  p.  306  (von  1811);  theorie  de  la  chaleur  Nr.  223 
=  Oeuvres  1,  p.  123.  Die  Formeln  sind  bei  Fourier  mit  Hilfe  der  Integral- 
theoreme (Nr.  16)  abgeleitet;  sie  können  aber  auch  durch  Kombination  der  in  den 
vorhergehenden   Nummern  besprochenen  Formeln   gewonnen   werden.    Die  dritte 

reduziert  sich  für  «  ^  —  auf  (409).  Ph.  Kellatul  (Theory  of  heat,  Cambrige  1837, 
p.  59)  hat  statt  der  ersten  Gleichung 

a    ,    't^  sin  n a  ,    >r"T  1  —  cos  w a    .  In  für  0  <' x  <'  a 

—  +    > cos  »ia;+    > sin«a;=     „   ...         ^      "^„    ; 

2     ^^       n  '  .^  n  lO  für  o:<a:<2a: 

und  auch  (p.  64)  statt  der  dritten  Gleichung  eine  andere,  kompliziertere.  Vgl. 
darüber  Note  619.  Die  Gleichung  (300)  ist  bei  Fourier  verdruckt;  berichtigt  von 
Lord  Kelvin,  Cambr.  J.  math.  2g  (1841),  p.  262  =  malh.  phys.  papers  1,  p.  6. 
W.  Hopkins  (Cambr.  trans.  8, ,  p.  71)  gibt  die  Entwicklung  einer  Funktion,  die 
gleich  sin  a;  für  0  <^x<C.-it,  gleich  0  für  3t<;a;<;2  3r  ist  (unnötig  umständlich). 
Die  Formel  für  ein  beliebiges  Dreieck 

■^sinwfe  ,+(jc  — 6)a;  für  0^.T<6, 

.^-J      «-  l       \bx        für  o<;a;<jt. 
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tionen  angeführt  werden,  die  in  verschiedenen  Intervallen  verschiedenen 
Gesetzen  gehorchen: 

/onm    X71-C0SW..    .  (  y  für  0  <  a;  <  ß, 

(299)     > sm  wa;  =  :    ^ 


r<yr\r\\     '^^  Bin  M a  Bin  W iT 


I  0  für  «  <  a;  <  jt; 
sin        für  0  <  a:  <  a, 
0  für  «  <  a:  <  :7r; 

für  0  <  a;  <  ß , 


/OA1       ■^~Tsm(2w+ l)asin(2w  +  l)x 

(^^1^  ^ (2Mn? =  ^ 


T«  „,. 

lur  «  <  a;  <  a;  —  «, 


4 


r^r\9\       »'  _L   *    Vi(— l)"co8(8w  +  l)a;         1    ■yC— 1)" 
*'*"'^>'        12"'"5r^  (2«+l)»    '  1  Zj  i 


für  ac  —  «  <  a;  <  ;r; 
cos  2nx 


-  —  a;^  für  0  <  a;  <  Y 
0  für  —  <  a;  <  sr 

A.  M.  Lcgendre^^^)  hat  die  ähnlichen  Gleichungen 


—  > 


„„„^^  Jt  —  X ^^  sin  wa;  008  «ci 

71  =  1 

I  cos  nx  COB  na 


2       -^ 

71  =  1 

(304)  log  (2  cos  a;  —  2  cos  «)  ==  —  2  V ;^ 

7(  =  1 

durch  Rechnen  mit  komplexen  Größen  erhalten  und  die  erstere  auch 
dadui'ch  verifiziert,  daß  er  in  (HO)  und  (144)  x  erst  durch  x-\-  a,  dann 
durch  X  —  a  ersetzt;  doch  gibt  er  die  Gültigkeitsgrenzen  falsch  an,  ob- 
wohl sie  auf  beiden  Wegen  richtig  erhalten  werden  können. 

Die  Summation  der  zweiten  dieser  Reihen  (mit  abwechselnden 
Vorzeichen,  was  aber  nichts  Wesentliches  ändert)  ist  dann  auch  noch 
in  Gergonnes  Annalen*^*)  als  Aufgabe  gestellt  und  von  Querret^^')  auf 
dem  zweiten,  von    W.  H.  Talhot^^^)   auf  dem  ersten  der  von  Legendre 


erhält  G.  Piola  (mem.  soc.  ital.  20j  (1831i,  p.  594)  sowohl  aus  der  Integraldar- 
stellung der  Koeffizienten  als  aus  der  Gleichung  (113).  Die  Gleichung  (301)  auch 
bei  /.  M.  C.  Duhamel,  2,  Paris  1840,  p.  171. 

423)  Exerc.  de  calc.  int.  2  (1817),  p.  193  (publ.  1815). 

424)  Ann.  de  math.  13  (1823\  p.  247. 

425)  Ib.  p.  357. 

426)  Ib.  14  (1824),  p.  94. 
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eingeschlagenen  Wege   erledigt  worden.     Ersterer  gibt   auch  noch*"'') 

/o/Mc\  "STi  (—  1)"     •  •  1    I         cos  a;  +  cos  a 

(305)  >  ^ Sin  w  a;  sin  w  c:  =:  —  log  —-, -, — , — ;  > 

"^         '  4^^        n  2        °  1  +  cos  {x  +  a) 

»1  =  1 

sowie   Formehl   für   entsprechende    Reihen   aus    Produkten   von   noch 

mehr  Faktoren*^*).    Alle  vier  Formeln  (303),  (304)  und  die  aus  ihnen 

durch    die    Substitution   x  \\  x  -\-  ^    hervorgehenden    stehen    auch    bei 

R.  Lobatto^^^).     Eine   Angabe   der   (iiiltigkeitsgrenzen   fehlt   bei   allen 

drei  Autoren. 

b)  Die  Entwicklungen 

(306)  grcoBi  ßQg  ^,.  sin  a;)  =  1  +  ^  —  cos  nx , 

n  =  t 

(307)  grcosx  gjjj  (j,  gJQ  ^,^   __   ^     _  gjjj  ^^ 

/^=l 

sind  von  Trolles'^"},  Caucht/^%  31.  Ohm'^-),  R.  Lohatto^^%  Clausen*'^) 
und  0.  Schloemilcli^^^)  aus  der  Entwicklung  von  e'  durch  Substitution 
eines  komplexen  Wertes  von  s  und  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären, 
also  durch  die  allgemein  in  Nr.  2  besprochene  Methode,  gefunden  worden. 
Die  Aufgabe,  die  Reihe  (306)  zu  summieren,  ist  um  dieselbe  Zeit  auch 
in  den  Annales  von  Gergonne  gestellt***)  und  von  M.  Pagani,  M...S, 
C.  G.,  Stein  und  Querret*^^'^)  ebenfalls  unter  Benutzung  komplexer 
Größen  gelöst  worden.  C.  G.  bemerkt  dazu,  daß  man  das  Resultat 
auch  durch  Ausmultiplizieren  der  Entwicklungen  der  beiden  Faktoren 
nach  Potenzen  von  r,  unter  Benutzung  des  Ausdrucks  von  cos  nx 
durch  die  Potenzen  von  sin  x  und  cos  x  verifizieren  könne;  Stein  und 
Qxwrret  fügen  auch  (307)  hinzu.    Dirksen^^^)  erhält   die  Formeln  mit 

427)  Ib.   13,  p.  359. 

428)  Ib.  p.  381. 

429)  recherches -®)  p.  21. 

430)  Berl.  Abhandl.  1820/21[22],  p.  138. 

431)  Analyse  algebrique,   Paris  1823,  IX,  §  2  =  Oeuvres  (2)  3,   p.  251. 

432)  Aufsätze  aus  dem  Gebiete  der  höheren  Mathematik,  Berlin  1823,  p.  80. 

433)  recherches  *')  p.  15. 

434)  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  283. 

435)  Differentialrechnung,  Greifswald  1847,  p.  222. 

436)  Der   Quotient    beider    Formeln   steht    übrigens    schon    bei    /.  Littroic, 
Petersb.  mem.  7  (1815/16[20]),  p.  93;  12  (1821/22),  p.  321. 

437)  Ib.  13  (1822/23),  p.  105.     Querret  stellt  sein  Verfahren  ib.  p.  374  noch 
besonders  dar. 

438)  Astr.  Xachr.  1    (1823),   col.  405.    Die   Darstellung  durch   Exponential- 
funktionen komplexen  Arguments  benutzt  er  zur  Verifikation. 
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Hilfe  der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  denen  die 
Reihen  als  Funktionen  von  r  genügen,  J.  A.  Grunert*^^)  aus  den  Entwick- 
lungen von  e'"'  cos  hr,  e"''  sin  br  nach  Potenzen  von  r,  0.  ScJdoemilch^'^) 
durch  Grenzübergang  aus  den  Binomialentwicklungen,  J.  Dienc/er^^^)  mit 
Hilfe  von  Funktionalgleichungen. 

WiU  man  die  Entwicklungen  (306)  und  (307)  aus  der  Integral- 
darstellung der  Koeffizienten  ableiten,  so  bedarf  man  der  Gleichungen 

(308)  —   /  e'-'^osi  (r  sin  x)      .         \(lx  =  —,> 
^        '                     »  ^                 1  sin  J  ^  ^  l  sin  » X  J  «  ! 

0 

diese  gewinnt  S.  D.  Poisson^^),  indem  er  in  seinen  allgemeinen  Glei- 
chungen (594)  F(x)  =  d'^  setzt  und  dann  beiderseits  nach  Potenzen 
von  r  entwickelt. 

J.  Bienger^^)  stellt  die  Aufgabe,  die  Formeln 

(309)  V  j^^^'^  r°M  2  nx  =  +  1  { '^.»^ }  2x 

^        ■'                 .^J  (n -]-l)-{2«)!  Isin  J  '     r-  l  ein  I 

+  —  Sof  (r  sin  x)  sin  (r  cos  x)     .    \  x 
-\ ©in  {r  sin  x)  cos  (r  cos  x)\       \  x 

O  / COS  1 

+  -^  Soj  (r  sin  x)  cos  (r  cos  j')     .       ^.r 

— -^  ©in  (r  sin  a;)  sin  (r  cos  a;)  I         2  j; 
zu  beweisen.    Auch  beweist  er  selbst"*),  daß 

(310)  >,  - — |— -.  \  .    Itix  =  \  ,    .        +  e  •      (sina;  — a;) 
^        -^        .^J  (n->r  1)\  [am  j                l4-sma;J     '              l  sin  J  ^  ■' 

rt=0   ^      '      ^ 

ist. 

c)  Die  Frage  nach  den  trigonometrischen  Entwicklungen  von 

/ni  i\  (  COS  1    ,  ,  f  008  1    ,  .  ^ 

(oll)  (^.J(rcosx),      |^^}(rsm:r) 

439)  J.  f.  Math.  25  (1843),  p.  264.  Die  Ableitung  von  e"''  cos  br  nach  r 
läßt  sich  schreiben:   Ae"'^  cos  (br-\-6),  wo  i  cos  6  ;=  a,  A  sin  9  =  fe;  usw. 

440)  Handbuch  der  algebraischen  Analysis,  Jena  1845,  p.  21;  mit  weniger 
vollständiger  Begründung  auch  /.  Dienger,  J.  f.  Math.  41  (1851),  p.  53;  0.  Werner, 
Arch.  Math.  22  (1854),  p.  341. 

441)  ib.  34  (1847),  p.  220  (von  1845).  Durch  Differentiationen  und  Inte- 
grationen nach  r  und  nach  x  erhält  er  weitere  Formeln. 

442)  J.  ec.  polyt.  cah.   19  (1823),  p.  493. 

443)  Arch.  Math.  Phys.  9  (1847),  p.  455. 

444)  J.  f.  Math.  38  (1849),  p.  350  (von  1845). 
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ist  schon  von  Ä.  Cagnoli^^^)  aufgeworfen  worden;  doch  begnügt  er 
sich  mit  der  Angabe  der  Anfangsglieder  in  den  Entwicklungen  der 
niedersten  Koeffizienten  nach  Potenzen  von  r.  Dagegen  leitet  G.  Frul- 
lani^^^)  für  die  Koeffizienten  der  Entwicklung 

(312)  e'''^"'-^  =^  J^{r)  cos  nx 

aus  ihrer  Integraldarstellung  die  Differentialgleichung 

(="3)        fj-+ ig' -«■(! +";)■'.='' 

oder 

(314)  '^l"^  -  !2'_  +  i'L0L"A)  _  (,- vj  =  0 
V        /  df-  r  dr  \  nj 

her  und  integriert  sie  durch  eine  nach  Potenzen  von  r  fortschreitende 
Reihe. 

d)  Die  Summation  der  Reihe: 

.oir\  r      1   COS  3a;    ,     l-3cos5.r    , 

(315)  cos  .r  +  y  -^~  +  ^-^  — ^-  -  +  H 

ist    in    den  Annales    von    Gergonne    als    Aufgabe    gestellt    worden*"); 

Querret  zeigt*^*),    daß    sie    gleich    dem   reellen  Teil  von  arc  sin  {e"), 

also  gleich  ,  .     _,  ,, 

4"  arc  cos  (sin  "zx  —  1) 

ist. 

Th.  Clausen*^^\  gibt  dann  die  Reiheu  explicite  an,  die  entstehen, 
wenn  man  in  den  Poteuzreihenentwickluiigen  von  cos  z,  sin  2,  tg  ä, 
arc  sin  s,  arc  tg  z  an  Stelle  von  s  eine  komplexe  Größe  setzt. 

J.  Dienger*^")  stellt  die  Aufgabe,  die  Gleichungen 


(316)  y  1  .  iiilAiiJÜL-zi)  r"  l  "^"^ 

^        ■'  ^   n      2.4-6-- -(an— 2)        Isin 

=  iol+2yi"^27co7a:--f7^(;°;)(i-arctg^ 


nx 

r  sin  X 


cos  xf 

445)  Trigonometria  plana  e  sferica,  1786,  p.  274  der  2.  franz.  Ausgabe 
von  1806. 

446)  Mem.  SOG.  ital.  18  (1820),  p.  503  (von  1818).  Wird  r  durch  ri  ersetzt, 
60  erhält  man  die  von  W.  Fr.  Bessel  (Beil.  Abhandl.  1824  =  Ges.  Abhandl.  1, 
p.  92)  gegebenen  Entwicklungen ;  vgl.  Nr.  12. 

447)  Ann.  de  math.  13  (1823),  p.  247. 

448)  Ib.  p.  356,  p.  380  hat  er  noch  entsprechende  Formeln  für  Produkte  mit 
beliebig  vielen  Faktoren.  T^'.  Talbot  glaubt  ib.  14  (1824),  p.  91,  94,  1  —  sin  2x 
statt  ein  2x  —  1   schreiben   zu  sollen,   nimmt  das  aber  ib.  p.  188  selbst  zurück. 

449)  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  283;  ebenso  später  /.  Bienger,  ib.  34  (1847), 
p.  237  (von  1845),  mit  Angabe  der  Konvergenzbedingungeu.  Die  Reihe  (315)  so- 
wie die  aus  der  Entwicklung  von  sin  2  und  arctgz  hervorgehenden  Reihen  auch 
schon  bei  B.  LoLatto,  recherches '*),  p.  11,  12. 

450)  Arch.  Math.  Phys.  11  (1848),  p.  337. 
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(317) 


•^        1  1  -S-S-  ••(2n  — 5)    „  J cos ] 

^  (n  — l)n  '  2-4  •  6  •  ■  •(2n  — 4)  ^ 


[Bin  . 


(— 4|    1    o      cos  I        I     i  -,/i K 7 — 53    cos      /3  ,        r  sm x    \ 

l    0    I    '  Isin  1      —  3   '  '  Isinl    \2  °  1  —  rcoax/ 


ZU  beweisen. 

e)  Für  die  Reihen 


(318)  ^  n*r"      .    \nz,         (k  ganzzahlig) 


^ 


sin 


erhalten  Jlf.  OAw*")  durch  die  Methode  von  Nr.  2,  J.  A.  Grunert^^^)  durch 
Differentiation  von  (2)  und  (3)  nicht  eben  einfache  Ausdrücke. 

f)  Reihen,  in  welchen  die  Koeffizienten  die  reziproken  Werte  der 
Produkte  von  mehreren  ganzen  Zahlen  sind,  treten  schon  bei  J.  Landen 
auf.    Indem  er  nämlich  das  Integral: 

(319)  iflßf-^l^-'^'" 

1        1      1 

sowohl  nach  steigenden  als  nach  fallenden  Potenzen  von  z  entwickelt, 

dann  beide  Entwicklungen   verbindet   und  2  =  e'^  setzt,   erhält  er"*^^) 

,j,g^v        COS  2a;       cos  3a;    |^  cos  4x  |^ 

X    ■  ,     /«-       a;'    ,     3  \  1 

=  -sma:+(-— -  +  -)cos^-- 

und  daraus: 

/nei^\        cos  2a;    .    cos  3a;    ,    cos  4a;    ,       .      . 

W^l)      Yr-3T+ 2^.-4^+3^:^+ +  H 

Jt  —  X     .  1      /:t'         7CX    ,     X-  3\  1 

=  ^sma:+  (---  +  ---)  cos^-- 

und  durch  Verbindung  beider  Resultate  noch: 
/'Qoo^        cosa;    .    cos  2a;    ,    cos3x    .      .      , 

jr     .     a;     ,    3t  /  -.  x  1 

=  ¥^^°Y  +  i6(^-^)^°^T--2-- 
Entsprechende  Behandlung  eines  analog  gebauten  fünffachen  Integrals 


451)  P(5tersb.  mem.  pres.  1  (1830),  p.  118  (von  1825);  Auszug  bull.  Ferussac 
15  (1831),  p.  226. 

452)  J.  f.  Math.  25  (1843),  p.  468. 

453)  Math,  memoirs  1,  Lond.  1780,  p.  76. 
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gibt  ihm  die  Werte  der  Reihen*^'*): 

,nc)o  COS  3x       1^     COS  4a;       |^     cos  5a;       ,_     , . 

i:>''io)  iTTpTp  ±  22T^^6'    '    3^-  52.7-  ±  -f-  ±  •  •  • 
und: 

,,_,„.,  COB  2  a;     ^^     cosSx       |^     cos  4a;       , |       , 

{öJi)  12.  2«.  3'    '     2^-  3^.4^  ~r  32.  42.52  -r  +  +  ■ 

Ähnliche  Reihen,  in  denen  die  Nenner  der  Koeffizienten  allge- 
meinere rationale  ganze  Funktionen  des  Index  sind,  erscheinen  bei  Ä. 
M.  Legendre^^)-^  er  erhält  aus  (2)  und  (3)  durch  Multiplikation  mit 
r'^dr  und  Integration: 


(ä^^)    i:^=^---«/r 


r'^  dr 


^       -\-ir  cosa;  -\-  r* 

n  =  l  g 

,on^N     1      .    '^  (— 1)"  C08  nx 1     r  (1  —  r^r°~'dr    /*So(  x 

^        -'  2ä  '^^         a  +  n        ~  T  J    1  +  2r  cos  .r  +  r'       J  ©in  n 


a      |dä 


"  - '  0  u 

und  daraus  weiter: 

OD  1 

ng?")         N;^         (— l)"  +  ^sinnx  ^  sin  x    C  (l  —  r'jr^'^rfr 

1  =  1  0 

^opON  1 1 C08X .      „  '^  (—  1)"  ^  '  cos  MX 

^      ^  2a  (a  +  2)         2   (a  +  l)(a  +  3)  "r"  '' jiL  (a  ■ 


2a(a  +  2)         2   (a  +  l)(a+ 3)    '       .<^  (a  +  «  —  2)(a  +  w)(a +n-|-2) 


1 
sin-x    r  (1  —  T^r"' 
^^      2~~^    l  +  2rc08X- 


Für  rationale  Werte  von  a  lassen  sich  die  Integrale  durch  Logarithmen 
und  zyklometrische  Funktionen  ausdrücken.  Die  einfachsten  dahin 
gehörigen  Formeln  hat  J.  J.  Littrow^^^)  durch  Kombination  der  Ent- 
wicklungen (111)  und  (145)  erhalten;  nämlich  zunächst: 

/Qon\  •  i/o  ^\  1      •  ■^7(— l)"8in  OTX 

(329)         sm  X  ■  log  [2  cos  y)  —  y  sm  x  =  2j  — ^»TTl^ — ' 


454)  p.  79. 

455)  Exerc.  de  calc.  int.  2  (1817),  p.  163,  188  (pnbl.  1815).    Daß  sich  Reihen 
•der  Form 

°=     r°M(&  +  (2n+l)d)x 
^   Um ) '     '  ' 


^  (b  -\-  2nd)(b  +  (2m  +  Di) 


elementar  summieren  lassen,  bemerkt  auch  0.  Schrader.    (Comm.  de  anmma  seriei, 
Vimariae  1818,  p.  31);  doch  führt  er  die  Rechnung  nicht  aus. 
456)  Petersb.  mem.  7  (1815/16[-20]),  p.  136  (von  1814). 
Enoyklop.  d.  math.  Wissenaoh.     II  1.  60 
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(330)  -  cos  a;  +  -  sm  ^  =^  -^.^r-  ' 

(331)  cos  X ■  log  {2  cos  yj  —  y  +  -  cos  a;  =^  ^ — ^^^^^^ —  , 

,1  =  2 

/r,nns  X    ■  ,1  1  ''»v'  (—  1)"  COS  nx 

(332)  — -sma;+ y  — -co3x=^,  ^^1_^    - 

und  daraus  noch   durch  Integration : 

(333)  —  (1  +  cos  a;) r-  sin  a;  =  >  ~-  /t-t — ^^^ ' 

n  =2 

1  3        o  J;    1    o        2 -^  i„     /o  •^\ "^    (— l)"cos«a; 


(334)      -  _  y  cos-y+2cos^y  log  (2  cosy)  =^  ^^-^^ 


Reihen,  die  mit  (330)  und  (332)  im  wesentlichen  identisch  sind,  er- 
h/dlt  A.Cauchy^^^)  durch  Anwendung  derjenigen  Form  (630)  der  Integral- 
darstellung der  Koeffizienten,  bei  welcher  nur  bis  zu  dem  gerade  in 
Betracht  kommenden  Werte  von  x  integriert  wird,  auf  die  Funktionen 
cos  a;  und  sina;;  Q.  Frullani^^^)  erhält  (332)  einmal  mit  Hilfe  der 
Identität: 

(335)  —  a; sina;  =  —^^y^ log (l  +  e^O  +  ~  ^^— log  (1  +  e-'% 

dann*^^)  aus  der  IntegraldarsteUung  der  Koeffizienten,  endlich ^^"j  durch 
Multiplikation  der  Entwicklung  von  x  nach  den  Sinus  der  Vielfachen 
von  X  mit  sin  x;  0.  Schloemilch^^^)  (330)  und  (332)  aus  der  Integral- 
darsteUung der  Koeffizienten,  (333)  durch  Kombination  von  (330)  mit 

der  Entwicklung  von  — ,    später  noch*^^)   (332)    durch   Kombination 

von  (14)  und  (15). 

M.  A.  Stern^^^)  gibt  für 

/»o(-^.  "V (— l)"sinwa; 

{OöO)  ^  (a_j_(OT_2)6)(a-j-(M  — l)&)(a  +  »i6) 


457)  Bxerc.  de  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  400. 
468)  Mem.  soc.  ital.  20;,  (1831),  p.  695. 

459)  p.  696. 

460)  p.  697. 

461)  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale,  Jena  1845,  p.  19,  23. 

462)  Analytische  Studien  2,  Leipz.  1848,  p.  128. 

463)  J.  f.  Math.  10  (1833),  p.  216  (von  1831). 
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einen  Ausdruck  durch  eine  Summe  von  bestimmten  Integralen,  der 
Littrows  Formel  (333)  als  Spezialfall  enthält.  Noch  allgemeiner  erhält 
0.  Schloemilch*^^),  indem  er  die  Koeffizienten  durch  Betafunktionen 
ausdrückt  und  dann  die  Reihenfolge  von  Summation  und  Integration 
vertauscht: 

(337)    y 


(p  4-  'nm){p  +  nm  +  1) . . .  (p  +  '*'"  +  ^)  ^  ^i°  (**  +  ^)^' 

n  =  0 

1 

1     r        (l  —  r*)»-^-^         ( 1  —  r™  cosxl    ,    _ 

~k\J    \— ■ir'^  cos  x-\-r^"'\        ^in  a;        j     '"' 
0  ' 

speziell  für  p  =  m  =  k  ^  1 : 

/•oooN  sin  a;     ,    sin2x    ,    sinSa;    .  .        rjt  — a,      x         i       /c,   •     3:\1 

(338)  -jry  +  -^3"  +   3^  +  ■  ■  •  =  sm  X  [- -  tg  ^  -  log  (2  sin  -^ )J. 

Diese  letztere  ist  andererseits  auch   als  Spezialfall  in   der  einen 
der  beiden  von  J.  Dienger*^'')  gegebenen: 

,     1   (     sinx     1  ,         j-sina;        ,      1    |  r -f  cos  jri  ,       ..    ,    ,-,  ,      „, 

H 1  ai'ctg-r-i r  IT- \      ■  log(l+ 2»-cosa-  +  r) 

r\r-]-coBx]  °l-|-rco8a;  —  '2r  [     sinx     I      °  ^      '  '       ■' 

enthalten.    Erwähnt  seien  auch  hier  noch  die  von  0.  Sclüömilcli^^^)  ge- 
gebenen, mit  (325)  und  (326)  verwandten  Gleichungen: 


(340)   {^|  +  2;4-('"l«x=  f\'l''\i^t-xt) 
^  i  0  J        ^  r  +  n  l sin  )  J     \r  Sin )    -  ^ 

sowie  die  von  C.  J.  Malmsten^^'): 


dt 


(r*+«*)Sinjt«' 


^r~T  ( 1)"  +1 

(341)      ^  ^ — ~ —  sin  nx 


sin^^r(.)2l7;r-^^^ ^  + 


71  =  0 


,((2  n-\-l)a-xf         ((2  n  +  Ij  ;r  +  x)'' 


g)  E.  E.  Kummer  hat  darauf  hingewiesen**^),  daß  die  meisten  be- 
kannten   trigonometrischen    Entwicklungen     elementarer    Funktionen 


464)  Arch.  Math.  Phys.  4  (1844),  p.  34. 

465)  J.  f.  Math.  38  (1849),  p.  351  (von  1845). 

466)  Arch.  Math.  Phys.  12  (1849),  p.  147;  aus  den  allgemeinen  in  Nr.  106 
zu  besprechenden  Formeln. 

467)  .1.  f.  Math.  38  (1819),  p.  17  (von  1846);  aus  einer  Gleichung  zwischen 
zwei  bestimmten  Integralen.  [Die  Substitution  von  n  —  x  für  x  würde  die  Formel 
vereinfachen.] 

468)  J.  f.  Math.  15  (1836),  p.  157. 

60* 
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sich  als  hypergeometrische  Reihen  [auf  dem  Konvergenzkreise]  auf- 
fassen lassen.  Die  Theorie  der  linearen  Transformation  der  hyper- 
geometrischen Funktionen  gibt,  wenn  mit  C'„(a,  ß,  y)  der  Koeffizient 

a(a  -f-  1) .  .  .  («  -f  n  -  1)  ■  |3(^  -f  1) . . .  (/3  +  «  -  1) 


(342) 


l-2...n.y(y+l)...(7-|-«-l) 

_      r{c.  +  n)r{ß  +  n)r(Y) 


r{a)r{ß)r{Y  +  n)r{n  +  i) 
bezeichnet  und 

(343)  1  — 2r  cosx -]- r^  =g",     , =tgw 

^  '  ^   '      1  —  r  cos  X         ° 

gesetzt  wird,  die  Doppelrelation: 

(344)  y^  C„{a,  ß,  yy  cos  {nx  -f  d) 

=  p''"""'*^  C^{y  —  a,  y  —  ß,  y)r"  coa(nx  —  (y  —  a  —  ß)u'  -\-  ö) 

n  =  0 

=  ?~"^  ^n(";  7  —  ß^  y)  ( )   COS  [nx  -\-niv  +  c-VJ  -\-  S)- 

71  =  0 

Für  »-  =  1  wird: 

(o45)  9  =  2  Sin  ^;      w  ^     -.,-   n  —  ~] 

h  bedeutet  dabei  eine  ganze  Zabl,  deren  Wert  verschieden  sein  kann, 
je  nach  dem  Intervall,  in  dem  x  liegt.  Die  übrigen  linearen  Trans- 
formationen der  hypergeometrischeu  Funktionen  geben  Umformungen 
einer  trigonometrischen  Reihe  in  eine  Summe  von  zwei  andern. 
Kummer  hebt  unter  ihnen  diejenigen  hervor,  welche  derartige  Reihen 
in  Potenzreihen  reellen  Arguments  überführen*^^).  Lassen  sich  diese 
letzteren  elementar  summieren,  so  erhält  man  neue  Entwicklungen 
elementarer  Funktionen  in  trigonometrische  Reihen,  z.  B.^™): 

^        ^        ^  \n)        (1—2*1  /l  — pX         ' 

(-y<^<y) 


(^4T)     20 


(i\sm((i.  —  2n)x  '        \     2     7^;^ 


(fi  — 2n)«— 1 


—   —    Sin  x; 


und    daraus    durch    Grenzübergang   zu    fi  ==  0    die    Entwicklung    von 
--  sin  — -^  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  x  und  aus  ihr  durch 

4  a  4 

Differentiation  nach  x  die  Gleichung  (277)  für  ^  ^=  ^. 

469)  p.  161. 

470)  p.    166. 
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Umgekehrt  kann 
(348)  f(c<,  ß,  y,  cos^  -J) 

in  eine  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitende  Reihe 
transformiert  werden*'^);  für  die  Koeffizienten  der  letzteren  ergeben 
sich  durch  Einsetzen  in  die  Differentialgleichung  dreigliedrige  Rekur- 
sionsformeln, die  sich,  wenn  2y  —  a  —  ß  —  1=0  ist,  auf  zwei- 
gliedrige reduzieren,  so  daß  sich  die  Koeffizienten  in  diesem  speziellen 
Falle  durch  T-Quotienten  ausdrücken  lassen.  Die  Annahme  ß  =  —  a 
liefert  die  Entwicklung  von  cos  ax  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen 
von  2a;*'2). 

h)  E.  E.  Kummer  gewinnt  die  Formel^'^): 

(349)logr(.)  =  .:iog(2.)-|-2;^^^^lF 

n=l 

+  |(C+  log(2.))2'-|F-  +  ^2^'T--2«.-    (0<.-<l)-, 

n=l  71  =  1 

die  Koeffizienten  der  Cosinusglieder  bestimmt  er  mit  Hilfe  der  Re- 
lation zwischen  r{x)  und  1^(1 — x),  die  der  Sinusglieder  durch  Be- 
nutzung einer  Integraldarstellung  von  log  Fix)  und  Umkehrung  der 
Integratiousreihenfolge.    Er  schi-eibt  sie  noch  um  in: 

(350)  log  r(a;)  — ^log  (2;;r)  +  4-log(2sin:ra;)  — (C'+log(2;r))(l  — 2a;) 


n  ^j 


log  n 


sin  2nnx. 


In  etwas  anderer  Gestalt,  nämlich: 


(351)  ^  ^—^ log n  sm  2njix  =  y  log -f^r^^f 

~3tx{C-\-log2jt) 

erscheint  dieselbe  Formel  bei  C.  J.  Malmsten*''^). 

i)  Von  Entwicklungen,  deren  Koeffizienten  höhere  Transzendente 
vorstellen,  sei  erwähnt  die  von   0.  ScJilötnilch*''^)  gegebene: 

(352)-  ^=^siw:r  sin.r|, 


471)  p.  168. 

472)  p.  171. 

473)  J.  f.  Math.  35  (1847),  p.  1.    C  ist  die  Eulersche  Konstante  0,577  ■  • 

474)  J.  f.  Math.  38  (1849),  p.  25  (von  1846).    Er  erhält  sie  durch  Vergleichung 
zweier  verschiedener  Ausdrücke  eines  bestimmten  Integrals. 
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in   ihr  ist  die  Transzendente  „Integralsinus"  durch 

(353)  Bix==  f^'^d^ 

0 

definiert. 

15.    Darstellung   der  Koeffizienten   durch  unendliche   Reihen. 

Der  Gedanke,  eine  gegebene  trigonometrische  Reihe  dadurch  zu  sum- 
mieren, daß  mau  ihre  einzelnen  Glieder  nach  Potenzen  der  Variabein 
entwickelt  und  dann  die  Reihenfolge  der  Summationen  vertauscht,  ist 
bereits  von  J.  Fr.  Pfaff*''^)  formuliert,  zunächst  allerdings  auf  Reihen 
angewendet  worden,  von  denen  die  meisten  divergieren.  Die  Um- 
kehrung dieses  Verfahrens,  d.  h.  seine  Anwendung  auf  die  Entwick- 
lung einer  gegebenen  Funktion,  verlangt  die  Auflösung  eines  Systems 
von  unendlich  vielen  linearen  Gleichungen  mit  unendlich  vielen  Un- 
bekannten; also  erstens  die  Auflösung  desjenigen  Gleichungssystems, 
das  aus  jenem  entsteht,  wenn  man  nur  die  N  ersten  Gleichungen 
und  in  ihnen  nur  die  N  ersten  Unbekannten  beibehält,  und  zweitens 
den  Grenzübergang  zu  N  =  oc.  In  dieser  Weise  hat  J.  J.  Fourier 
zunächst  die  Aufgabe  behandelt,  die  Funktion  1  nach  den  Cosinus 
der  ungeraden  Vielfachen  von  x  zu  entwickeln*'^).  Die  Anwendung 
desselben  Verfahrens  auf  die  Entwicklung  einer  beliebigen  ungeraden 
Funktion  in  eine  Sinusreihe  liefert  ihm  dann  für  deren  Koeffizienten 
den  allgemeinen  Ausdruck  durch  die  unendliche  Reihe ■*'^): 

(354)  5„  =  (^):  -  V(^i)!W!L) . 

711  =  0 

475)  Theorie  der  Differenzen  u.  Summen,  Halle  1848,  p.  128.  Er  hat  auch 
die  aus  (352)  durch  endliche  Summation  hervorgehende  Reihe. 

476)  Versuch  einer  neuen  Summationsmethode,  Berlin  1788. 

477)  Schon  in  der  Preiaschrift  yon  1811,  Paris  mem.  4  (1819/20[24]j,  p.  262; 
dann  theorie  analytique  de  la  chaleur,  Nr.  171  =  Oeuvres  1,  p.  149.  Geringe 
Modifikationen  des  Ausdrucks  würden  hinreichen,  um  die  Schlußweise  den  gegen- 
wärtigen Anforderungen  an  Strenge  genügend  erscheinen  zu  lassen,  bis  auf  den 
letzten  Punkt:  daß  die  durch  den  Grenzübergang  zu  iS'=oo  erhalteneu  For- 
meln wirklich  dem  vorgelegten  Gleichungssvstem  genügen.  In  der  Tat  würde 
man  durch  ihr  Einsetzen  divergente  Reihen  erhalten. 

478)  Preisschrift  p.  297;  theorie  Nr.  217,  p.  205.  Es  würde  nicht  ohne 
Interesse  sein,  zuzusehen,  wie  und  unter  welchen  Voraussetzungen  (die  Konver- 
genz der  Maclaurinschen  Entwicklung  von  f{x)  bis  x  =  n  würde  zwar  notwendig, 
aber  nicht  hinreichend  sein)  die  Schlüsse  durch  die  jetzige  Theorie  der  Funk- 
tionen von  unendlich  vielen  Yariabeln  gerechtfertigt  werden  können.  Ein  Teil 
der  dazu  erforderlichen  Abänderungen  ist  übrigens  bereits  von  G,  Darboux  in 
den  Anmerkungen  zu  seiner  Ausgabe  der  Oeuvres  angegeben.  —  Reproduziert 
ist  Fouriers  Verfahren  von   U.  J.  Leverrier,  Paris  observ.  ann.  1  (1855),  p.  119. 
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Ein  anderes  Beispiel  einer  derartigen  Rechnung,  nämlicli  die  Auf- 
lösung des  Gleichungssystems 

71  =  1  ' 

durch: 

(3o6)    x.  =  —i >  — =- — jT R^  (n  =  1,  2,  3,  •  •) 

m  =  l  ' 

fiudet  sich  bei  G.  Piola"^);  er  schließt  daran  eine  Umrechnung  der 
Koeffizienten  der  Entwicklung  einer  Funktion  nach  den  Vielfachen 
von  ax  in  die  der  Entwicklung  derselben  Funktion  nach  den  Funk- 
tionen der  Vielfachen  von  x  selbst. 

Zu  einem  anderen  Ausdruck  der  Koeffizienten  durch  unendliche 
Reihen  gelangt  G.  Frullani^^")  von  der  Voraussetzung  aus,  daß  die  zu 
entwickelnde  Funktion  in  der  Gestalt  F{m -\- oosx)  gegeben  sei;  in- 
dem er  nach  Potenzen  von  cosa;  entwickelt  und  diese  Entwicklung 
dann  in  eine  solche  nach  Potenzen  von  e'-'  bzw.  nach  den  Cosinus 
der  Vielfachen  von  x  umsetzt,  erhält  er: 


(357)  A=2"-{/"'|;i 


dm" 


(^»«)  '  =  Zw^-^W'-- 

k  =  l 

Später ^*^)  schlägt  er  noch  einen  anderen  Weg  ein:  er  schreibt  sym- 
bolisch : 

(359)         F{m  -f  cos x)  =  F(m)  —  l-{-  exp  (cos a;^^^-)  . 

Damit  ist  die  allgemeine  Aufgabe  auf  die  spezielle  der  Entwicklung 
von  exp  (r  cos  x)  zurückgeführt.  Da  die  Koeffizienten  dieser  letzteren 
der  Differentialgleichung  (313)  genügen,  schließt  er*^^),  daß  die  Koef- 

479)  Mem.  soc.  ital.  20,  (1831),  p.  605;  vgl.  auch   die  Bemerkungen  p.  629. 

480)  Riceiche  sopra  le  serie,  Firenze  1816,  p.  41—47.    p.  46  zeigt  er,   daß 

ist.  Er  zieht  übrigens  aus  seinen  Formeln  nicht  den  Schluß,  daß  eine  derartige 
Entwicklung  immer  möglich  sei,  sondern  meint  (p.  60),  man  müsse  eich  vor  ihrer 
Anwendung  auf  anderem  Wege  von  der  Möglichkeit  der  Entwicklung  überzeugen; 
sonst  würde  man  unendliche  oder  imaginäre  Werte  für  die  Koeffizienten  erhalten, 
wie  bei  der  Taylorschen  Entwicklung  in  denjenigen  Fällen,  in  welchen  sie  „in 
difetto"  sei. 

481)  Mem.  soc.  ital.  18  (1820),  p.  502  (von  1818). 

482)  Ib.  p.  508. 
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fizienten  der  Entwicklung  jeder  analytischen  Funktion  erhalten  wer- 
den können,  indem  man  in  den  Entwicklungen  der  Zylinderfunktionen 
die  Potenzen  von  r  durch  die  entsprechenden  Differentialquotienten 
der  Funktion  F  ersetzt.  Daran  schließt  er  die  Frage,  wie  diese  Funk- 
tion F  beschaffen  sein  muß,  wenn  ihre  Entwicklungskoeffizienten  einer 
linearen  Differentialgleichung  der  Form 

(360)  P^j4  +  ö  ^—  (E  —  M^)  J„  =  0 
^        '  dm-     '     ^    dm         ^  '      " 

genügen  sollen;  er  findet,  daß  man  damit  auf  den  vorher  behandelten 
Fall  zurückkommt^^').  Außerdem  gibt  er  noch  eine  andere  sym- 
bolische Darstellung,  indem  er 

(361)  Fim  +  f.)  =  F(m)  -  1  +  exp  (u  ^^ 

setzt  und  dann  die  Entwicklung  (291)  der  Exponentialfunktion  be- 
nutzt*»*). 

In  ähnlichem  Gedankengang  zeigt  A.  F.  Svanbery^^^),  daß  die 
Koeffizienten  der  Entwicklung  irgendeiner  Funktion  f(r  cos  x)  nach 
den  Cosinus  der  Vielfachen  von  x  der  Rekursionsformel 

(362)  r  ^^;-  +  mA^  =  r  ^^  -  (m  -  2)  4„_, 

und  die  einer  Funktion  f(u  -\-  v  cos  x),  wo  m  und  v  Funktionen  von 
r  sein  sollen,  nach  denselben  Cosinus  der  Formel***) 

(363)  .^  +  m4„g-f-2(m-l)A„_,^^"-.'^'^ 

+     (m-2)^„_4;=0 

genügen;  sowie  für  beide  Fälle,  wie  sich  die  Koeffizienten  der  Ent- 
wicklungen von  /"',  f",  .  .  .  aus  denjenigen  der  Entwicklung  von  f  ab- 
leiten lassen**'). 

IG.  Darstellung  der  Koeffizienten  trigonometrischer  Reihen 
durch  bestimmte  Integrale.  Integralausdrücke  für  Koeffizienten  tri- 
gonometrischer Entwicklungen  (zunächst  für  die  unter  3  besprochenen) 
sind  soviel  ich  sehe  zuerst  von  J.  d'Alembert*^^)  veröffentlicht  worden: 


483)  p.  513. 

484)  p.  517. 

485)  Upsala  n.  acta  11  (1839),  p.  5. 

486)  p.  15, 

487)  p.  13,  16. 

488)  Eecherches  sur  diff.  points  du  Systeme  du  monde  2,  Paris  1754,  p.  66. 
Über  die  Möglichkeit,  daß  auch  Euler  die  Formeln  damals  schon  besessen  hat, 
vgl.  man  Note  8  von  II  A  9  a,  p.  646. 
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den  Ausdruck 

(364)  \A,  =  ^Jf(x)dx 

0 

für  das  absolute  Glied  der  Entwicklung 

(365)  f\x)  =  y^o  +2^«  cos  na; 

71  =  1 

ertält  er  durch  gliedweise  Integration,  unter  Berücksichtigung  des 
Umstandes,  daß 

n 

(366)  I  cos  nx  dz  =  0 

0 

ist  für  jeden  ganzzahligen  von  Null  verschiedenen  Wert  von  w;  die 
entsprechende  Formel  für  A^  gibt  er  ohne  Beweis.  Die  allgemeine 
Formel: 

(367)  A„=j^l  f{x)  cos  nxdx 

0 

hat  zuerst  Ä.  Clniraut*^^)  durch  Grenzübergang  zu»w=  oo  aus  der  Inter- 
polationsformel (IIa  9a,  Nr.  3)  abgeleitet.  J.  de  La  Lande^^^)  gewinnt 
sie  von  Clairauts  Bemerkung*^')  aus,  daß  das  absolute  Glied  in  der 
Entwicklung  von  fix)  cos  nx  gleich  \Ä^  ist.  Die  heute  geläufige 
Ableitung  dieser  Ausdrücke  durch  gliedweise  Integration  der  als 
richtig  angenommenen  Eeihe  (365),  unter  Berücksichtigung  der  Re- 
lationen: 

^  {  0   für  in  =f=  n, 

(368)  j  cos  mx  cos  nxdx  =  für  m  ^  w  =j=  0, 

[  -X  für  m  =  «  =  0, 
findet   sich  zuerst  in   einer  nachgelassenen  Abhandlung  L.  Eulers*^^). 
Dieselben  Formeln  sowie  die  entsprechenden 

(369)  f(x)  ^^  ^„  sin  nx,     B^==  —  j  f{x)  sin  nxdx 


489)  Paris  mem.  1754[59],  p.  548  (vom  Juli  57). 

490)  Paris  mem.  1760[66],  p.  316.  Ebenso  G.  Plana,  Torino  mem.  1811/12, 
p.  373. 

491)  Paris  mem.  1764,  p.  547. 

492)  Petrop.  n.  acta  11  (1793[98]),  p.  116  (vom  Mai  1777;  im  unmittelbaren 
Anschluß  an  die  II  A  9a,  Note  20,  p.  661  zitierte  Interpolationsabhandlung)  — 
Euler  macht  übrigens  darauf  aufmerksam,  daß  sich  die  Sinusreihen  ebenso  be- 
handeln lassen. 
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gewinnt  G.  Fndlani^^^)  indem  er  zunächst  unter  Benutzuns^  der 
Gleichungen  für  seine  Hilfsfunktion  ^(358)  den  Ausdruck 

(370)  s  =-^  j  Km -{-\^- (iosx)dx 

0 

ableitet  und  dann  die  mehrfachen  Integrale  durch  partielle  Integration 
auf  einfache  zurückführt;  nachher  verifiziert  er  sie  ebenfalls  durch 
gliedweise  Integration.  J.  Foiirier^^)  gelangt  zur  Integraldarstellung, 
zunächst  für  die  Sinusreihe,  indem  er  zeigt,  daß  die  Funktion  (vgl.  354) 

(371)  s^^^^^^r-^^ix) 

m=0 

der  Differentialgleichung 

(372J  ^.  +  iS^  =  /'(^) 

genügt;  nachher  bedient  auch  er  sich  der  gliedweisen  Integration. 

Verlegt  man  mit  S.  D.  Poisson*^^)  in  diesen  Formeln  den  An- 
fangspunkt der  Abszissen  um  eine  Viertelperiode,  so  erhält  man 
Reihen,  die  nach  den  Cosinus  der  geraden  und  den  Sinus  der  un- 
geraden Vielfachen  des  Arguments,  bzw.  umgekehrt,  fortschreiten. 

Daß  und  wie  man  aus  der  Entwicklung  von  f(x)  sin  x  nach  den 
Sinus  der  Vielfachen  von  x  die  Entwicklung  von  f(x)  selbst  nach  den 
Cosinus  ableiten  kann,  bemerkt  31.  Ohiii^^^). 

Auf  eigentümlichem   Umweg    gelangt   G.  Piola^^')   zur  Integral- 


493)  Ricerche  sopra  le  serie,  Firenze  1816,  p.  53,  65;  mem.  soc.  ital.  18 
(1820),  p.  459  (von  1818)  gibt  er  gleich  die  gliedweise  Integration.  Vgl.  übrigens 
Note  ■'*"').  —  Über  das  von  Poisson  wiederholt  gegen  Fourier  ausgesjiielte  angeb- 
liche Anrecht  von  Lagrange  auf  die  Gleichung  (369)  vgl.  man  II  A  9a,  Note  10, 
p.  647,  sowie  hier  Note  ""),  «"),  ^'^). 

494)  Paris  mem.  4  (1819/20[24]),  p.  301  (von  1811);  theorie  de  la  chaleur 
.(Oeuvres  1,  p.  210).    An  anderer  Stelle  (Paris  mem.  8  cl825[29]);  Oeuvres  2,  p.  174; 

erwähnt  er,  daß  ihn  Lacroix  ant  Eulers  Abhandlung''^')  aufmerksam  gemacht  habe, 
gibt  aber  nicht  an,  ob  er  die  Formeiu  schon  vorher  gekannt  habe.  In  dem  von 
Ploisson]  verfaßten  Referat  über  Fouriers  Abhandlung  von  1807,  n.  bull,  philo- 
mat.  1  (1808),  p.  115  =  Oeuvres  de  Fourier  2,  p.  219  stehen  nur  die  Formeln 
für  die  Entwicklung  nach  den  Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  des  Argumenta. 

495)  J.  £c.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  428;  19  (1823),  p.  53.  Er  glaubt  dabei 
die  zu  entwickelnden  Funktionen  ähnlichen  Beschränkungen  unterwerfen  zu 
müssen  wie  die  in  Note  1083  erwähnten.  —  Die  so  erhaltenen  Formeln  stehen 
auch  bei  /.  Dienger,  3.  f.  Math.  34  (1847),  p,  88  und  bei  M.  Ohm,  System  der 
Mathematik  9,  Nürnberg  1852,  p.  320. 

496;  System  der  Mathematik  9,  Nürnberg  1852.  p.  320. 
497)  Mem.  soc.  ital.  20  (1831),  p.  621. 
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darstellung  der  Koeffizienten  der  Sinusreilie:  indem  er  aus  der  Glei- 
chung (369 J  die  folgenden  ableitet: 

/  /■(«)  sin  -    rf«  =  ^  B^  I  sin  ««  sin  -7-  du , 
0  71  =  1       0 

erhält  er  für  die  B^  ein  unendliches  System  linearer  Gleichungen  der 
in  Nr.  15  besprochenen  Art,  dessen  Auflösung  unter  Benutzung  der 
Entwicklung  (275)  die  gewünschten  Formeln  für  die  B„  liefert. 

C.  G.  J.  Jacobi^^'*)  macht  darauf  aufmerksam,  daß  die  Integraldar- 
steUung  (367),  sobald  man  über  die  kleinsten  Werte  von  n  hinaus- 
geht, kleine  Zahlwerte  als  Differenzen  von  großen  liefert  und  also  zu 
numerischer  Berechnung  wenig  geeignet  ist.  Er  leitet  daher  aus  den 
Formeln  von  Nr.  5  die  folgende 

n  n 

/9-7o\    C       m  7  m(m  —  l)...{m  —  n-\-l)    C       „,    „        .    „„      , 

(o7o)   f   cos"' «cos wart a^ — ^ — - — 7-r -r I  cos"'    "asin'"'aaa 

^       \/  1.3...(2w  — 1)        J 

0  0 

imd  mit  ihrer  Hilfe  die  allgemeine 

(374)  /  /"(cos  «)  cos  na  da  =  —r _        /  /"*")(«)  sin^"  ada 

0  0 

ab.  Von  dieser  letzteren  gibt  er  dann  noch  einen  andern  Beweis,  in- 
dem er  aus  einer  von  Lacroix  gegebenen  Darstellung  der  (w  —  1)'™ 
Ableitung  einer  Potenz  das  Lemma*^^): 

2n  — 1 

/a7R\        ^""^(1  — 2^)    ^  (-l)''-^1.3...(2n  — 1)     .     .  . 

(375)        ^ r =  -^ ^^ sin  in  arc  cos  z) 

und  aus  ihm: 

(376)  '^"''■^~/J    '    dz  =  (—1)"-'  .1.3...  (2w— 1)  cos  nzdx  {z  =  cosx) 


498)  J.  f.  Math.  15  (1830),  p.  3  =  Werke  6,  p.  86;  reproduziert  von  0.  Schloe- 
milch.  Analytische  Studien  2,  Leipz.  1848,  p.  48.  —  J.  Liouville,  der  J.  de  math. 
1  (1836),  p.  195  über  diese  Untersuchung  Jacobis  berichtet,  bemerkt  nicht  ohne 
Berechtigung,  ihre  Anwendung  werde  in  den  meisten  Fällen  an  der  Komplika- 
tion der  Ausdrücke  der  höheren  Ableitungen  scheitern. 

499)  Jacobi's  Beweis  dieses  Lemmas  auch  bei  D.  F.  Gregory ,  esamples  of 
the  processes  of  the  ditf.  and  int.  calc.  p.  501  der  2.  Aufl.  Cambr.  1846  und  bei 
0.  Schloemilch,  Differenzialrechnung,  Greifswald  1847,  p.  90;  /.  Liouville,  J.  de 
math.  6  (1841),  p.  69  gibt  noch  zwei  andere  Beweise,  einen  davon  reproduziert 
/.  A.  Grunert,  Arch.  Math.  Pliys.  4  (1844),  p.  104;  noch  einen  andern,  durch 
Entwicklung  beider  Seiten  nach  Potenzen  von  z,  gibt  M.  Ohm,  System  der  Mathe- 
matik 9,  Nürnberg  1862,  p.  331. 
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ableitet;  wiederholte  partielle  Integration  gibt  dann  wieder  die  Glei- 
chung (374).    Auch  erwähnt  er^""),  daß  in  der  Gleichung 

(377)  f  {cos  a)  cos  na  da 

0 
n 

=f[af^"Ha)  —  &/■("+ 2)(«)  +  c/"<"+*)(«) 1 ]da 

0 

die  Koeffizienten  a,  h,  c,  .  .  .  von  der  Funktion  f  unabhängig  sind, 
sich  also  durch  irgendeine  spezielle  Annahme  dieser  Funktion,  z.  B. 
f(g)  =  cos  kz,  bestimmen  lassen. 

Bei  6r.  Boole'^'^)  erscheint  Jacobis  Formel  (374)  als  Spezialfall 
allgemeinerer  Formeln,  die  entstehen,  wenn  in  Relationen  zwischen 
B-  und  P- Integralen  die  Variablen  durch  Differentialsymbole  ersetzt 
werden. 

E.  E.  Kummer^'^^)  beweist  durch  Entwicklung  beider  Seiten  nach 
Potenzen  von  r  die  Umformungen: 

TT 

2  1 

(378)  J  (p{2re'''  cos  «)e-"'''da  =  sin  nxj  (1  —  i<,)''-'^(p{ru)du , 


(379)  -*  cos  nn  j  (p{2re'''  cos  ix)ae'"'"da  =  f  {l  —  u)''-'^q>{ru)du; 

die  erstere  gilt  für  beliebige,  die  zweite,  aus  ihr  durch  Grenzübergang 
erhaltene,  nur  für  ganzzahlige  Werte  von  w.  Beide  setzen  übrigens 
voraus,  daß  die  Taylorsche  Entwicklung  von  ^(r  +  p)  bis  q  =  r 
konvergiert. 

Auch  eine  von  Ä.  CaucJnß"^)  aus  seinen  Residuensätzen  (Nr.  35) 
abgeleitete  Umformung  sei  hier  noch  erwähnt:  Ist  die  Funktion  /"für 
»"o  <  >■  <  »"i  und  für  aUe  x  stetig,  außer  für  einen  Wert  x  =  a\{r), 
für  welchen  f{x^  +  0)  —  f(Xf,  —  0)  gleich  einer  endlichen  Größe  A 
ist,  so  ist: 

2;i  ^1 

(380)  fmr.e^')  -  /-('o^O]  äx  =  ij  A  ^^  • 

0  ro 

500)  J.  f.  Math.  15  (18:^6),  p.  26  =  Werke  6,  p.  117. 

501)  Camhr.  Dubl.  math.  j.  3^  (1843),  p.  216. 

502)  J.  f.  Math.  20  (1840),  p.  1,  4. 

503)  Paris  C.  R.  18  (184;),  p.  1079  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  233.  Die  Anwendung 
auf  die  in  Nr.  9  besprochenen  Entwicklungskoeffizienten  gibt  deren  Darstellung 
in  der  gewöhnlichen  Form  hypergeometrischer  Integrale. 
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17.  Reihen,  die  Cosinusglieder  und  Sinusglieder  nebeneinander 
enthalten.  Entwickelt  man  im  Intervall  (0  . . .  ;r)  eine  gerade  Funktion 
(p(x)  nach  den  Cosinus  oder  eine  ungerade  Funktion  ri){x)  nach  den 
Sinus  der  Vielfachen  von  x,  so  gelten  die  Entwicklungen  von  selbst 
auch  im  Intervall  ( —  n . .  .0).  Infolgedessen  kann  man,  wie  J. Fourier^"^) 
zuerst  bemerkt  hat,  eine  für  das  ganze  Intervall  ( —  n . .  .n)  gültige 
Entwicklung  einer  beliebigen  Funktion  f{x)  dadurch  erhalten,  daß 
man  sie  als  Summe  der  geraden  Funktion 

(381)  ^(^)  =  M±i:(_=^ 

und  der  ungeraden 

(382)  ^(^)  =  «-)^_-) 

darstellt  und  jeden  dieser  Bestandteile  für  sich  entwickelt.    Die  Inte- 
gralformeln für  die  Koeffizienten  können  dann  vermöge  der  Identitäten 

n  7t 

I  fp{x)  sin  nxdx  =  j  i'{x)  cos  nxdx  =  0, 

— »  —n 

0  n 

j  (p{x)  cos  nxdx  =  /  (p(x)  cos  nxdx, 

-n  Ü 

0  n 

I  tix)  sin  nxdx  ^  I  ip{x)  siu  nxdx 

-n  0 

in  die  Gestalt: 

n 

.„^,s  ^„1  1     /'   ,      f  cos  tlX  ] 

übergeführt  werden,  in  der  nur  noch  die  gegebene  Funktion  f(x)  auf- 
tritt;  und  in  dieser  Gestalt  können  sie  auch  direkt  durch  gliedweise 


504)  Theorie  Nr.  233  =  Oeuvres  1,  p.  227.  In  der  Preisschrift  von  1811  ist 
diese  allgemeine  Auseinandersetzung  weggelassen,  doch  werden  ihre  Resultate 
benutzt.  Theorie  Nr.  396  =  Oeuvres  1,  p.  462  gibt  er  an,  daß  und  wo  das  auf 
(384)  beruhende  Integral  der  Grleichung  der  Wärmeleitung  in  einem  linearen  Leiter 
sich  bereits  in  seiner  ersten  Abhandlung  von  1807  linde;  ff.  Darfeoitx  konstatiert 
Oeuvres  2,  p.  VII,  er  habe  alle  solche  Angaben  mit  Hilfe  des  inzwischen  wieder 
aufgefundenen  Manuskriptes  von  1807  nachgeprüft  und,  wie  nicht  anders  zu  er- 
warten gewesen  sei,  richtig  befunden.     Die  Schlußgleichung  ist  in  der  Form 

/"(a--)  =  —  ^    j t\i)  cos  yrix  —  n^)dl, 

n=-oo  0 

bereits  ann.  chim.  phys.  3,  (1816),  p.  361  mitgeteilt. 
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Integration  der  Reihe 

(;)84)  f{x)  =  ^A^-\-  ^  A^  cos  nx  +  ^  B„  sin  nx 

71=1  n  =1 

unter  Berücksichtigung  der  Identitäten: 

„  [     0  für  m  4=  w> 

/  cos  mx  cos  nxdx  =  |     ^  für  w  =  w  =f=  0, 
~"  l  23r  für  m  =  «  =  0; 

(385)  /  cos  mx  smnxdx  =  0  (auch  für  m  =  n); 

—  71 

^  I  0  für  m  ^  n, 

I  sin  wa;  sin  «.rrfa;  =  |       .  ,    „ 

^^  [  n  tur  m  =  w  =1=  0 

erhalten  werden"^). 

Dieselben  Formeln  finden  sich  bei  Fr.  W.  BesseP'^^),  in  einer  dieser 
Zeit  angehörenden,  erst  kürzlich  veröffentlichten  Niederschrift  von 
C.  F.  Gauß"""),  sowie  bei  G.  Platia'"»). 

In  noch  einfacherer  Gestalt  erscheinen  diese  Sätze  bei  Benutzung 
komplexer  Größen:  Läßt  sich  eine  Funktion  f\x)  durch  eine  Reihe 
der  Form 

(386)  /•(^)=2c„e"'-- 
darstellen,  so  folgt  aus  der  Relation: 

(387)  /  cC» -«)'-<; a:=  { 


0    für    m  =(=  n 
2%     ,,     m  =  n 


505)  p.  230.  In  der  Literatur  der  nächsten  Zeit  wird  meist  nicht  diese,  son- 
dern die  ei'ste  Ableitung  Fouriers  reproduziert;  so  bei  A.  de  Morgan^"'')  p.  777; 
bei  A.  A.  Cournot,  theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  215;  bei  0.  Schloemüch, 
Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale,  Jena  1843,  p.  26;  Analytische  Studien 
2,  Leipzig  1848,  p.  55;  bei  M.  Ohm,  System  der  Mathematik  9,  Nürnberg  1852, 
p.  308. 

506)  Berl.  Abhandl.  1816/17[18]  (ges.  Abhandl.  1,  p.  17);  Zeitschr.  f.  Astron. 
5  (1818),  p.  367.  In  einem  Briefe  an  Olbers  (Briefwechsel  2,  Leipz.  1852,  p.  85) 
wundert  er  sich  darüber,  daß  die  Sache  nicht  bekannt  sei. 

507)  Werke  8,  p.  469.  Der  Herausgeber  erwähnt  p.  603  eine  Tradition,  nach 
der  Gauß  die  Formeln  vor  Fourier  gehabt  habe.  In  einem  andern  Nachlaß- 
fragment (Werke  3,  p.  436;  vom  Herausgeber  p.  494  ins  Jahr  1808  gesetzt)  stehen 
nur  die  Formeln  für  die  Cosinusreihe.  Vgl.  übrigens  die  Tagebuchnotiz  von  1797, 
Nr.  87.  Gauß'  Bekanntschaft  mit  der  Integraldarstellung  für  A^  geht  auch  aus 
dem  zu  Beginn  der  „determinatio  attractionis"  ausgesprochenen  Satze  hervor 
(Gott.  comm.  reo.  4  (1818)  =  Werke  3,  p.  333). 

508)  Torino  mem.  25,  1820,  p.  14-2;  Ableitung  wie  bei  Fourier. 
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(laß 

(388)  '^'n^i  I  fixje-^'^dz 

—  TT 

sein  muß.  In  dieser  Form  erscheint  der  Satz  bei  P.  S.  de  Laplace: 
zuerst ^''^)  für  das  von  e'-^  freie,  dann"''")  auch  für  ein  beliebiges  Glied 
einer  nach  beiden  Seiten  abbrechenden  Reihe  bei  der  Darstellung  des 
mittelsten  bzw.  des  allgemeinen  Gliedes  einer  Binomial-  oder  Poly- 
nomialentwicklung  für  die  Zwecke  von  Wahrscheinlichkeitsunter- 
suchungen, weiterhin^'')  für  eine'  nur  Glieder  mit  positivem  n  ent- 
haltende Reihe  als  ein  Mittel,  um  aus  der  Darstellung  der  Lösung 
einer  Differenzengleichung  mittelst  einer  erzeugenden  Funktion  ihre 
Darstellung  durch  ein  bestimmtes  Integral  abzuleiten.  Später  ist  diese 
Darstellung  von  Ä.  Caiichy  viel  benutzt  worden^'");  selbständig  scheint 
sie  auch  Ä.  Qu.  Gregan-Craufurd^^^)  gefunden  zu  haben. 
H.  G.  V.  Scliniidten'^*)  erhält  die  Formel  in  der  Gestalt 

bei  Gelegenheit  von  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  Berechnung 
bestimmter  Integrale  durch  Reihenentwicklung,  durch  Grenzübergang 
von  Potenzen  zu  Exponentialfunktionen. 

Von    den    Formeln    dieser    Nummer    kommen    Deflers'"^'-')    und 


509)  Paris  mem.  1782[85]  =  Oeuvres  10,  p.  270;   reproduziert  theorie   ana- 
Ijtique   des   probabilite's ,   Paris   1812,  p.  152   der  Ausg.   von   1847  =  Oeuvres  7, 


p.  140.    Da  er  mit  einer  geraden  Funktion  zu  tun  hat,  schreibt  er 


if 


tl 


510)  Paris  mem.  10,  1809[10]  =  Oeuvres  12,  p.  309;  probab.  p.  149. 

511)  Probab.  p.  84.  Er  findet  aber,  wegen  der  komplexen  Form  könne  man 
doch  nichts  damit  anfangen,  und  wendet  sich  wieder  anderen  Darstellungsformen 
zu.    Übrigens  hat  er  hier  ( —  n  ■  ■  ■  -\-  -x'^  als  Integrationsgrenzen. 

512)  Z.  B.  Paris  C.  E.  11  (1840),  p.  468;  12  (1841),  p.  89;  13  (1841),  p.  318, 
851;   15  (1842),  p.  264  =  Oeuvres  (1)  5,  p.  303;  6,  p.  22,  282,  356,  7,  p.  95. 

513)  Essay  on  the  development  of  functions,  Lond.  1844,  p.  28. 

514)  Ann.  de  math.  12  (1822),  p.  216;  in  wenig  veränderter  Gestalt  disqu. 
de  seriebus  et  integr.  def. ,  Havniae  1825  (nach  dem  Bericht  Bull.  Ferussac  6 
(1826),  p.  105).  Er  geht  von  der  Auffassung  der  Integration  als  einer  distribu- 
tiven Funktionaloperation  (II  All,  Pincherle,  Nr.  6,  p.  768)  aus. 

515)  Bull,  philomat.  1819,  p.  165. 
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Poisson^^^)  zu  denjenigen  der  vorigen  zurück,  indem  sie  die  ersteren 
auf  eine  Funktion  anwenden,  die  im  Intervall  (0  .  .  .  n:)  mit  f(x),  im 
Intervall  ( —  :;t  .  .  .  0)  mit  0  identisch  ist,  und  die  so  erhaltene  Glei- 
chung mit  der  entsprechenden  Entwicklung  von  f{ —  x)  verbinden. 

Einfacher  kann  dieser  Rückweg  dadurch  gefunden  werden,  daß 
man  die  ersteren  auf  eine  gerade  bzw.  ungerade  Funktion  anwendet. 
Mit  dieser  Auseinandersetzung  hat  W.  Thomson  (Lord  Kelvin),  der 
eine  Bemerkung  darüber  bei  Fourier  vermißte,  seine  wissenschaftliche 
Tätigkeit  eröffnet 5"). 

Daß  man,  wenn  man  in  den  Integralen  (383)  statt  von  0  bis  27i 
nur  von  0  bis  %  integriert,  die  Entwicklung  einer  Funktion  erhält, 
die  von  0  bis  jt  gleich  f{x),  von  n  bis  2'ji  gleich  0  ist,  verifiziert 
Ä.  de  Morgan^^^)  noch  mit  Hilfe  derjenigen  für  das  Intervall  (0  .  .  .  jr) 
geltenden  Entwicklungen  von  fix),  die  nur  Sinus-  oder  nur  Cosinus- 
glieder enthalten. 

Ersetzt  man  in  den  Gleichungen  (383)  die  Variable  x  durch  -j- , 

also  die  Integrationsgrenzen  durch  +  l,  und  schreibt  dann  für  ^(y) 
wieder  fix),   so   erhält  man   die  für  — Z  <  a;  < -(- Z  gültige  Formel: 

(389)  f{x)  =  1  ^„  +2  [^.  cos  ^^  +  B^  sm  "f"-]  , 

mit: 


(390)  ^j  =  \jm 


cos  1  nna.    , 

—,-  da . 
sin  )       l 


Man  kann  auch  noch  den  Anfangspunkt  der  Abszissen  verlegen 
und  dann  schreiben: 

(391)  fix)  =  I  ^0  +  J'  [ä„  cos  l^  +  B,  sin  ^^"f  ] ,      a<x<b, 

n  =  l 

mit: 

6 

ror\n\  ^n]  -         C j-r   ^  (cos)   2«jta   , 

(392)  j;^ I  =  ^—  J  fia)  l^Jit^-Jcc. 

Die  erste  Umformung  ist  von  Foiirier^^^)  angegeben;  sonst''^°)  werden 

516)  J.  :ßc.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  424;    19  (1823),  p.  436;   chaleur  p.  191. 

517)  Cambr.  math.  j.  2^  (1841),  p.  258  (P.Q  R.  gezeichnet)  =  Math.  phys. 
papers  1,  p.  1.  Die  Sache  ist  bei  ihm  etwas  umständlicher  ausgedrückt,  da  er 
nicht  — 51  und  -J- 3i,  sondern  0  und  2n  als  Integrationsgrenzen  hat. 

518)  Diff.  and  int.  calc  ,  London  1836/42,  p.  777. 

519)  Preisschrift  von  1811,  p.  329;  theorie  Nr.  234  =  Oeuvres  1,  p.  231. 
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die  Formeln  auch  vielfach  gleich  in  dieser  Gestalt  abgeleitet;  in  der 
zweiten  Gestalt  erscheinen  die  Formeln  bei  Ä.  Cauchy^^^). 

18.  Entwicklung  nach  den  Funktionen  der  ungeraden  Viel- 
fachen des  Arguments,  a)  Die  Reihen  von  Nr.  5  enthalten  nur  un- 
gerade Vielfache  des  Arguments,  wenn  der  Exponent  eine  ungerade 
Zahl  ist.  Ist  er  eine  positive  solche  Zahl,  so  brechen  sie  ab;  ist  er 
eine  negative,  so  divergieren  sie;  so  schon  die  beiden  von  L.  Euler 
gleich  bei  seiner  ersten  Beschäftigung  mit  solchen  Reihen  ange- 
gebenen^-'): 

(393)  cos  X  —  cos  3x  +  cos  5x 1 . .  .  =  k—z—> 

(394)  sin  a;  -f  sin  3a;  -f  sin  5a;  +  +  H =  ^-^i^- 

Dieselben  Reihen  und  außerdem  die  beiden  ebenfalls  divergenten: 

(395)  cos  X  -\-  cos  3a;  +  cos  5a;  -| — i — |-  •  ■  ■  =  0, 

(396)  sin  a;  —  sin  3  a;  +  sin  5  a; 1 .  .  .  ==  0 

erhält  er  auch  noch,  indem  er  in  den  Gleichungen  (4),  (5)  a;  =  2a  setzt *^^). 
In  der  Literatur  der  folgenden  Jahrzehnte  treten  sie  dann  häufig  auf; 
so  bei  Ä.  J.  LexelP''%  bei  Klügel^^%  bei  Tralles''%  bei  S.  D.  Foisson"^'), 
bei  J.  A.  Eytelwein'-''^),  bei  E.  Brem^^%  bei  B.  Lohatto'""'). 

b)  Allgemein  treten  nur  Funktionen  der  ungeraden  Vielfachen  des 
Arguments  auf,  wenn  eine  der  Gleichung  f{%  —  2;)  =  —  fix)  ge- 
nügende Funktion  nach  den  Cosinus,  oder  eine  der  Gleichung  f{%  —  x) 
=  fix)  genügende  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  des  Arguments  ent- 
wickelt wird.     Derartige  Entwicklungen  können  also  dadurch  erhalten 


520)  Z.  B.  bei  Poisson,  J.  e'c.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  433. 

521)  Exerc.  de  math.  2,  1827  =  Oeuvies  (2)  7,  p.  410;  vgl.  dazu  die  Be- 
merkungen p.  429.  Bei  0.  Schloemilch,  analytische  Studien  2,  Leipz.  1848,  p.  57 
ist  zwar  b  auch  beliebig,  aber  a  gleich  Null  genommen. 

522)  Petrop.  n.  comm.  5  (1754/55[60]),  p.  169,  172. 

523)  Ib.,  p.  2U3. 

524)  Ib.,  18  (1773),  p.  44,  49. 

525)  Mathematisches  Wörterbuch  2,  Leipz.  1805,  p.  588. 

526)  Berlin  Abhandl.  1812/13[16],  p.  239. 

5-27)  J.  ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  315;  19  (1823),  p.  409.  Die  Reihe  (396) 
erscheint  auch  in  der  2.  (nicht  in  der  1.)  Auflage  von  Poissona  traite  de  mecanique  1, 
Paris  1833,  p.  638  als  Entwicklung  einer  Funktion,  die  im  Intervalle  {0  .  .  .  n) 
überall  gleich  Null  ist,  außer  bei  x  =  :r/'2. 

528)  Grundlehren  der  höheren  Analysis  1,  Berlin  1824,  p.  451. 

529)  Treatise  on  the  summation  ot'  series,  Belfast  1827,  p.  83;  vgl.  aber 
Note  84). 

530)  Recherches  "'),  p.  3,  5. 
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werden,  daß   die  Eatwickliing   irgendeiner  Funktion  f{x)  mit  der  von 

f{%  —  X)    durch    Subtraktion    bzw.    Addition    verbunden    wird.       In 

dieser  Weise  hat  bereits  J.  Landen  aus  der  Gleichung  (110)  erhalten*"): 

/„riTN                    ■           I     sin  3  j;    ,    sinöa;    .       .      ■  st 

(397)  sina;H ^   -+  --^- +  + -}-...=  _: 

aus  der  Gleichung  (113)*^^): 

/ono\  1     cos3x    .     cosöx     .       .       .  n  ( n  \ 

aus  der  Gleichung  (14)'''^): 
(399j  rcosa;+  3  cos  3  a:  +  -  cos  o  3;  +  +  +  •  ■  ■  =^  -  log  ^—  ^ ^  ^^^  ^  _|_- , ; 

und  aus  (320)  und  (323)^»*): 

/.i/->i\        cos  3  a;    1     coaöa:    ,     cos  7a:    ,      ,      , 
(401)      j^2'  +  2V-3.  +  W.\^  +  +  + 


=  4(- x\  sinx-f-  i— 2;ra;  +  2a;^  —  31  cos  x, 


/i/^L-i,  cos  3a;       .       cos  5a;       ,       cos  7a;      ,      ,      , 

(^02)       ,..-pTT.  +  gr^TTy.  +  ^y:y.  +  +  + 

=  g  sin  2x  +  j|^  (1  -  x)  cos  2a;  -  y  cos  :r  +  ^(;r  -  2x). 

Andere  Reihen  dieser  Art  erhält  er  durch  Anwendung  des  Ver- 
fahrens der  Nr.  2  auf  Potenzreihen,  die  nur  Glieder  mit  ungeraden 
Exponenten  enthalten,  so  aus  der  Reihe  für  arctg^*^*): 

,.r^n\  cosS.'c    .     COS  5a;  1  n 

(403)  cosa; ^^  +  ^ \ =  T^ 

und  in  ähnlicher  Art*^*): 

,  tr\A\  ■  s    •     Q        I      ö    •     r;  I  (1— r)8ina; 

(404)  r  sin  x  —  r^  sm  Sx  +  r"  Bindx 1 =  (i_ry^  ircos^' 

■Ar\-\                            ■!         o        1       5          -               1  (l+r)co3a; 

{40o)  r  COS X  —  r^ cosdx  -\-  r^ COS  ox \ =  jr_ry  +  irTQ'^ 

631)  Math,  memoirs  1,  Lond.  1780.  p.  70. 

532)  p.  74. 

Ü33)  p.  104;  für  r  =  1  schon  p.  81,  aus  Gleichung (144).  Vertauschung  von  x 
mit  7C  —  X  ist  hier  gleichbedeutend  mit  Vertauschung  von  r  mit  —  r.  Für  r  =  1 
steht  die  Reihe  auch  bei  Tralles,  Berlin  Abh.  1812  13[16].  p.  233. 

534)  p.  78,   79. 

535)  p.  80. 

536)  p.  100,  102.  Die  Reihe  (407)  ebenso  bei  L.  Euler,  Petersb.  mem.  6 
(1812[15]),  p.  65  (von  1780),  die  Reihe  (406)  bei  Querret  anu.  de  math.  13  (1822/23), 
p.  354  (ihre  Summation  war  ib.  p.  247  als  Aufgabe  gestellt  worden).  Bedenken, 
die  man  gegen  das  Rechnen  mit  trigonometrischen  Funktionen  imaginären  Argu- 
ments haben  könnte,  glaubt  er  p.  393  dadurch  beseitigen  zu  können,  daß  er  in 
die  Integraldarstellung   der  cyklometrischen  Funktionen  eine  komplexe  Variable 
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und  daraus  durch  Integration: 
(4üo)    r  cos  X cos  ox  -f-  -r  cos  öx 1 =  Y  arc  tg     _  ^  > 

oder  durch  eine  geeignete  Modifikation  des  Verfahrens,  das  ihn  zu  den 
Reihen  (320) — (324)  führt,  so  aus  dem  Integral 

die  Reihe  ^ä'): 

/jr\c,\Bi^^^        sin  ÖX    ,     Bin  7  a;  ,  /tt'        <r>    9   i    o\    ■  a 

(408)  -jrr2i  —  ^7^i  +  3VT«  —  H =  (y  —  2aj2+  3)  sm  a;  —  4a;  cos  x. 

c)  Die  Formel: 

,  ,,^r>^  ^x  .  Bin  Sx    ,     sin  bx  , 

(409)  —  =  Bin  a; ^  -  +  -^ \ 

hat  L.  Euler'°^^)  durch  Spezialisierung  von  v  aus  seiner  allgemeineren 
Gleichung  (141)  erhalten;  Differentiation  gibt  ihm  die  Gleichungen 

/ , ,  ^v  TT  COS  3  a;    ,    cos  5  a;  , 

(410)  -  =  cos  a; 3--  +  -y \ 

und  (396),  Integration: 

,m,         n   In-  ,\  cos  3x    ,    cos  5  a;  , 

Fourier  leitet  die  Gleichung  (410)  zunächst  auf  dem  in  Nr.  15 
zu  besprechenden  Wege  ab;  nachher  verifiziert  er  sie  noch  mit  Hilfe 


einführt.  Die  Reihen  (406  und  (407)  stehen  auch  bei  /.  Dienger,  J.  f.  Math,  34 
(1847),  p.  241  (von  1845);  (407)  auch  hei  M.  Ohm,  System  der  Mathematik,  8, 
Nümh.  1851,  p.  12(5;  9  (1852\  p.  323. 

537)  Landen  p.  75. 

538)  Opusc.  analyt.  1,  Petrop.  1783,  p.  173  (von  1772).    Daß  die  Gleichung 
nur  für 


richtig  ist,  während  für 
der  Wert  der  rechten  Seite 


■X  331 


ist,  bemerkt  erst  Fourier  Paris  mem.  4  (1819/-20[24]),  p.  314;  ann.  chim.  phys.  3 
(1816),  p.  3G2;  theorie  dela  chaleur  Nr.  228  =  Oeuvres  1,  p.  221,  ebenso  Poinsot  "^ 
und  Peacock.  Brit.  assoc.  rep.  3,  f.  1833,  p.  253. 
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der  Gleichung  ^^''i 

^j,n\                      cos  3a;     ,     cos  5a;          ,  (—1)^  zn  at       .in 

(412)    cos  X \- \ hr^i  cos(2i^^—  l)x 


IJ 


sin  2  Na  , 
da 


und  nait  Hilfe  der  Arcustangensreihe'^'').  Die  Reihe  (398)  gewinnt 
er  mit  Hilfe  der  Iiitegraldarstellung  der  Koeffizienten^*').  Durch  Inte- 
gration erhält  er  noch  (409)^*2). 

Sonst  werden  alle  diese  Reihen  vielfach  aus  der  Integraldarstel- 
lung der  Koeffizienten  abgeleitet;  so  bei  D.  F.  Gregory^^^),  J.  M.  C.  JDu- 
JiameP^),  0.  Schloeniilch^*%  M.  Ohm^^^).  V.  A.  Lebesgue^")  beweist 
die  Richtigkeit  von  (397)  für  xjx  =  einem  irreduzibebi  Bruch  mit 
durch  4  teilbarem  Nenner  direkt  mit  Hilfe  der  Partialbruchzerleguug 
der  trigonometrischen  Funktionen  und  der  Summeuformeln  II  A  9  a  (3). 


539)  Paris  me'm.  4  (1818/20[24])  (Preisschxiftj  von  1811),  p.  270;  Theorie 
Nr.  179  =  Oeuvres  1,  p.  159.  —  Er  bemerkt  (Preisschrift  p.  273;  Theorie  Nr.  184 
=  Oeuvres  1,  p.  164),  daß  man  auch  die  Gleichung  (397),  —  die  er  irrtümlicher- 
weise für  neu  hält  —  so  gewinnen  könne;  die  Ausführung  dieser  Rechnung 
findet  sich  bei  Beflers,  Bull,  philomat.  1819,  p.  163.  Das  Gültigkeitsintervall 
bestimmt  sich,  wie  Fourier  bemerkt,  bei  diesem  Verfahren  dadurch,  daß  nicht 
über  eine  ünendlichkeitsstelle  weg  integriert  werden  darf;  S.  Earnshaw  (Cambr. 
trans.     8,,    1847,    p.  267)    bestimmt    es    durch    Grenzübergang   von    der    Reihe 

^   +    -  cos  n  X  her. 
^J  ~  n 

540)  Ann.  chim.  phys  3  (1816),  p.  360;  Theorie  Nr.  189  =  Oeuvres  1,  p.  169. 
Er  benutzt  übrigens  nicht  die  Entwicklung  von  arc  tg  2  selbst,  sondern  die  von 
arc  tg  « -|- arc  tg  s~ ',  obwohl  er  selbst  bemerkt,  daß  diese  für  alle  reellen  s 
divergiert.  Die  Ableitung  aus  der  Arcustangensreihe  auch  bei  M.  Lobatto,  Re- 
cherches  -°),  p.  9  und  bei  M.  Ohm,  System  der  Mathematik  8,  Nürnberg  1851, 
p.  126. 

541)  Preisschrift  p.  305,  310;  Tht=orie  Nr.  222,  225  =  Oeuvres  1,  p.  212,  216; 
ebenso  G.  Frullani,  Ricerche  sopra  le  serie,  Firenze  1815,  p.  61.  Mem.  soc.  ital. 
18  (1820),  p.  517  (von  1818)  gibt  Frullani  die  Reihe  als  Beispiel  für  die  zweite 
seiner  hier  in  Nr.  15  besprochenen  Methoden. 

542)  Preisschrift  p.  272;  Ann.  chim.  phys.  3  (1816),  p.  362;  Theorie  Nr.  181 
=  Oeuvres  1,  p.  KU. 

543)  Cambr.  math.  J.  I3,  1838,  p.  117. 

544)  Cours  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  170. 

545)  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale,  Jena  1843,  p.  18,  22;  ana- 
lytische Studien  2,  Leipz.  1843,  p.  43,  45. 

546)  System  der  Mathematik,  9.    Nürnb.  1852,  p.  322. 

547)  J.  de  math.  15  (.1850),  p.  235. 
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Indem  er  dann  x  durch  x  -\-  -^  und  durch  ^  +  -^  ersetzt,  erhält  er 
die  Summen  der  Reihen, 

"^  ( IN      2       sin(2w-)-  l)x 

^  V       ^)  2n  +  l       ' 

(413)  ":"     ^,^^ 

"^  / 1 N      2       Bm(2w+  l)a; 

^  •-  -'  2m4-1 

Daß  die  Summen  der  Reihen 

(A\A\  ■Sri(-l)"sin(2«  +  l)x  -^  (— 1)"  cos  (2w  +  l)a; 

l*i*;  ^  (2«+l)^"'  '       ^         (2«  +  !)-"'  +  ' 

n=0  ^  71  =  0 

für  jedes  positive  ganzzahlige  m  gleich  rationalen  ganzen  Funktionen 
von  X  sind,  zeigt  J.  Fr.  Pfaff'"^^)  auf  dem  in  Nr.  7  erwähnten  Wege, 
Ä.  M.  Legendre^^)  durch  Entwicklung  beider  Seiten  der  Gleichungen 
(437)  und  (438)  nach  Potenzen  von  jt  und  Koeffizientenvergleichung. 
Ä.  L.  Cauchy  gewinnt  die  ersten  von  ihnen  aus  der  Integraldarstellung 
der  Koeffizienten;  allgemeine  Ausdrücke  ihrer  Summen  durch  Residuen- 
formeln erhält  er^^"),  indem  er  die  Formehi  (119),  (120)  (vgl.  (125)) 
mit  den  aus  ihnen  durch  die  Substitution  von  2x  für  x  entstehenden 
verbindet.  Daß  die  Koeffizienten  dieser  ganzen  Funktionen  von  x  sich 
durch  die  Summen 

(415)  1"-  —  2'"  +  3'"  —  4-  -I ^x"' 

ausdrücken  lassen,  scheint  zuerst  J.  Dienger^^^)  bemerkt  zu  haben; 
wird  zur  Abkürzung 

(416)  1  -  ^  +  ^.^  -  -2^^A  +  -  +  -•■  =  F„ 


548)  Versuch  einer  neuen  Summationsmethode,  Berlin  1788,  p.  38. 

549)  Exerc.  de  calcul  int.  2  (1817),  p.  170  (publ.  1815);  ebenso  S.D.  Poisson, 
3.  Ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  313,  der  es  übrigens  bequemer  findet,  sie  von  der 
divergenten  Reihe  (395)  aus  durch  sukzessive  Integrationen  zu  erhalten.  Später 
(mecanique  1,  p.  651)  bestimmt  er  die  Koeffizienten  für  2m  ^2  mit  Hilfe  der 
Integraltheoreme  und  integriert  erst  dann.  Wenn  er  ib.  2,  p.  345  die  Reihe  für 
2»n-|-l  =  l  nicht  direkt  aus  dem  Integraltheorem  ableitet,  sondern  dieses  erst 
auf  die  Funktion  x  anwendet  und  dann  differentiiert,  so  beruht  das  auf  den 
unter  '"**)  erwähnten  Bedenken.  Die  aus  diesen  Formeln  sich  ergebenden  Ent- 
wicklungen der  Potenzen  von  x  direkt  aus  der  Integraldarstellung  der  Koeffi- 
zienten bei   W.  B.  Hamilton,  Dubl.  trans.  19  fl843),  p.  297. 

550)  Exerc.  de  math.  2,  1827  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  420. 

551)  J.  f.  Math.  34  (1847),  p.  95;  in  anderer  Form  p.  97. 
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gesetzt,  so  lauten  seine  Gleichungen: 

r417^     ( -  IV«  y  (-i)''coB(2n  +  i)^  _  «    x^™  ^"""' 

^,*J-U       V       '^J   j^        f2n  +  l)^"'+^  4    (2m)!  ^-^1  (2m -2)! 

n  =  0  '        ' 

+  ^^-2S)T  +  ---  +  ^.- 

r-J.!  8^       r_  1>'  V  (~-l)"8ii(2w+I)a:  ^  ^      a:"""'        ,     p      a:""'"^ 
(•iiöj       (       ij    ^         (2«  +  !)^'"  +  ^  *    (2m  — 1)!     >" -^i(2m  — 3)! 

j.  =  o  ■     ^ 

2m -5 

+  F^^ .--   -i \-  F^     ,X. 

'        ''(2  m  —  5) !      '  '        >"  - 1 

Die  Summen  lassen  sich  ihrerseits  aus  den  in  Nr.  7  besprochenen 
BernouUischeu  Funktionen  und  den  Summen 

(419)  1'"  +  3'»  +  5"'  +  .  •  .  +  p  -  ^-]"' 

ableiten.  Für  die  letzteren  geben  J.Fr.  W.HerscheP'°^)  und  H.Breen^^^) 
Auedrücke  vermittelst  der  Differenzen  der  NuU;  für  die  ersteren  selbst 
gibt  Oettinger^^*)  kombinatorische  Ausdrücke. 

0.  Schloemilch^^^)  erhält  aus  den  Formeln  von  Nr.  7  durch  end- 
liche Sumniation 

3t    /jt  \  "VI  cos(2w  -|-  l)x 

(420)  ^  '^^  ~  ""^  ~ Ifr'o  ^oB(2V+'i)h 

0<{x  +  h)<7l,        -2  <'*<!• 

d)  Die  Entwicklungen  der  Potenzen  von  cos  x  oder  von  cos  2x 
nach  den  Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  x  erhält  A.  Cauchy^^^) 
durch  geeignete  Kombination  von  speziellen  Fällen  seiner  allgemeinen 
Formel  (421). 

Für  die  Potenzen  von  cos  „  und  sin  —  finden  sich  derartige  Ent- 
wicklungen bei  F.  F.  Kummer"^''). 

e)  Ä.  Cauchy'"^'^)  erhält  durch  Kombination  der  Entwicklung  (96) 
mit  derjenigen,  die  aus  ihr  durch  Ersetzung  von  a  durch  2  a  hervor- 
geht,  die  folgende   Entwicklung  der  Potenzen  von  cos'"  x  nach  den 


552)  CoUection  of  examples  (221),  p.  .'>2  der  Übei-setzung. 

553)  Treatise  (,221),  p.  21. 

554)  J.  f.  Math.  16  (1837),  p.  187. 

555)  Theorie  der  Diflferenzen  und  Summen,  Halle  1S48,  p.  129.    Muß  x  ein 
ganzzahliges  Vielfaches  von  h  sein? 

556)  Exerc.  de  math.  2,  1827  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  424. 

557)  J.  f.  Math.  14  (1835),  p.  119. 

558)  Exerc.  de  math.  2,  1827  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  424. 
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Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  ux: 

(An\   pn-,m^  -"^('»  +  ^)  ^ C08(2«  +  l)orx 

^^^  2"'-i      ^^    j./m  +  (2n+l)a   ^     N  ^ /m  -  (2tt  +  1)«   ^     \ 

speziell  für  «  =  1  außer  [Eulers]  Gleichung  (361)  noch: 

,  ,  ,^,  o  8  rco3  X     ,     cos  3a;  cos  5x    ,     cos  7a;  ,  l 

(422)  cos^x  =  -[^^  +  j^3-^-^^.-^  +  ^^^-  + J, 

und  für  a  =  ^•. 

(423)  — ;=  =  cos  X  -\-  —  cos  3a; cos  5a; z-cos  Ix  -\-  -\ 

(-T<-<f). 

/i.iix   «COS  2a;        cosa;    ,    cos  3a;    ,    cos  öx       cos  7  a;       cos  9x    ,      , 

(-f<-<T)- 

£.  E.  Kummer^^^)  gewinnt  Formeln  derselben  Art,  zunächst  für  a=  l, 
indem  er  die  Entwicklungen  der  Potenzen  von  cos  x  nach  den  Cosinus 
der  geraden  Vielfachen  von  x  noch  mit  cos  x  multipliziert  und  die 
Produkte  trigonometrischer  Funktionen  in  Summen  vei wandelt;  so  er- 
hält er: 

I  2  cos  a;  1'"  |  _     r(m  +  2)      f  ( cos  \  m  —  i  f  cos  \ 

(^25)  |2sina;|"')         /j. /"'  + 3\\'Llsin  J  ^  +  ,„  + 3  Isin  J  ^^ 

I    Cm-l)(»n-:^)/cosl  1 

-r  (w  +  3)(m+5)  Isin)        "^       J' 

wodurch  die  Bestimmung  des  Koeffizienten  B  in  Poissons  Gleichung 
(62)  geleistet  ist.  Die  Annahme  m  =  0  gibt  wieder  die  Gleichungen 
(397),  (403),  m  =  2  gibt  (422). 

Weiterhin^*")  kommt  er,  indem  er  die  Gleichungen  (425)  mit- 
einander multipliziert,  dann  rechts  die  Produkte  trigonometrischer 
Funktionen    in    Summen    verwandelt    und    schließlich   noch    x    durch 

— X   ersetzt,    zu    Entwicklungen    der    Potenzen    von    cos    2a;    und 

sin  2a;  nach  den  Cosinus  oder  Sinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  X] 


55'J)  Preisschrift  Halae  183-2,  p.  13;  J.  f.  Math.  14  (1835),  p.  111,  121. 

ö6U)  PreisBclirift  Halae  p.  19.  Die  Gleichungen  (426)  und  (428)  sind  insofern 
vollständiger  als  (423)  und  (424),  als  sie  die  Summen  der  Reihen  auch  außerhalb 
der  dort  allein  berücksichtigten  Intervalle  augeben. 
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speziell  zu  den  folgenden: 

(426)  cos  X  -\-  Y  <^os  3a; r-  cos  bx z-  cos  Ix  -\ — j ■  ■  ■ 

jjy''  (-"<-<v). 
I  »       (t<-<¥)^ 

(427)  sin  a;  —  y  sin  3  a;  —  y  sin  5  a;  +  y  sin  7  a;  -j h  "  '  ' 

\ir^     (f<-<¥). 
I  ö    (-T<'<-')^ 

/.r.r>\    4'l/2rco8x     ,     COS  3x     ,     cos  5x          cos  7x          cos  9x     ,      ,  1 

(^2^)      «    LtT3-  +  ^^  +  -3T^ 6T^-TTir  +  + J 

jcos  2a;       (— f  <^<t)' 
"I     «  (f<-<T'); 

/.o.n\        il/irsinx         sin3x    ,    sin  5x    ,    sin  7x  ,      ,  "| 

(429)  ^LTTT-'-l-Ti-  +  -3Tr  +  TT9 +  +  ---J 

I COS  2a;  (t<^<t)' 

ö  (-f<-<T)^ 

/jorv\         8  rcosx         cob3x        cosSx         cosTx  "1  .     „ 

(430)  ^LT:T--i^--3ry---^9- J  =  sm2a; 

(P<X<  7t), 

/ 1  o  <  ^         8  rsin  X     ,    sin  3  X         sin  6  x    ,    sin  7  x  ,         "1  .     „ 

(-f<-<f)- 

Wiederholung  des  Verfahrens  führt  zu  entsprechenden  Entwicklungen 
der  Potenzen  von  cos  2''a;  und  sin  2''a;  für  beliebige  ganzzahlige  r^*'). 
Andererseits  erhält  er,  indem  er  immer  wieder  die  Funktionen 
des  ganzen  durch  die  des  halben  Winkels  ausdrückt,  auch  Entwick- 
lungen von  cos  -?  nach  den  Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  von  x; 
speziell^"): 


561)  Ib.  p.  21;  ausführlicher  J.  f.  Math.   U  (1835),  p.  114. 

552)  Ib.  p.  .SO.  Von  den  entsprechenden  Formeln  für  die  Potenzen  der 
Cosinus  solcher  Winkel  gibt  er  nur  den  Weg  zu  ihrer  Ableitung  und  eine  Inte- 
gral darstellung  der  Koeffizienten. 
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(432)   cos~  =  y-  +  J;-[^-^-^--  +  ^^^^^ 

-r3Ti4Tl5  +  -  +  ---J    (-Y<^<  2)' 
//iQ-^\  ^         l/^    I    4l/2r2V2  — 1  ,61/24-1  „ 

(43d)    cos  y  =  ^~  +  -l^  [-;- 2^  cos  a;  +  -»^g^  cos  3aj 

+  ?^eos5.  +  +  +  ...] 

(|-<.<:r). 

Andere  ;Formeln    dieser  Art   hat  Kummer   aus   der  Theorie  der 
hypergeometrischen  Reihen  erhalten;  so  die  folgende*''') 

(434)  cos  :c  r  (^ ,  ^+- ,  -5^ ,  cos^  a;) 

\  2    ;       r  (tt -j_  1)  (|j -|.  1) 

=  ^/3-.X      /B-gx  [^^^  ^  +  -(.-3)^-3)  «-  3X 

Wird  in  ihr  speziell  u  =  —  ß  =  fi  genommen  und  x  durch  —  —  x 
ersetzt,  so  ergibt  sie  (432). 
f)  Die  Entwicklungen 


(435) 


Ä     am  (IX    •^^  (— l)"sin(2w-)- l)a; 

m 
n_    coBftx   "«yl  (— l)"(2w+  1)  COB  (2n+  l)a; 


^        ^  i~l^~^  (2n+l)'-^» 


Ä^    Sin  fix   ■^  (—  1)"  sin  (2  n -j-  l)x 


(437)  —    '^'"'^^   =  "V 


(2«  +  l)'+^^ 


(438) 


Ä^    Soj^a    ■^  (— l)"(2w  +  l)  cos  (2w  -f  1)« 

i     ^.l^x    —Zj  (2»  +  l)=  +  ,a» 


hat  schon  J.  i<V.  P/fl/f  auf  ähnlichem  Wege   wie  die   Summen  (279) 
erhalten^").    Als   Partialbruchzerlegungen    der   als    Funktionen   von   ft 

563)  J.  f.  Math.  15  (1836),  p.  170. 

564)  Versuch  einer  neuen  Summationsmethode,  Berlin  1788,  p.  46,  62 
Wenn  }i  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist,  werden  die  beiden  ersten  Formeln  illusorisch; 
ist  es  eine  gerade,  so  werden  sie  mit  den  später  von  ff.  Frullani  *"')  gegebenen 
identisch. 
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betrachteten  linken  Seiten  treten  sie  bei  A.  M.  Legendr e^'^^),  bei 
A.  Caudiy'"^^)  und  bei  A.  de  Morgaii"^'')  auf.  Letzterer  hat  übrigens 
an  Stelle  von  (4P)8): 

(ioq\  ^   I  1   _Sli."-^  \  ^^  "S^  (—1)"     co8(2w+l)a; 


Ä.  D.  Foisson^^^)   gewinnt  die  Gleichung  (438),   indem   er   in  (282)  x 
durch  X  -{-  —  ersetzt  und  die  Eesultate  verbindet. 
g)  E.  Lohatto^^^)  hat  die  Gleichungen: 
^     ,-2''  +  i    [cos(2)i  +  l)x)        (Sin 


(440)  >  -TT — T-—- 1        ■  ,  ^        ==1^.1  ()•  cos  x')  sin  {r  cos  x). 
^       ^  jl^^  (2W  +  1)!  |sin(2«+  l)a:|         leo|  1^  '  ^  ' 

Bei  J.  Fr.  Enche^'"')   erscheinen   die   Reihen   (406)    und   (407 !    in 

den  Formen: 

,  ,     /  cos  S  sin  s  cos  x  \ 

4-  arc  tg ^ — .-^— 

°  \    cos  E  +  sin  0     / 

(441)  ^(_l)«     ,  .  /„  ^n2«  +  1 

=  2  2n+-X  (*S  2  *§  U  +  2)  ^°^  (2«.  +  1)  X, 

ji=0 

(442)  ilog  |J:.«J^Ji^^  =  y      1      (tg,)3.  +  i  cos  (2w  +  l):c, 
V        /         -4      °  1  —  Sin  w  COS  X         .^  2 « +  1 

n  =  0 

sowie  noch  in  verschiedenen  ähnlichen. 
J.  L.  Baabe^'"-)  gibt  die  Gleichung: 


565)  Exerc.  de  math.  2  (1817),  p.  169  (publ.  1815). 

566)  Zuerst  Paria  mem.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  472  (von  1814), 
dann  mit  vervollständigtem  Beweis  Exerc.  de  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7, 
p.  380,  384.  Auch  aus  den  ib.  p.  421  gegebenen  Entwicklungen  von  e''^  würden 
sich  (437)  und  (438)  durch  geeignete  Kombination  ableiten  lassen. 

567)  Differential  and  integral  calculus,  Lond.  1836/42,  p.  669. 

568)  J.  fic.  polyt.  cah.  IS  (1820),  p.  312;  0.  Schloemilch,  Beiträge  zur  Theo- 
rie bestimmter  Integrale.  Jena  1843,  p.  24,  gewinnt  in  analoger  Weise  die 
Formel  (382). 

569)  Recherches  *'),  p.  15. 

570)  Astr.  Nachr.  24,  1846,  col.  161. 

571)  Differential-  und  Integralrechnung  2;,  Zürich  1843,  p.  388.  Er  stellt 
zuerst  eine  Funktion,  die  die  angegebenen  Werte  nux  in  dem  Intervall 


i- 


4«-fl  4n+l     \ 


hat,  außerhalb  desselben  überall  Null  ist,  durch  ein  Fouriersches  Integral  dar 
und  führt  in  diesem  den  Cirenzübergang  zu  n  =  c»  mittels  der  Poissonschen 
Formel  (292)  aus.  Für  0  <  j;  <  jr/2  läßt  sich  die  Gleichung  durch  Division  mit 
sin  X  —  cos  X  in  die  Entwicklung  (397)  überführen  (p.  389). 
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I (cos  a-  -f-  sin  x)  +^  27(+T  ^^^^  (4 w  +  1) a;  —  cos  (4 n  -\-S)x 

n  =  0 

(44^)  —  sin  (4«  -\-  l)x  —  siu  (4»  -f-  3)  ar] 

|;r  siu  t     für     fc;r  <  a;  <  ^•;r  -|-  q  > 
7C  COS  x      „       itjr  +  ^  <  a;  <  (k  +  1)  jr. 

/.  Dienger  stellt   die   Aufgabe"^),   die   folgenden   Gleichungen  zu 
beweisen: 

/'/</l/1^ '^(■~^)"''°^(2»i  +  l)a;        a        a;     .              cosa;  ,      /«  ,   o        t   n 
(^*^)^ i2n  +  l)-2n =  I  "  ¥  ''"^  ^ ^^°gi^  +  ^ COS 2x), 

71  =  0 

(44o )    > T- — 1  \.     ' — i—  =  —  -  cos  X  +  ~  log  ,    '^   ■ 

71  =  0 

-I- -^^log(2  +  2  cosa;), 
;^t*nj^  2.4.6. ..(2ri-2)    (2«4-l).2n    —  ^rc  Sin 


■2)    (2«  +  l).2n  ^^^yl+^i 


sma; 


+  y2  siu  a;   cos  f "  +  |)  —  cos  a;, 

-^l-3-5---(2n-l)  sin(2«+l)x         ,      f^,zr~. r—  ,-. s 

,,,-,Z2.4.6...(2,.-2)  <2^^TiF^n  =  ^""SiV^  +  Sin a;  +  ]/sm rr) 

—  ]/2  sina;  sin  (j  +  f )  +  s'mx-^ 
ferner^"): 

rr    -/        ■         •  r    I       1        •      /  N  f<^OS  1  —    1  (cos) 

ßo)  (>•  Sin X)    ±  -o  sin (>•  cos x)\   .        r 2a;)  +  -  cos  Cr  cos  x)\   .    \ 
L      ^  l  sm  J  ^     ^    '    >■        "■  M  sin  I 

,    ^.    .     .      ,  fi         /  ^  (^i°l  1  fsin] 

+  c;tn  (r  sm  x )  ks  cos  (>•  cos  x)  (2a;)  +  -  sin  (r  cos  a;)  [ 

C.  J!  Malmsten  "■*)  bat  die  Gleichungen : 

'^7log(2n+l)    .     ,„ 
>  -V„  1  ,    '  sin  (2w  +  1)  ;;r  a-  = 
(449)  fTo      ^"  +  ' 

|logr£^-l(<^  — logC^'^tgjra;), 

572)  Arch.  Math.  Phys.  8  (1846),  p.  214;  Beweis  mit  der  Methode  von  Nr.  2 
J    f.  Math.  38  (1849),  p.  348  (von  1845). 

573)  Arch.  Math.  Phys.  11  (1848),  p.  224. 

574)  J.  f.  Math.  38  (1849),  p.  25,  39  (von  1846).     C  hat  dieselbe  Bedeutung 
wie  Note  47;i. 
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(450)  -=o  ^  {\x\<2) 

-  f  l«g  [^(1  +  I)  ^  (l  -  I)]  +  I  (^°g  «  -  C  -  log  cos  :cx); 
sowie  ^'^): 


(451) 


•^  ( —  1)"  cos(2n  -\-l)x 
^  (2n  +  l)'-' 


i^        ^"[[{2n  +  l)  n  —  2x']~^  [2{n  +  l)7C  +  2x)'} 


^^sin(2n-|-  l)x 


L[(2n  +  1)  31  — aaj"]    I    [2{n  +  l)7C  +  2x)' 
sin7-r(s) 


-^    (2m +1/"' 

(452)     -=» 


j_  +  y 1 ^ 1 

2x)''^j^    (2nÄ  — 2x)'  (2«3r4-2a:)'J 

1-  Ji  =  i  -• 

h)  Die  aUgemeine  Bestimmung  der  Koeffizienten  derartiger  Reihen- 
entwicklungen, also  die  Doppelformel 

(453)     fix)  =  ±2  dl  ('«  +  l>^/{sk}  (2»»  +  l)'^«^«)^« 


n  =  0 


findet  sich  bei  S.  D.  Foisson^''^) ,  bei  A.  Cauchy^''''),  bei  W.  R.  Hamilton''''^), 
bei  J.  Dienger^''^) ,  bei  31.  Ohm^^^).  Für  die  Cosinusreihe  steht  sie 
auch  in  dem  Referat  von  P\oissony'^^)  über  Fouriers  erste  nicht  ver- 
öffentlichte Abhandlung;  bei  Fourier  selbst  kommt  sie  nicht  explizite  vor. 


575)  p.  36. 

576)  J.  Ec.  polyt.  cah,  18  (1820),  p.  425;  möcanique  1,  p.  649;  chaleur  p.  193. 
Er  sagt,  die  Cosinusformel  setze  /"(0)=  0,  f(,n)  =  0,  die  Sinusformel  f{0)  =  0, 
f  {n)  =  0  voraus. 

577)  Bxerc.  de  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  427.  E.  E.  Kummers  Be- 
hauptung (Preisschrift  Halae  1832,  p.  16;  J.  f.  Math.  14  (1835),  p.  112),  in  solchen 
Entwicklungen  ließen  sich  die  Koeffizienten  nicht  durch  bestimmte  Integrale  aus- 
drücken, scheint  auf  einer  zu  engen  Auffassung  des  Integralbegriffs  zu  beruhen. 

578)  Dubl.  Trans.  19  (1843),  p.  297. 

579)  J.  f.  Math.  34  (1847),  p.  89. 

580)  System  der  Mathematik  9,  Nürnberg  1852,  p.  322. 

581)  Bull,  philomat.  1  (1807),  p.  115  =  Oeuvres  de  Fourier  2,  p.  219.  Es  ist 
das  übrigens  das  einzige  von  den  auf  Reihenentwicklungen  und  Integraldar- 
stellungen sich  beziehenden  Resultaten  Fouriers,  das  in  diesem  Referat  erwähnt 
ist,  und  nicht  eben  geeignet,  eine  volle  Vorstellung  der  Tragweite  von  Fouriers 
Methoden  zu  geben. 
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i)  Durcli  Wiederholung  des  Verfahrens,  das  zu  solchen  Entwick- 
lungen führt,  können  auch  Reihen  erhalten  werden,  in  denen  der 
Suramationsbuchstabe  nur  die  zu  1  oder  die  zu  3  (mod.  4)  kongruenten 
Werte  durchläuft;  usw.     So  gibt  Landen'-'^*)  die  Gleichungen: 

n-O  \  I 


COS  1 

aj  +  r* 


.  sin 
r  COS) 


■     1           ,           l  sm ) 
+  —  arc  tg  — i- 


(COfl  1 

(4Ö0)       2j  i^r+3  1  sin  J  ^*"  +  ^^"^  =  -  "^  ''^ 


l  sin  J 
„     f  cos  1 


4  o      1—r^ 

Andere    derartige    Reihen    erhält  er,  indem  er  in  geeigneten  Kombi- 
nationen  der    Gleichungen   37    und  den   aus   ihnen   durch  Integration 
hervorgehenden    m    gleich    einer    negativen    ganzen    Zahl    setzt;    so 
z.B.  5*2): 
,._„,  .  sin  7x    ,    48inl3x         4  •  7  sin  19a;    ,  , 

(456)      sm  X  -  -x^  +  ^^^^  -  xTeTöTTo-  H ^ 


dx 


''cos  a;  y 4  cos*  x  —  3 


k)  Natürlich  kann  man  durch  Verbindung  der  Entwicklung  einer 
Funktion  f{x)  mit  der  von  /"( —  x)  auch  Reihen  erhalten,  in  welchen 
nur  die  geraden  Vielfachen  des  Arguments  auftreten.  So  erhält  z.  B. 
J.  Landen^^^): 

1  r^  r' 

(457)  — -  log{(l+r)^ — 4rcosa;)  =  j'cos2a;-f  y  cos4a;+  y  cos6a;-}--| — 

(458)  arc  tg  -—. — j^ — ^—^  ^  r  sin  2  a;  -4-  —  sin  4  a;  -4-  —  sin  6  a;  -4-  +  -1 

V        J  o  1 -f  r*(l  — 2cos'x)  '2  '3  i      i      i 

Man  kann,  indem  man  x  durch  a;/2  ersetzt,  diese  Reihen  auch  in 
solche  verwandeln,  in  welchen  alle  ganzzahligen  Vielfachen  des  Argu- 
ments  auftreten;   sie    gelten    dann    für    das   Intervall  (0 . . .  2a),  bzw. 


582)  Math,  memoirs  1,  Lond.  1780,  p.  105,  108. 

583)  p.  98. 

584)  Math,  memoirs  1,  Lond.  1780,  p.  104,  107.     Auch  die  Reihen  (332)  und 
(324)  sind  so  erhalten. 
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( —  71 ...-{-  7i).  Die  beiden  genannten  Reihen  sind  so  im  Grund  von 
(^14),  bzw.  (15)  nicht  verschieden. 

19.  Umkehrung  trigonometrischer  Beihen.  Das  Problem:  wenn 
y  —  X  nach  den  Sinus  der  Vielfechen  von  x  entwiciielt  ist,  daraus 
umgekehrt  eine  Entwicklung  derselben  Differenz  nach  den  Sinus  der 
Vielfachen  von  y  abzuleiten,  ist  bei  den  in  Nr.  12  besjjrochenen  astro- 
nomischen Entwicklungen  mehrfach  zur  Sprache  gekommen.  Bossut^^^) 
setzt  zu  diesem  Zwecke  den  gesuchten  Ausdruck  zunächst  mit  un- 
bestimmten Koeffizienten  an,  differentiiert  ihn  so  oft  als  nötig,  setzt 
dann  beiderseits  die  Argumente  gleich  Null  und  erhält  so  die  erforder- 
liche Anzahl  von  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  der 
Anfangsglieder. 

Damit  im  wesentlichen  identisch  ist  das  Verfahren  von  A.  Cagnoli^^^), 
der  die  trigonometrische  Reihe  in  eine  Entwicklung  nach  Potenzen  von 
X  umsetzt,  diese  umkehrt  und  dann  wieder  die  trigonometrischen  Funk- 
tionen einführt. 

0.  Schloemilcli  hat  die  Frage  in  einer  besonderen  Schrift^*')  be- 
handelt, unter  Benutzung  der  Integraldarstellung  der  Koeffizienten. 
Ist  a;  =  j^  {y)  die  Umkehrung  von  y  =  (p(x)  und  entsprechen  den  Werten 
0  und  jr  von  x  die  Werte  t]  und  y  von  y,  so  wird  durch  partielle 
Integration  erhalten: 

(459)      ^A,  =  y-^^ß(y)dy,     A^=-lJ.^^dy. 

•I  ',' 

Analoge  Foi-meln  gibt  er  dann  auch  für  die  Sinusreihe  ^**),  für  die 
Reihe  mit  Gliedern  beider  Arten  ^^''J  und  für  das  Fouriersche  Integral  ^"')j 

585)  Paria  recueil  des  pieces  qui  ont  remportt^  les  prix  8  (1771),  p.  61  (Preia- 
schrift  von  1762);  Paris  mem.  1777  [80],  p.  52. 

586)  Trigonometria  piana  e  aferica,  1786  (p.  271  der  2.  franz.  Auflage  von 
1803). 

587)  Die  allgemeine  Umkehrvmg  der  Funktionen,  Halle  1849.  Schloemilcha 
Verfahren  ist  von  demjenigen  nicht  verschieden,  durch  das  Bessel  und  Poisson 
zu  den  Formeln  (244)  und  (246)  gelangt  waren;  Schloemilch  zitiert  eines  dieser 
Resultate  p.  36  aus  zweiter  Hand.  Schloemilch  führt  einige  Beispiele  an,  in 
welchen  man  auf  diesem  Wege  zu  einem  Ausdruck  der  Koeffizienten  durch  un- 
endliche Reihen  gelangt;  u.  a.  für  die  Koeffizienten  von  (1  —  a;)"Vi  zu  einem 
Ausdi-uck  durch  hypergeometrische  Reihen  (p.  24). 

588)  p.26.  Die  durch  partielle  Integration  vom  Integralzeichen  frei  werdenden 
Bestandteile  verschwinden  hier  nicht,  sondern  geben  in  ihrer  Vereinigung  Reihen, 
die  sich  mit  Hilfe  von  (110)  und  (111)  summieren  lassen. 

589)  p.  42 

590)  p.  47. 
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auch  hat  ei"  Formeln  für  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  einer  be- 
liebigen Funktion  von  y''^^). 

20.  Verwandlung  schlecht  konvergierender  trigonometrischer 
Reihen  in  besser  konvergierende.  Schon  S.D.  Foisson^^^)  entwickelt, 
wenn  eine  Funktion  fix),  die  nicht  für  x  ^^  0  und  für  x  =  x  Null 
ist,  durch  eine  Sinusreihe  dargestellt  werden  soll,  statt  dessen  die 
Differenz  ({x)  —  A  exp  ( //a;)  —  B  exp  ( —  ^x),  wobei  er  A,  B  so  be- 
stimmt, daß  diese  Differenz  an  den  beiden  genannten  Stellen  Null 
wird.  Doch  denkt  er  zunächst  nicht  daran,  daß  die  so  erhaltene  Reihe 
besser  konvergiert,  als  die  Entwicklung  von  f{x)  selbst;  vielmehr  liegt 
ihm  nur  daran,  eine  Entwicklung  zu  haben,  die  auch  noch  an  den 
Grenzen  des  Intervalls  Gültigkeit  behält. 

A.  de  Morgan^^^)  erhält  durch  Anwendung  des  Eulerschen  Ver- 
fahrens (I  A3,  Pringsheim  Nr.  37)  auf  eine  Potenzreihe  mit  komplexen 
Variabeln  und  Trennung  von  Reellem  und  Imaginärem  die  Gleichungen: 

(460)  2'«"'"''  {sk  }  "^'  =^^"«0  •  '•>— ^  [^Z]  (»'-^  +  ^"  +  l)-^)' 
in  denen  q  und  (p  durch 

Q  cos  9=1  —  r  cos  X,     q  sin  (p  =  r  sin  x 
bestimmt  sind.    Für  r  =  1  wird 


also^'*): 

(461) 

A^  A'a„sm— - 


p  =  2  sm  2  ,     9  =     2     , 

a„ 

cos  nx  =  -^ 

2                             X                                X 

4  sin'--             8sin'  — 
2                         2 

1    A'öo  cos  X               "2 

168in«^             32  sin' ^ 
2                          2 

591)  p.  3. 

5SI2)  J.  6c.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  58.  Daß  bei  Poiason  eine  Entwicklung 
nach  den  Sinus  der  geraden  und  den  Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  des 
Arguments  steht,  beruht  auf  der  unter  495)  erwähnten  Verlegung  des  Anfangs- 
punktes der  Abszissen.  Die  Benutzung  gerade  der  Exponentialfunktion  ist  ihm 
durch  das  physikalische  Problem  nahe  gelegt,  mit  dem  er  sich  dort  beschäftigt; 
er  bemerkt  übrigens  selbst,  man  könne  ji  auch  komplex  nehmen;  und  das  ein- 
fachste sei,  den  Grenzfall  (t  =  0  zu  benutzen,  also  f{x)  —  Ax  —  B  zu  entwickeln. 
.4.  Fioch  (Brux.  mem.  15,  1850,  p.  60)  untersucht  diesen  Grenzfall  direkt. 

593)  DifF.  and  int.  calc,  Lond.  1836/41,  p.  242. 

594)  In  der  zweiten  Formel  ist  &„  zunächst  willkürlich.  Untersuchungen 
über  die  Gültigkeitsbedingungen  der  Formeln  scheinen  nicht  vorzuliegen. 
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>^  i   sm  na;  =  -^  cot  -t; 

(461)  2 

3  a: 

.    A'&jSina;     .  "         2  .      , 

H ^^-  H ;;^ r  + 


Prinzipiell  hat  dann  G.  G.  Stokes^^'^)  auf  Grund  seiner  in  Nr.  41 
und  42  zu  besprechenden  Untersuchungen  auseinandergesetzt,  wie  man 
mit  Hilfe  der  Formeln  von  Nr.  7  oder  von  Nr.  18  c  die  Konvergenz 
einer  trigonometrischen  Reihe  dadurch  verbessern  kann,  daß  man  die- 
jenigen Bestandteile  abtrennt,  die  eine  Unstetigkeit  der  zu  entwickelnden 
Funktion  oder  ihrer  Ableitungen  niedrigster  Ordnung  im  Innern  des 
Intervalls  oder  beim  Übergang  von  einer  seiner  Grenzen  zur  andern 
mit  sich  bringen. 

21.  ßestglied  einer  trigouGmetrisclien  Reihe.  Vielfach  hat  man 
auch  versucht,  für  den  Rest,  der  bleibt,  wenn  man  eine  Funktion 
durch  eine  Anzahl  Anfangsglieder  ihrer  trigonometrischen  Entwick- 
lung ersetzt,  Abschätzungsformeln  ähnlicher  Art  aufzustellen,  wie  man 
sie  für  die  Taylorsche  Entwicklung  einer  analytischen  Funktion  be- 
sitzt. Der  erste  solche  Versuch  findet  sich  bei  Ä.  Cauchy^^^):  die 
Gleichungen  (618)  ergeben 

/AL!n\  o  /*  coswa;  — e~''co8(n— l)x  ^,  s    _.»j 

^       ^  "       J       1  — 2e~'co8x-f  e"**^         ^  ^ 

0 

/sin na;  —  e~''8in(w — l)x    t./  \      ..j 
1  —  2e      cos  X  +  e 
wo: 

(463)    ^Y^^^]==f(2x-^vi)-avi)±a2^-vi)+fi-vi). 

Die  Brüche  unter  den  Integralzeichen  sind  absolut  genommen  einerseits 
andererseits 


2  sin'  ix ' 


595)  Cambr.  trans.  8^,  1849,  =  papers  1,  p.  263  (von  1847). 

596)  Mem.  von  1827  1»»^),  p.  8;  eine  Andeutung  auch  Paris  mem.  6,  1823[27] 
=  Oeuvres  (1)  2,  p.  19.  Eine  wirkliche  Anwendung  auf  einen  speziellen  Fall  in 
einer  Note  von  1827  zur  Wellenabhandlung,  Paris  nn5m.  präs.  1  =  Oeuvres  (1)  1, 
p.  279. 
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wenn  es  nun  gelingt,  eine  Zahl  k  so  zu  bestimmeu,  daß: 

(464)  \9M^\<:K,      (fw-P(0))a:i-|^^ 

^        '  [  1  — e"  I  1  — e"' 

ist,  90  folgt  für  w  >  Ä: 

(465)  r„=-— Vl^+^i  +  ^-I^^^^^K         -1<Ö<1- 
V        '        n        2(w  —  k)7t  {        III         2 Sin- 2a;      J' 

22.  Multiplikation  trigonometrischer  Reihen.  Daß  man  das 
Produkt  zweier  harmonischer  trigonometrischer  Reihen  wieder  als  eine 
solche  schreiben  kann,  wenn  man  gliedweise  ausmultipliziert  und  die 
Produkte  je  zweier  trigonometrischer  Funktionen  wieder  durch  Summen 
ersetzt,  ist  selbstverständlich;  auch  hat  L.  Eider  schon  bei  seinen  ersten 
Untersuchungen^^')  die  Entwicklung  von  y  ig  x  nach  den  Sinus  (bzw. 
Cosinus)  der  Vielfachen  von  x  aus  der  von  y  nach  den  Cosinus  (bzw. 
den  Sinus)  so  abgeleitet.  Dann  liegt  diese  Eigenschaft  auch  der  unter 
(41)  erwähnten  Auffassung  trigonometrischer  Reihen  zugrunde. 

23.  Der  Parsevalsche  Satz.  Verwandt  mit  der  Frage  nach  der 
Multiplikation  zweier  trigonometrischen  Reihen  ist  die  nach  der  Summe 
einer  Reihe,  deren  Koeffizienten  die  Produkte  der  entsprechenden  Koef- 
fizienten zweier  gegebenen  Reihen  sind.  Einen  speziellen  FaU  dieser 
Frage  hat  M.  A.  Parseval^^^)  durch  den  folgenden  seinen  Namen  tragen- 
den Satz  erledigt:  wenn 

(466)  m=^C„,'',      <p(^)=^r_„5-" 

n  =  0  n  =  0 

ist,  so   ist  die  Summe   der  von  z  freien  Glieder  in   der  Entwicklung 
des  Produkts  f^z)  ■  (piz). 

CO  ^ 

(467)  2^„r_,  =  ^J(/-(e">(e^0  +  /'(e-^0'P(e-^0W^- 

71  =  0  0 

Als  erste  Anwendung  gibt  er  selbst  ^'^)  die  Umformung  der  Reihe 


597)  Petrop.  n.  a.  5  (1754/55[60]),  p.  189. 

598)  Paris  mem.  pres.  1  (1806),  p.  639  (von  1799);  auf  Grund  der  Mitteilungen 
Parsevals  schon  vorher  veröifentlioht  von  S.  F.  Lacroix,  Traite  des  differences  et 
des  series,  Paria  1800,  p.  377  =  Traite  du  calcul  diff.  et  du  calcul  int.  (2"  ed.), 
3,  Paris  1819,  p.  394.  Im  wesentlichen  ebenso  bei  H.  G.  von  Schmidten,  Ann.  de 
math.  12  (1822),  p.  219;  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  396;  nach  dem  Referat  bull. 
Ferussac  6  (1826),  p.  106   auch  disqu.  de  seriebus  et  integr.  def.  Havniae  1825. 

599)  Paris  mem.  pres.  1,  p.645;  ebenso  v.  Schmidten,  Ann.  de  math.  12  (1822), 
p.  219;  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  396. 
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[d.  h.  im  wesentlichen  der  Zylinderfuuktion  t7o(2tr)]  in  das  bestimmte 
Integral: 

(469)  ^  I  e"-^^°'-dx. 

0 

Eine  zweite  Formulierung,  bei  der  beide  Ausgangsreihen  nach  steigen- 
den Potenzen  von  s  geordnet  angenommen  sind,  ist  bei  ihm  nicht 
vollständig  richtig®""),  wohl  aber  bei  G.  Frullani^"^):  ist 

(470)  /•(^)=V^«^^     <P(^)=2'^"^"' 

«  =  0  71  =  0 

so  ist: 

r 

(471)  2Cor<,+ V<^.J".=  |j  Wi<^')-'S{cp{e'*)dx. 

>!  =  1  0 

Frullani  hat  auch  das  allgemeinere  Resultat*"-): 
(472 )  2 Co r«  +  y  C'„ r„coswa;=  ^  J  \  «R/-(e('+ ")')  +  ^f{e^'—^') }  ^(p {e'")da. 

Ji  =  l  0 

Ä.  Cauchy^"^)  schreibt  den  Satz  in  der  Form:  ist 


(473)  (p(r)  =  'y^a„r'',     ^(r)  ==^  ft^r", 

71  =  0  71  =  0 

so  ist: 

(474)  y^  aXr\r:  =  ^/«F ('"i  e"')  ^  ('"s  e"^') dp, 


600)  Paris  mem.  pres.  1  (1806),  p.  544  (von  1803).  Bei  Parseval  fehlt  der 
Faktor  2  vor  Ci,r^. 

601)  Ricerche  sopra  le  serie,  Firenze  1816,  p.  105;  p.  111  auch  entsprechende 
Formeln  für  mehr  als  zwei  Reihen.  Mem.  soc.  ital.  18  (1820),  p.  467  führt  Frullani 
die  Form  (471)  in  die  ursprünglich  von  Parseval  gegebene  (467)  über;  auch  gibt  er 
(p.  468)    eine   entsprechende  Darstellung  für  ^C^F^,,   sowie  für  Funktionen 

von  mehreren  Veränderlichen  (p.  471)  und  für  mehr  als  zwei  Reihen  (p.  474). 

602)  Ib.,  p.  110.  Bei  Fourier,  Theorie  Nr.  235  =  Oeuvres  1,  p.  233  steht 
nur  die  Angabe,  es  sei  leicht  die  Summe  dieser  Reihe  zu  finden;  G.Darhoux 
drückt  sie  in  einer  Note  hiezu  durch  das  bestimmte  Integral 

—   /        "^C„coswa      {    '^r„cos{na-\-nx)]  da 

0  l  71  =  0  I       l  71  =  0  ) 

aus 

603)  Bull,  philomat    1822,  p    173. 


24.  Eindeutige  Bestimmtheit  der  Entwicklung.  949 

und  bemerkt,  daß  er  so  weit  richtig  ist,  als  die  Entwicklungen  von  (p 
und  tl^  nach  Potenzen  von  r  konvergieren. 

G.  Libri'^'^^)  leitet  ihn  von  einer  Summenformel  aus  durch  Über- 
gang zu  unendlicher  Gliederzahl  ab. 

24.  Eindeutige  Bestimmtheit  der  Entwicklung.  Daß  sich  eine 
Funktion  —  wenn  überhaupt  —  nur  auf  eine  Weise  in  eine  harmo- 
nische trigonometrische  Reihe  entwickeln  läßt,  und  daß  man  also  zur 
Bestimmung  der  Koeffizienten  einer  solchen  Entwicklung  sich  der 
Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  bedienen  dürfe,  ist  zuerst  — 
wohl  aus  dem  Gefühl  einer  gewissen  Analogie  mit  der  Entwicklung 
in  eine  Potenzreihe  heraus  —  als  selbstverständlich  behandelt  worden: 
so  mehrfach  von  Euler ^^)  und  auch  noch  von  Lagrange^'^).  Doch 
haben  bereits  Ä.  L.  Crelle^'>%  S.  B.  Poisson^"''),  Bredoiv^"^)  auseinander- 
gesetzt, daß  die  Berufung  auf  diese  Analogie  ganz  unzutreffend  ist, 
indem  die  dort  gebrauchten  Schlüsse  sich  hier  nicht  anwenden  lassen. 
Darüber  hinaus  hat  G.  FruUani^^^)  veranlaßt  durch  das  in  Note-')  er- 
wähnte Beispiel,  das  er  dann  auch  noch  verallgemeinert,  die  Behaup- 
tung selbst  für  unrichtig  erklärt:  die  Cosinus  der  verschiedenen 
Vielfachen  von  x  seien  nicht  wie  die  Potenzen  voneinander  linear  un- 
abhängig, sondern  durch  die  Relation  (25)  miteinander  verknüpft,  und 
folglich  könne  man  mit  Hilfe  der  letzteren  aus  einer  Entwicklung 
einer  gegebenen  Funktion  beliebig  viele  andere  erhalten.  Dieselbe  Be- 
merkung findet  sich  dann  auch  bei  S.  D.  Poisson'^'-'^)  und  im  Anschluß 
an  ihn  bei  A.  v.  Ettingshausen^^^). 


604)  J.  f.  Math.  12  (1834),  p.  256. 

605)  Vgl.  Note  41. 

606)  Lagrangea  mathematische  Werke  2,  Berlin  1823,  p.  318. 

607)  Bull.  Ferussac  4  (1825),  p.  346. 

608)  DisB.  Vratisl.  1829,  p.  35. 

609)  Mem.  soc.  ital.   18  (1820),  p.  486  (von  1818). 

610)  J.  ec.  polyt.  cah,  19  (1823),  p.  508;  Bull.  Ferussac  4,  p.  346.  An  der 
letzteren  Stelle  fügt  Poisson  noch  bei:  wenn  man  die  Gleichung  y"  -f-  fi'«/  =  0,  für 
den  Fall  eines  nicht  ganraahligen  (t  durch  eine  nach  den  Cosinus  der  ganzzahligen 
Vielfachen  von  x  fortschreitende  Reihe  mit  Hilfe  der  Methode  der  unbestimmten 
Koeffizienten  integrieren  wolle,  so  komme  man  zu  dem  falschen  Resultat,  daß 
alle  Koeffizienten  Null  sein  müßten:  während  doch  bekannt  sei,  daß  die  Auf- 
gabe durch  (277)  gelöst  werde.  Der  Fehlschluß  beruhe  darauf,  daß  man  die  Null 
der  i'echten  Seite  noch  durch  ein  beliebiges  Vielfaches  der  linken  Seite  von  (25) 
ersetzen  dürfe.  [Man  muß  das  hier  tun,  da  die  durch  zweimalige  Differentiation 
aus  (277)  entstehende  Reihe  (270)  divergiert  und  erst  durch  Hinzufügung  eines 
solchen  Vielfachen  in  eine  konvergente  Reihe  übergeführt  werden  kann.  Vgl. 
Nr.  41.]  Auch  conu.  des  temps  pour  1829  [26],  p.  350  spricht  Poisson  davou, 
daß  man   eine  Funktion   auf  mehr  als   eine  Art  in  eine  trigonometrische  Reihe 
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J.  Littrow  ist  durch  das  in  Note  191  erwähnte  Versehen  sowie 
durch  den  Umstand,  daß  die  Anwendung  der  Methode  des  Herauf- 
multiplizierens*')  auf  die  Funktion 

den  Koeffizienten  von  sin  x  nicht  bestimmt,  sondern  eine  beliebige 
lineare  Kombination  der  Reihe  (26)  mit  der  durch  Differentiation  aus 
(27)  entstehenden  liefert,  zu  der  Meinung  gekommen"^-),  es  gebe  für 
eine  Funktion  unendlich  viele  trigonometrische  Entwicklungen. 

Ä.  de  Morgan  geht  hierin  noch  weiter.  Er  war  durch  Anwendung 
der  Methode  der  Trennung  von  Operations-  und  Quantitätssymbolen 
auf  divergente  Reihen  zu  der  Meinung  gekommen ^^'):  wenn  (p{n)  eine 
gerade  bzw.  ungerade  endliche  Funktion  von  n  und  ^(p{n)r'^  eine 
stetige  Funktion  von  r  sei,  müsse  'Swin')  cos  nx,  bzw.  J^(p{n]  sin  nx 
immer  Null  sein,  und  schließt  daraus ^^*),  daß  man  aus  jeder  Entwick- 
lung einer  Funktion  in  eine  Sinusreihe  durch  Addition  eines  derartigen 
Ausdrucks  unendlich  viele  andere  ableiten  und  nicht  wissen  könne,  ob 
es  nicht  außerdem  noch  andere  gebe. 

Durch  die  Integraldarstellung  der  Koeffizienten  ist  die  Frage  so 
weit  entschieden  worden,  als  die  Tragweite  dieser  Darstellung  reicht: 
für  ein  gegebenes  Intervall  [a  .  .  .  h)  kann  es  von  einer  gegebenen 
Funktion  nicht  mehr  als  eine  im  [im  allgemeinen  gleichmäßig  kon- 
vergente"'^)] Entwicklung  nach  den  Cosinus  und  Sinus  der  ganzzahligen 
Vielfachen  von  2nx/(b  —  a)  geben;  und  ebenso  auch  nur  eine  solche 
Entwicklung  nach  den  Cosinus  oder  Sinus  der  ganzzahligen  Vielfachen 
von  7cx/(b  —  a).  Daß  aber  die  Entwicklungen,  die  man  so  für  ver- 
schiedene —  wenn  auch  übereinandergreifende  —  Intervalle  erhält, 
und  ebenso  die  dreierlei  Entwicklungen  für  dasselbe  Intervall  —  nicht 
miteinander  übereinzustimmen  brauchen,  haben  bereits  Fourier^^^)  und 

entwickeln  könne;  doch  ist  nicht  ersichtlich,  ob  er  an  die  hier  besprochenen 
Dinge  oder  an  Entwicklungen  mit  verschiedenen  Gültigkeitsintervallen  denkt. 
Chaleur  p.  226  dagegen  sagt  er  wieder  ausdrücklich :  ,,pour  une  etendue  donnee" 
seien  viele  verschiedene  solche  Entwicklungen  möglich. 

611)  Zeitschr.  Phys.  Math.  1  (1826),  p.  379. 

612)  Petersb.  möm.  7,  1815/16[20],  p.  132. 

+  00 

613)  Diff.  and  int.  calc,   Lond.  1836/41,   p.  563.    Er  meint,   ^(p{n)r''   sei 

immer  identisch  Null. 

614)  p.  611. 

615)  Die  Erkenntnis  der  Notwendigkeit  dieser  Bedingung  gehört  einer 
späteren  Zeit  an.    Vgl.  Nr.  29. 

616)  Paris  möm.  4  a819/20[24]),  p.  309  i Preisschrift  von  1811);  The'orie 
Nr.  225  =  Oeuvres  1,  p.  216. 


24.  Eindeutige  Bestimmtheit  der  Entwicklung.  951 

Poisson^")  auseinandergesetzt  und  durch  einfache  Beispiele***')  belegt. 
Gleichwohl  hat  es  Ph.  KeHand^^^)  übersehen  und  daraufhin  (sowie 
durch  die  zahlreichen  Druckfehler  bei  Fourier  veranlaßt)  erklärt,  fast 
alle  Einzelresultate  Fouriers  seien  falsch;  das  hat  dann  W.  Thomson 
(Lord  Kelvin)  ^^^  i  aufgeklärt. 

Bei  A.  Cauchy^-^)  erscheint  der  Satz  in  der  Form:  wenn  die  Summe 

(476)  y  üs" 

für  alle  z  von  gegebenem  absoluten  Betrag  null  ist,  so  sind  alle  Koef- 
fizienten null;  er  versucht  den  Beweis  durch  gliedweise  Integration 
zu  führen.  Ebenso  beruht  auf  gliedweiser  Integration  —  und  zwar 
über  ein  unendliches  Intervall,  mit  Hilfe  der  Formeln  von  Nr.  59  a  — 
seiu  Schluß^"*):  wenn 


(477)  y  A^  cos  nx  :     0     oder     ^  B^  sin  nz  ^  0 

»1  =  0  n=l 

ist,  so  ist  auch 

(478)  2'Ae-'"'=0, 

71  =  0 

und  also  sind  alle  A^^  bzw.  B^  einzeln  gleich  null. 

Noch  G.  G.  Stokes  meiut^-*),  der  Schluß  aus  der  Integraldarstellung 
der  Koeffizienten  reiche  aus,  wenn  absolute  Konvergenz  von  ^A^  statt- 
findet oder  durch  Abspaltung  der  sie  störenden  Bestandteile  ^^^ )  erreicht 
werden  kann;  doch  betont  er*-*),  daß  er  die  Konvergenz  der  Reihe 
wenigstens  im  aUgemeinen  voraussetze  und  daher  auf  Reihen  wie  (25) 
nicht  angewendet  werden  dürfe. 


617)  Theorie  de  la  chaleur,  Paris  1835,  p.  18G,  19-2,  226. 

618)  Zusammenstellung  verschiedener  Entwicklungen  von  1  und  von  x  bei 
.V.  Ohm,  System  der  Mathematik  9,  Nflrnb.  1852,  p.  323,  326. 

619)  Theory  of  heat,  Cambr.  1837,  p.  59,  64. 

620)  Cambr.  math.  j.  2^  (1841).  p.  260  (P.  Q.  R.  gezeichnet'  =  Math.  phys. 
papers  1,  p.  4. 

621)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  911  =  Oeuvres  ^1)  6,  p.  360. 

622)  Ib.  p.  913  =  364.    Der  Text  der  C.  R.  ist  in  den  Oeuvres  hier  erweitert. 

623)  Cambr.  trans.  8  (1849)  =  papers  1,  p.  242,  268;  von  1847.  Seinen  Ver- 
such die  Behauptung  auch  zu  beweisen,  ohne  mehr  als  die  Konvergenz  von 
^H— i^-l,,  vorauszusetzen,  hält  er  selbst  nicht  für  vollständig  gelungen;  in  der 
Tat  beruht  er  auf  der  Vertauschung  der  Grenzübergänge  zu  h  ^  ex;  und  zu 
Ax  =  0,  die  er  nur  für  den  Fall  rechtfertigen  kann,  „daß  A  nicht  eine  Funktion 
von  n  ist,  deren  Kompliziertheit  mit  wachsendem  n  unbegrenzt  zunimmt." 

624J  Ib.  p.  270. 
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II.  Entwicklung  willkürliclier  Funktionen  in  trigonometrisclie  Reihen. 
25.  Die  Hauptsehwingungen  eines  Massensystems.  Als  man 
im  zweiten  Viertel  des  18.  Jahrhunderts  anfing,  die  Bewegungen  me- 
chanischer Systeme  von  mehr  als  einem  Grad  der  Freiheit  zu  unter- 
suchen, erkannte  man  bald,  daß  solche  Systeme  imstande  sind  „ein- 
fache Schwingungen"  auszuführen,  d.  h.  Bewegungen,  bei  welchen  alle 
Punkte  des  Systems  immer  gleichzeitig  durch  ihre  resp.  Ruhelagen 
hindurchgehen.  Beschränkt  man  dabei  die  Untersuchung  auf  sog. 
„unendlich  kleine  Schwingungen",  d.  h.  vernachlässigt  man  schon  im 
Ansatz  höhere  Potenzen  und  Produkte  der  Ausschläge  [und  der  Ge- 
schwindigkeiten], so  sind  diese  einfachen  Schwingungen  „harmonisch", 
d.  h.  sie  lassen  sich  in  der  Form  darstellen  ^^^): 

(479)  2/„=C/-,„sin'"^*---*^^ 

in  der  t  die  Zeit,  T  die  allen  Punkten  gemeinsame  Schwingungsdauer, 
y^  den  Ausschlag  des  ?w'™  Punktes,  C  und  t^  die  willkürlichen,  aus 
den  Anfangsbedingungen  zu  bestimmenden  Integrationskonstanten  be- 
deuten, die  f^  aber,  bzw.  ihre  Verhältnisse,  auf  die  es  allein  ankommt, 
Konstante,  die  von  der  Natur  des  Systems  abhängen.  Man  fand  auch, 
daß  jedesmal  von  solchen  Schwingungen  eine  größere  Anzahl  möglich 
ist^**).  Endlich  zog  D.  SernouUi^^^)  aus  akustischen  Erfahrungen  den 
Schluß,  daß  sich  die  allgemeinste  mögliche  Bewegung  eines  solchen 
Systems  aus  seinen  einfachen  harmonischen  Schwingungen  durch 
Superposition*'*)  zusammensetzen,  d.  h.  in  der  Form  ausdrücken  lassen 
müsse: 

OA\  "Vn    J-  ■         23t(«—  tj 

80)  J/m  =  /   C't.Lt.  8in  — ^-^ — ^  • 


625)  Das  früheste  mir  bekannte  derartige  Beispiel  findet  sich  bei  JoU. 
I.  Bernoulli,  Petrop.  comm.  2  (1727[29]);  3  (1728[32])  opera  3,  p.  124,  198.  Vgl. 
übrigens  IV  6,  P.  Stäckel,  Nr.  9,  p.  480. 

626)  In  den  zunächst  behandelten  einfachsten  Fällen  stimmte  diese  Anzahl 
mit  der  Anzahl  der  Punkte  des  Systems  überein;  so  ist  der  Satz  von  D.  Bernoulli 
formuliert,  Petrop.  comm.  12  (1740[50]),  p.  98.  Daß  sie  auch  größer  sein  kann, 
scheint  erst  Euler  bei  Gelegenheit  des  Problems  der  nicht  nur  in  einer  Ebene 
schwingenden  Saite  bemerkt  zu  haben,  Petrop.  n.  comm.  19  (1774[75]),  p.  340; 
doch  hat  es  noch  Lagrange  übersehen,  möcanique  analytique,  2"°  ed.,  Paris  1811 
=  Oeuvres  11,  p.  437. 

Vgl.  die  Bemerkungen  von  J.  M.  C.  Duhamel,  j.  ec.  polyt.  cah.  14,  1834,  p.  3. 

627)  Petrop.  comm.  13  (1741/43[51]),  p.  173  (bei  Gelegenheit  des  Problems 
der  schwingenden  Lamelle).  Man  vgl.  dazu  Bernoullis  eigene  spätere  Angaben, 
Berl.  bist.  1753[55],  p.  189  und  j.  des  s^avans,   1758,  p.  158. 

628)  Das   Wort  Superposition  finde  ich  erst  bei   Wheatstone,  London  trans. 
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Ihre  mathematische  Begründung  fanden  beide  Sätze  auf  Grund  von 
L.  Eiilers  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  beliebig  hoher 
Ordnung  mit  konstanten  Koeffizienten"-')  und  J.  d'Alemberts  ent- 
sprechender Behandlung  eines  Systems  solcher  Gleichungen"^")  durch 
J.  L.  Lagrange^^^). 

Darüber  hinaus  ist  D.  Bernoulli,  da  ihm  wie  den  meisten  Mathe- 
matikern des  18.  Jahrhunderts  der  Übergang  vom  Endlichen  zum  Un- 
endlichen keine  Skrupel  machte,  bald  dazu  gelangt,  diese  Sätze  auch 
für  die  kleinen  Schwingungen  lioniimiierlicher  Systeme  in  Anspruch 
zu  nehmen,  indem  er  diesen  Übergang  an  den  fertigen  Integralen  der 
Differentialgleichungen  vornahm"^*).  Der  andere  hier  mögliche  Weg,  der 
Übergang  von  dem  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zu 
einer  partiellen  Differentialgleichung,  war  zunächst  noch  nicht  gangbar, 
da  die  Begriffe  des  partiellen  Differentialquotienten  und  der  partiellen 
Differentialgleichung  kaum  erst  aufgetaucht  waren "^').  Vielmehr  ver- 
fuhren die  Mathematiker  jener  Zeit,  wenn  sie  derartige  Probleme  direkt 
angreifen  wollten,  in  folgender  Weise:  sie  benutzten  sogleich  die  Eigen- 
schaft der  einfachen  harmonischen  Schwingungen,  daß  bei  ihnen  die 
Beschleunigungen  der  verschiedenen  Punkte  des  Systems  zu  ihren 
Ausschlägen  proportional  sind,  um  die  ersteren  durch  die  letzteren 
zu  ersetzen;  so  erhielten  sie  statt  der  partiellen  Differentialgleichung 
sofort  wieder  eine  gewöhnliche,  in  die  der  Proportionalitätsfaktor  als 
ein  verfügbarer  Parameter  eingeht.  Die  besonderen  Verhältnisse, 
unter  denen  die  extremsten  Punkte  des  zunächst  angenommenen  dis- 
kreten Systems  sich  befinden,  geben  beim  Übergang  zum  kontinuier- 
lichen Grenzbediugungen;  diese  dienen  zur  Bestimmung  der  zulässigen 
Werte  jenes  Parameters  und  damit  der  möglichen  Schwingungsdauern. 
In  dieser  Weise  haben   bereits   Broolc   Taylor^'^*),  J.  Hermann^^^)  und 

1833j,  p.  397  und  bei  A.  Cauchy,  Paris  C.  R.  7  (1838),  p.  986  =  recueil  de  me'm. 
8ur  la  phys.  math.,  Paris  1839,  p.  1  (Oeuvres  (1)  4,  p.  115). 

G29)  Berol.  misc.  7  (1743),  p.  193.  Ob  dasselbe  Resultat  bei  Th.  Simpson, 
tracts '")  p,  90  von  Euler  unabhängig  ist,  läßt  sich  nicht  entscheiden. 

630)  Berl.  bist.  4  (1748[5u]),  p.  283.  d'Alembert  macht  selbst  auf  die  Er- 
kenntnis dieser  Bedeutung  seiner  Formeln  Anspruch,  opusc.  math,  1,  Paris  1761, 
p.  48,  51. 

631)  Taur.  misc.  3,  (1762/65[66])  Oeuvi-es  1,  p.  520.  Vgl.  übrigens  auch 
n  A  4'',  Painleie,  Nr.  21  und  28,  sowie  IV  6,  Stäckel,  Nr.  9. 

632)  Petrop.  comm.  6  (1732/33[38]),  p.  116;  zunächst  für  das  Problem  der 
frei  herabhängenden  Kette,  bei  dem  der  Grenzübergang  auf  die  Zylinderfunktion 
«Jj   führt. 

633)  Vgl.  darüber  A.  v.  Braunmühl,  Verhandl.  Kongr.  Heidelb.  1904,  p.  553. 

634)  Lond.  trana.  28  (1713),  p.  26;  methodus  incrementorum,  London  1715, 
p.  88. 


954        IIA  12.    H.  Biirkhaidt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 

Joh.  I.  BernoulW^^^)  den  Grundton  einer  schwingenden  Saite  bestimmt; 
die  Bestimmung  sämtlicher  möglicher  einfacher  Schwingungen  auf 
diesem  Wege  erscheint  dann  bei  D.  BernotdU^^'')  und  L.  Euler^^^). 

Eine  genauere  Untersuchung  der  Bedingungen,  unter  welchen 
das  SuperpositionsjH-inzip  gilt,  findet  sich  erst  bei  J.  M.  C.  Duhamel. 
Er  hebt  namentlich  hervor,  daß  es  nur  richtig  ist,  wenn  die  Kräfte, 
die  man  etwa  bei  der  Zerlegung  des  gegebenen  Systems  in  Teilsysteme 
neu  einführt,  als  von  den  Koordinaten  unabhängig  angesehen  werden 
dürfen  ^^'),  und  wenn  etwaige  Verbindungen  durch  lineare  Bedinguugs- 
gleichungen  zwischen  den  kartesischen  Koordinaten  der  Punkte  des 
Systems  vertreten  werden  können^*"). 

Der  Grenzübergang  von  einer  Differenzengleichung  zu  einer  Diffe- 
rentialgleichung bietet  übrigens  doch  gewisse  Schwierigkeiten,  die  zum 
mindesten  besprochen  werden  müssen.  Einige  Bemerkungen  darüber 
finden  sich  bereits  bei  A.  A.  Cournot^^):  Das  allgemeine  Integral  der 
Ditferenzengleichung  enthält  einen  Bestandteil,  der  in  der  Grenze  in 
eine  durchaus  unstetige  Funktion  übergeht  und  nur  dadurch  beseitigt 
werden  kann,  daß  man  einer  an  und  für  sich  unbestimmt  bleibenden 
Konstante  arbiträr  den  Wert  null  beilegt. 

26.  Der  Streit  um  das  Problem  der  Saitenschwingungen.  Daher 
konnte  D.  Bernmdli,  nachdem  J.  dAJenibert^^^)  und  L.  Euler^^^)  das 
Problem  der  Saitenschwingungen  auf  die  partielle  Differentialglei- 
chung***) 


635)  Acta  erud.  1716,  p.  370. 

636)  Petrop.  comm.  5  (1728/32).  p.  24  (opera  3,  p.  209). 

637)  Ih.  7  (1734/35[40]),  p.  170  für  das  Problem  der  frei  herabhängenden 
Kette. 

638)  Ib.  8  (1736[41]),  p.  40  für  dasselbe  Problem;  ib.  7,  p.  115  und  methodua 
inveuiendi  lineas  curvas  maximi  minimive  proprietate  gaudentes,  Laus,  et  Gen. 
1744,  p.  282  für  das  ihm  von  D.  BernoulH  (corresp.  matb.  ed.  H.  Fuß,  St.  Peters- 
burg 1843,  2,  p.  429)  gestellte  Problem  der  schwingenden  Lamelle. 

639)  J.  ec.  polyt.  cah.  23  (1834),  p.  5  (von  1832). 

640)  p.  19. 

641)  Theorie  des  fcmctions  2,  Paris  1841,  p.  505,  515. 

642)  Berl.  bist.  1747[49],  p.  214;  1750[52],  p.  355;  opugc.  math.  1,  Paris 
1761,  p.  1;   4  (1768),  p.  134;  5  (1768),  p.  138. 

643^  Berl.  bist.  1748[50],  p.  69=  n.  acta  erud.  1749,  p.  512;  Berl.  bist. 
1753[55],  p.  202;  Taur.  misc.  2  (1762/65[66]),  p.  1;  Berl.  bist.  1765[67],  p.  307; 
Petrop.  n.  comm.  17  (1772[73]),  p.  381;  Petrop.  n.  acta  1772'[83],  p.  116.  Über 
die  DistuBsion  zwischen  d'Alembert  und  Euler  über  den  Grad  der  in  der  Glei- 
chung (482)  den  Funktionszeichen  $,  W  beizulegenden  Allgemeinheit  vgl.  Nr.  28. 

644)  Hier   wie   überall   im   folgenden   nehme   ich   an,   es   sei  über  die  Ein- 
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gebracht  und  diese  in  der  Form 

(482)  (/  =  0(a;  +  0  +  'P'C^  —  t) 

($,  W  willkürliche  Funktionen)  integriert  hatten,  behaupten"^),  diese 

Lösung  müsse  sich  auch  in  der  Form  darstellen  lassen: 


(483)  y-^i^. 


cos  ?2<sin  nx 


[wenn  dy/ct  =  0  für  ^  ^  0  und  alle  in  Betracht  kommenden  x].  Euler 
bemerkte  dazu  sogleich  ^■'^) :  das  würde  nur  dann  möglich  sein,  wenn 
die  Gleichung  auch  für  i  =  0  richtig  bleibe,  wenn  also  die  Anfangs- 
figur der  Saite  sich  durch  eine  Gleichung  der  Form 


(484)  2/=  2'^'"' 


darstellen  lasse.  Da  man  aber  damals,  mangels  entgegenstehender 
Erfahrungen,  allgemein  davon  überzeugt  war,  eine  Gleichung  zwischen 
zwei  analytischen  Ausdrücken  könne  nicht  nur  in  einem  Intervall, 
sondern  müsse  entweder  nur  für  einzelne  isolierte  Argumentwerte, 
oder  dann  gleich  ganz  allgemein  richtig  sein,  so  wollten  Euler^") 
und  d'Älemiert^^)  die  Lösung  (483)  jedenfalls  nur  für  den  Fall  gelten 
lassen,  daß  in  der  Aufangsfigur  die  Ordinate  y  [in  heutiger  Aus- 
drucksweise] eine  analytische  periodische  Funktion  der  Abszisse  ist^**). 


heiten  der  Zeit,  der  Länge  und  der  Masse  so  verfügt,  daß  die  Differential- 
gleichungen und  ihre  Integrale  sich  möglichst  einfach  darstellen:  hier  also  so, 
daß  die  Länge  der  Saite  durch  :t  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ihrer 
Wellenbewegungen  durch  1  ausgedrückt  ist. 

645)  Berl.  hist.  1753[55],  p.  148,  160,  165.  Die  Gleichung  steht  explizite 
an  keiner  dieser  Stellen,  ergibt  sich  aber  aus  ihrer  Verbindung.  Vgl.  auch  j. 
des  BQavans  1758,  p.  157. 

646)  Berl.  hist.  1753['5.i],  p.  195;  Taur.  misc.  3-,  1762  65,  p.  11.  Eulers 
Schluß  ist  in  diesem  Falle  richtig,  in  andern  Füllen  würde  man  aus  der  Gültig- 
keit für  t  >  0  nicht  auf  ihre  Gültigkeit  für  t  =  0  schließen  können.    Vgl.  Nr.  00. 

647)  Ib.  p.  200;  1765[67],  p.  312.  Eulers  Stellungnahme  ist  um  so  be- 
merkenswerter, als  er  doch  selbst  vollständig  erkannt  hatte,  daß  man  in  seiner 
Lösung  (482)  unter  dem  Zeichen  <Plx-\-tj  für  außerhalb  des  Intervalls  (0...«) 
gelegene  Werte  von  x  -\- 1  nicht  die  analytische  Fortsetzung,  sondern  die  peri- 
odische Wiederholung  des  ursprünglich  gegebenen  Funktionsstücks  verstehen  müsse. 

648)  Encyclopedie,  art.  „fondamental" ;  opuscules  math.  1,  Paris  1761, 
p.  42ff.;  4  (1768),  p.  153,  175,  200;  5  (1768),  p.  144;  Berl.  hist.  19  (1763[70]), 
p.  239  (von  1769). 

649)  d'Alembert  will  die  Lösung  nicht  einmal  für  alle  solchen  Funktionen 
gelten  lassen. 
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Auch  J.  L.  Lagrange  ist  über  diese  Auffassung  nicht  hinausgekommen, 
so  nahe  ihn  auch  seine  Untersuchungen  au  die  Erkenntnis  des  wahren 
Sachverhalts  geführt  hatten  ^^"j.  D.  JBernouUi  zog  sich  diesen  Ein- 
wänden gegenüber  auf  einen  Standpunkt  diesseits  des  Grenzübergangs 
zurück  ^^'^). 

Merkwürdig  ist  übrigens,  daß  in  dieser  ganzen  Diskussion  von 
keiner  Seite  Bezug  darauf  genommen  worden  ist,  daß  ja  doch  ver- 
schiedene Entwicklungen  nicht  i^eriodischer  Funktionen  in  der  Literatur 
bereits  fertig  vorlagen  (Nr.  7).  Nur  Lagrange  hatte  in  einem  damals 
nicht  veröffentlichten  Briefe  an  d' Alemheti.^^^)  darauf  hingewiesen,  daß 
man,  um  x^^  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  x  zu  entwickeln,  nur 
die  bekannte  Entwicklung  von  x  nach  den  Potenzen  von  sin  x  in  ge- 
eigneter Weise  umzuformen  brauche;  aber  d'Älemhert  hatte  das  einfach 
mit  der  Bemerkung  zurückweisen  zu  können  geglaubt"^'),  auf  diesem 
Wege  köime  man  ja  auch  eine  ungerade  Funktion  wie  sin  x  nach 
den  Kosinus  der  Vielfachen  von  x  entwickeln  wollen,  was  doch  sicher 
nicht  angehe. 


650j  Am  nächsten  war  Lagrange  dieser  Erkenntnis  in  seiner  ersten  ein- 
schlägigen Abhandlung,  wo  er  durch  Grenzübergang  von  der  Interpolationsformfl 
aus  bereits  bis  zu  der  Gleichung  gelangt  war 


—    /     ^  {axnnx  sinnl  Q,osnt)f{%)di, 


(Taur.  misc.  1  (1759);  Oeuvres  1,  p.  100);  er  hätte  nur  noch  die  Vertauschung  von 
Summation  und  Integration  vorzunehmen  brauchen  [ohne  die  die  Reihe  übrigens 
gar  nicht  konvergent  ist].  Aber  er  kam  dazu  nicht,  weil  er  eben  nicht  zu  der 
Gleichung  (485),  sondern  zu  (484)  gelangen  wollte.  Auch  später  hat  er  eich 
von  dieser  Stellung  nicht  mehr  frei  machen  können;  vgl.  die  schon *^')  zitierte 
Note  zu  II A  9',  p.  647,  zu  der  übrigens  noch  zu  bemerken  ist,  daß  nicht  voll- 
kommen bekannt  ist,  was  in  den  späteren  Teilen  der  2.  Aufl.  der  mec.  anal, 
von  Lagrange  selbst  und  was  von  Delamhre  herrührt,  der  die  Drucklegung  be- 
sorgt hat. 

651)  J.  des  S9avans  1758,  p.  165;  Paris  bist.  1762[64],  p.  442;  Petrop.  n. 
comm.  19  (1774[75]),  p.  241.  —  Wenn  G.  Riccati,  delle  corde,  Bologna  1767,  sich 
für  D.  Bernoulli  erklärt,  so  geschieht  es  von  einer  ganz  unklaren  Auffassung 
aus:  einerseits  glaubt  er  bewiesen  zu  haben  (p.  72),  daß  die  Gestalt  der  Saite, 
wenn  sie  nicht  von  Anfang  an  eine  Sinuslinie  ist,  „ben  i^resto"  in  diese  über- 
geht; andererseits  redet  er  doch  davon  (p.  79),  daß  eine  Saite  „gleichzeitig  als 
Ganzes  und  in  Teilen"  schwingen  könne. 

652)  Oeuvres  13,  p.  116. 

653)  Opusc.  math.  5  (1768),  p.  511;  daran  anschließend  ausführlicher  und 
mit  anderen  Beispielen  C.  Ph.  Grüson,  Suppl.  zu  Eulers  Differentialrechnung, 
Berlin  1798,  p.  104. 
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27.  Fourier  und  seine  Zeitgenossen.  Erst  J.  Fourier  hat  wieder 
behau ptet^'"^),  daß  auch  „des  fonctions  entierement  arbitraires"  sich  in 
trigonometrische  Reihen  entwickehi  lassen  müßten,  da  auch  für  solche 
die  Integraldarstellung  der  Koeffizienten  Bedeutung  habe;  insbesondere 
auch  Funktionen,  die  in  verschiedenen  Teilen  des  Intervalls  ver- 
schiedenen Gesetzen  gehorchten ^^*),  und  zwar  gleichgültig,  ob  dal)ei 
an  der  Übergangsstelle  ein  stetiger  Anschluß  stattfinde  oder  nicht *^''); 
auch  z.  B.  gerade  Funktionen  in  Reihen,  die  nur  Sinusglieder  ent- 
halten^^'). Er  erklärt  auch  ausdrücklich,  daß  damit  der  alte  Streit 
(Nr.  2G)  zu  D.  Bernoullis  Gunsten  entschieden  sei^^*). 

Bei  seinen  Zeitgenossen  fand  Fourier  zunächst  wenig  Zustimmung. 
Die  Einwände,  die  man  ihm  machte,  sind  nie  authentisch  verötfent- 
licht  worden ''^'j;  man  kann  daher  nur  so  viel  sagen:  An  der  Be- 
stimmung der  Koeffizienten  durch  gliedweise  Integration  der  unend- 
lichen Reihe  können  sie  keinen  Anstoß  genommen  haben,  da  diese 
damals  allgemein  geübt  wurde.  Dagegen  müssen  sie  sich  klar  darüber 
gewesen  sein,  daß  dieses  Verfahren  die  Entwickelbarkeit  nicht  beweist, 
sondern  voraussetzt'''^'').     Andererseits  sind  ihnen  die  Grenzübersänsre, 


654)  Paris  mem.  4  (18ia/-20),  p.  301  (von  1811).  Über  die  von  Fourier  zum 
Beweise  angewendeten  Schlußweisen  vgl.  man  Nr.  15,  IC. 

655)  Theorie,  Oeuvres  1,  p.  530. 

656)  Paris  mem.  4,  p.  311;  the'orie  p.  218 

657)  p.  306,  bzw.  213.    Vgl.  z.  ß.  (290). 

658)  p.  317,  bzw.  224  und  513. 

659)  Das  Urteil  der  Akademie  über  Fouriers  Preisschrift  von  1811  i^moni- 
teur  universel  vom  9.  Januar  1812,  p.  38)  enthält  darüber,  nach  einer  Bemängelung 
seiner  Ableitung  der  DiiFerentialgleiehungen,  nur  die  Worte  „son  analyse,  pour 
les  integrer,  laisse  encore  quelque  chose  ä  desirer,  soit  relativement  ä  la  gene- 
ralite,  soit  meme  du  cöte  de  la  rigueur".  Auch  Fr.  Arago  gibt  in  seiner  Ge- 
dächtnisrede auf  Fourier  (Paris  mem.  14  il838),  p.  CXII  ^  Oeuvres  1,  p.  341;  von 
1833)  außer  diesen  Worten  nur  noch  die  Namen  der  Kommissionsmitglieder 
(Laplace,  Lagrange,  Legendre)  und  fügt  hinzu,  sie  hätten  dieses  Urteil  abgegeben 
„sans  toutefois  appuyer  leur  opinion  d'aucune  espece  de  developpement".  — 
Was  Lagranges  ablehnende  Haltung  betriflFt,  so  braucht  man  sich  nicht  mit 
Riemann  auf  mündliche  Tradition  zu  berufen,  sondern  findet  sie  deutlich  aus- 
gesprochen an  der  in  HAB",  Note  10,  p.  647  zitierten  Stelle  von  1811.  Vgl 
jedoch"'). 

660)  Man  vergleiche  die  Äußerungen  S.  D.  Poissons  „il  m'a  semble  qu'elles 
[die  Entwicklungsformeln]  n'avaient  point  ete  demontrees  d'une  maniere  precise 
et  rigoureuse''  iJ.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  4G);  „on  reconnait  aisement  l'insufti- 
sance  de  cette  methode"  (ib.,  p.  448  (vgl.  auch  p.  507));  „cette  maniere  de  deter- 
miner  les  coefficiens  .  .  .  suppose  que  Ton  connaisse  ä  priori  la  forme  de  la  serie" 
(conn.  des  tempa  pour  1836[33],  add.  p.  5)  und:  „la  determination  des  coefficiens 
suppose   essentiellement  que  l'on  sache   d'apres  la  forme  des  fonctions,   qu'elles 
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deren  Fourier  sieh  zunächst  zur  Ableitung  seiner  Resultate  bedient 
hatte,  doch  wohl  bedenklich  Torgekommen. 

28.  Exkurs  betr.  die  Entwicklung  des  BegriflFs  einer  willkür- 
lichen Funktion.  In  Ergänzung  des  bereits  II  A  1,  Pringsliehn,  Nr. 
1 — ö  Gesagten  sei  noch  erwähnt:  Zwar  hätte  eigentlich  schon  die 
Formulierung  der  Fundamentalsätze  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung auf  die  Frage  führen  müssen,  wie  der  Umfang  des  Begriffs 
Funktion  zu  umgrenzen  ist,  wenn  diese  Sätze  allgemeine  Gültigkeit 
behalten  soUen.  Indessen  ist  die  Begriffsbildung  tatsächlich  nicht  von 
dieser  allgemeinen  Frage  ausgegangen,  sondern  von  der  speziellen,  was 
die  Wendung  besagt:  das  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung 
enthält  nicht  nur  willkürliche  Konstante,  sondern  auch  willkürliche 
Funktionen.  J.  d' Älembert^^^)  hielt  an  'der  Auffassung  fest,  daß  das 
den  Anfangsbedingungen 

(485)  y  =  0{x)  +  W{x),     ||  =  0'{x)  -  W'ix) 

genügende  Integral  der  Differentialgleichung  (481)  in  der  Form  (482) 
nur  einen  Sinn  habe,  wenn  sich  <S  und  ebenso  W  für  alle  Werte  des 
Arguments  durch  denselben  analytischen  Ausdruck  darstellen  läßt; 
L.  Euler ^^^)   dagegen   betonte,  daß   die   Gleichung  (484)  für  jedes  be- 


sont  developpables"  (theorie  de  la  chaleur,  p.  186).  Auch  G  Fnülani  bemerkt 
im  Anschluß  an  seine  Diskussion  des  in  Nr.  24  erwähnten  Paradoxons  fmem.  soc. 
ital.  18  (1820),  p.  493),  die  Koeffizientenbestimmung  durch  gliedweise  Integration 
setze  voraus,  daß  das  Integral  des  Restgliedes  Null  sei.  Vgl.  auch  die  Äußerungen 
von  G.  de  Pontecoulant  (the'orie  analytique  du  Systeme  du  monde  3,  Paris  1834, 
p.  110):  „la  methode  .  .  .  s'appliquerait  ...  au  developpement  de  toute  fonction 
donnee  ...  du  moment  qu'on  est  d'avance  assurö  que  cette  fonction  peut  etre 
exprimee  par  une  semblable  serie";  von  Ch.  Sturm  (j.  de  math.  1,  1836,  p.  411): 
„Fourier  et  d'autres  geometres  semblent  avoir  meoonnu  l'importance  et  la  difficulte 
de  ce  Probleme  [des  Moglichkeitsbeweises]  qu'ils  ont  confondu  avec  celui  de 
determiner  les  coefficients";  von  A.  A.  Cournot  (traite'  de  la  theorie  des  fonctions  2, 
Paris  1841,  p  211):  „selon  la  juste  remarque  de  M.  Poisson,  la  methode  .  .  . 
repose  siu-  une  hypothese  qui  a  besoin  d'etre  dömontree  et  qui  consiste  ä  admettre 
qu'une  fonction  quelconque  peut  se  developper  .  .  .". 

661)  Berl.  bist.  1747[49],  p.  214;  1750[52],  p.  358;  Opusc.  math.  1,  Paris 
1761,  p.  29;  4  (1768),  p.  134;  5  (1768),  p.  138.  —  Die  Frage,  welcherlei  Rechnungs- 
operationen bei  der  Bildung  eines  solchen  analytischen  Ausdrucks  zulässig  sein 
sollen,  hat  d'Alembert  nicht  beantwortet,  nicht  einmal  sich  gestellt. 

662)  Berl.  hiat.  1748[50],  p.  69  =  N.  acta  erud.  1749,  p.  512;  Berl.  bist. 
1753[55],  p.  217;  1765[67],  p.  307;  Taur.  misc.  3,  (1762/65[66]),  p.  1;  Petrop.  n. 
comm.  11  (1765[67]),  p.  6;  17  ^1772[73]),  p.  381;  Instit.  calc.  integr.  3  (1770), 
p.  237;  Petrop.  acta  1779„[83],  p.  116.  —  Die  Frage,  inwiefern  durch  eine  nur 
graphisch  gegebene  Kurve  eine  Funktion  arithmetisch  bestimmt  sei,  ist  damals 
nicht  gestellt  worden. 
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stimmte  t  eine  geometrisch  konstruierbare  Kurve  auch  dann  vorstelle, 
wenn  die  Funktionen  $,  'P'  nur  graphisch  gegeben  seien,  und  daß  es 
also  imabweisbar  sei,  in  diesem  „novum  analyseos  genus"  —  d.  h. 
eben  der  Theorie  der  partiellen  Diiferentialgleichungen  —  auch  ,.func- 
tiones  mixtas  vel  irreguläres"  zuzulassen.  Dem  trat  freilich  die  Frage 
gegenüber,  inwieweit  man  das  Recht  hat,  auf  solche  Funktionen  In- 
finitesimalbetraclitungen  anzuwenden.  J.  L.  Lagrange^''^)  suchte,  um 
diese  Frage  zu  umgehen,  die  Rechnung  so  zu  führen,  daß  solche  Be- 
trachtungen nicht  direkt  auf  die  gegebenen  Anfangsfunktionen  ange- 
wendet zu  werden  brauchen;  doch  sind  diese  V^ersuche  trotz  aller 
aufgewendeten  analytischen  Gewandtheit  im  Prinzip  als  gescheitert 
anzusehen,  insofei^n  es  nicht  möglich  sein  wird,  seine  Schlüsse  anders 
als  unter  einschränkenden  Voraussetzungen  über  die  Natur  jener  Funk- 
tionen zu  rechtfertigen"^^).  Die  Diskussion  hat  sich  dann  namentlich 
der  spezielleren  Frage  zugewandt,  inwieweit  es  zulässig  sei,  anzunehmen, 
daß  in  den  Differentialquotienten  der  gegebenen  Anfangsfunktionen, 
namentlich  dem  ersten  und  zweiten,  an  einzelnen  Stellen  Sprünge  vor- 
kommen ^^^)  (daß  die  gegebene  Anfangsfigur  Ecken  oder  Punkte  mit 
zwei  verschiedenen  Krümmungsradien  aufweise);  d' Menibert^^^)  bestreitet 
das,  Lagrange  nimmt  es  zuerst  an,  läßt  sich  aber  dann  von  d'Alem- 
hert  flbei-zeugen ^^'),  Euler^^^)  und  D.  BertiouUi''''-')  schieben   die  Frage 


663)  Taur.  miBC.  1,  1759;  2  (1760/61);  3  (1762/65[6G])  =  Oeuvres  1,  p.  37,  151, 
539;  aucti  noch  in  der  2.  Auflage  der  mecanique  analytique,  Paris  1811  (Oeuvres 
11,  p.  422,  439). 

664)  Vgl.  namentlich  in  der  ersten  und  dritten  Abhandlung  (Oeuvres  1, 
p.  97,  543)  den  Grenzübergang  zu  m  =  oo  (Übergang  von  der  trigonometrischen 
Interpolationsformel    zur   unendlichen  Reihe)    und   in    der    zweiten  (p.  166)   den 
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Schluß,  daß   /  f(x)  sinnx  dx  nur  dann  für  alle  ganzzahligen  Werte  von  n  gleich 

II 
Null  sein  könne,  wenn  f{x)  ^  0  ist. 

665)  Stetigkeit  aller  Ableitungen  und  Entwickelbarkeit  in  eine  gewöhnliche 
Potenzreihe,  also  eine  spezielle  Art  analytischer  Darstellbarkeit,  galten  damals 
noch  als  gleichbedeutend. 

666)  Opusc.  math.  1,  Paris  1761,  p.  17;  ib.  5  (1768),  p.  141  (er  behauptet  hier, 
die  Unznlüssigkeit  sei  allgemein  „de  l'aveu  de  tous  les  geometres"  anerkannt); 
Taur.  misc.  3.  (1762/65[66]),  p.  389;   Berl.  bist.  19  (1763[70]),  p.  240   (von  1769). 

667)  Vgl.  Taur.  misc.  2  (1760/61)  =  Oeuvres  1,  p.  324,  331;  dann  seinen  Brief- 
wechsel mit  d'Alembert  aus  dieser  Zeit,  Oeuvres  13,  p.  5 — 38,  endlich  d'Alem- 
berts  eben  genannten  Aufsatz  Taur  misc.  3;,  der  mit  den  Worten  beginnt:  ,je 
suis  charme  que  nous  sovons  enfin  presque  absolument  d'accord". 

668)  Das  erwähnt  d'Alembert ,  Berl.  bist.  19,  p.  240.  Dieselbe  Auffassung 
berührt  auch  Condorcet,  Paris  bist.   1771[74],  p.  74. 

669)  Petrop.  n.  comm.  19  (1774),   p.  241:    „tolle    modo    omnem   de   infinito 
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als  physikalisch  gleichgültig  zur  Seite.  Condorcet^"''')  nnd  P.  S.  de  La- 
plaee^''^)  geben,  ersterer  für  die  Form  F{x,  y,  z)  =  0,  letzterer  für  die 
Form  s  =  f'{x,  y)  des  Integrals,  die  bestimmtere  Antwort:  die  im  aU- 
gemeinen  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung  «'"  Ordnung 
auftretenden  „willkürlichen"  Funktionen  müssen  mit  ihren  Ableitungen 
bis  zur  (?i  —  1)*°°  Ordnung  einschließlich  stetig  sein;  sonst  verliere  die 
Diiferentialgleichung  ihren  Sinn.  Andererseits  ist  T.  Valperga  di 
Caluso^''^)  wieder  für  die  Zulassung  von  Funktionen  eingetreten,  die 
in  verschiedenen  Teilen  ihres  Definitionsbereichs  verschiedenen  ana- 
lytischen Gesetzen  gehorchen.  Die  beiden  Fragen  sind  dann,  auf  Ver- 
anlassung einer  Petersburger  Preisaufgabe ''^),  von  L.  Arbogast''''*)  aus- 


ampbiboliam  ...  et  omnem  inter  nos  tolles  controversiam"'.     Ähnlich  G.  Riccati 
in  der  sonst  mathematisch  nichts  Keues  bietenden  Schrift   delle  corde,   Bologna 
1767,  p.  IX:  „la  conformitä  della  mia[l]  soluzione  coi  fenomeni  ci  f'a  toccare  cod 
mano  che  ai  minimi  geometrici  si  possono  sempre  sostituire  i  minimi  fisici". 
670j  Paris  bist.  1771[74],  p.  69. 

671)  Ib.  1779[82]  =  Oeuvres  19,  p.  82;  auch  noch  Theorie  analytique  des 
probabilitäs ,  livre  1,  Nr.  19  (p.  87  der  Ausgabe  von  1847).  Condorcet  rechnet 
mit  DifFerentialien,  Laplace  versucht  den  Übergang  von  einer  Differenzengleicbung 
her;  im  Grunde  ist  beides  dasselbe,  und  der  Versuch,  genau  festzustellen,  welche 
Voraussetzungen  eigentlich  implizite  gemacht  sind,  würde  kaum  der  Mühe  lohnen. 
—  Vgl.  auch  Laplaces  sich  auf  diese  Frage  beziehende  Äußerung  Paris  mem.  11, 
(1810[11])  =  Oeuvres  l'.',  p.  359:  „les  resultats  transcendants  de  l'Analyse  sont, 
comme  toutes  les  abstractions  de  l'entendement,  des  signes  generaux  dont  on  ne 
peut  determiner  la  veritable  etendue  qu'en  remontant  par  l'Analyse  metapbysique 
aux  idees  elementaires  qui  y  ont  conduit,  ce  qui  präsente  souvent  de  grandes 
difficultes;  car  l'esprit  humain  en  eprouve  moins  encoie  ä  se  porter  en  avant 
qu'ä  se  replier  sur  lui-meme".  —  Über  das  Auftreten  entsprechender  Fragen 
bei  Untersuchungen  von  L.  Euler  und  G.  Monge  über  Differentialgleichungen 
der  Flächentheorie  vgl.  man  Bd.  4  von  M.  Cantore  Geschichte  der  Mathematik, 
Leipz.  1908,  p.  553  {V .  Kommereil),  882  {CR.  Wallner). 

672)  Torino  mem.  1786/87,  p.  571.  Über  den  Versuch  von  J.  Charles,  Paris 
mem.  pres.  10,  1785,  p.  586,  solche  Funktionen  analytisch  darzustellen,  vgl.  man 
den  Bericht  von  C.  R.  Wallner  in  M.  Cantors  Geschichte  der  Mathematik  4, 
Leipz.  1908,  p.  881;  über  die  späteren  ähnlichen  Versuche  von  G.  Libri  vgl. 
man  Nr.  104. 

673)  Petrop.  n.  acta  5  (1787  [89]),  p.  5. 

674)  Mem.  sur  la  nature  des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  etc.,  St  Petersb. 
1791,  p.  9;  ebenso,  mit  derselben  Terminologie,  Prony,  J.  ec.  polyt.  cah.  4,  an  V, 
p.  511.  —  Vorher  war  „discontinue"  bald  in  dem  einen,  bald  in  dem  andern 
Sinne  gebraucht  worden,  meist  aber  in  dem  auch  von  Arbogast  noch  festgehaltenen, 
während  für  das  andere  Wendungen  wie  „que  la  fonction  ne  fasse  point  de  saut 
brusque"  u.  dgl.  gebraucht  worden  waren.  Die  Festlegung  des  heutigen  Ge- 
brauchs von  kontinuierlich  und  diskontinuierlich  rührt  erst  von  Cmtchy  her. 
Noch  Fourier  (Oeuvres  1,  p.  396)  gebraucht  discontinue  im  Sinne  von  Arbogast 
(an  den  andern  Stellen,  p.  221,394  handelt  es  sich  um  Funktionen,  die  in  beiderlei 
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einandergehalten  worden:  er  nenut  eine  Funktion  „discontinue",  wenn 
sie  in  verschiedenen  Intervallen  verschiedenen  Gesetzen  gehorcht,  „dis- 
contigüe",  wenn  sie  eine  Unstetigkeit  [er  denkt  nur  an  solche  „erster 
Art"]  im  heutigen  Sinne  des  Wortes  aufweist.  Er  erläutert  an  den 
einfachsten  Beispielen,  daß  die  in  der  Lösung  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung auftretende  Funktion  sowohl  „discontinue"  als  „dis- 
contigiie"  sein  könne^'^);  insbesondere  meint  er"'*),  bei  der  Gleichung 

(483)  sei  ein  Sprung  in  den  Werten  von  ^  sehr  wohl  zulässig,  sie 
verlange    dann   nur,   daß    ^   für   dieselben  Argumentwerte    denselben 

Sprung  aufweise.  Ä.  de  Lorgna  dagegen*")  will  die  diskontinuierlichen 
Funktionen  aus  der  Analysis  verbannen  und  sie  nur  in  der  Geometrie 
und  in  den  Anwendungen  der  Mathematik  zulassen. 

Berichte  über  diese  ganze  Diskussion  geben  S.  F.  Lacroix^^^)  und 
A.  de  Ilorgan^'^).  Wenn  letzterer  meint,  „diskontinuierliche"  Funk- 
tionen ließen  sich  mit  beliebiger  Annäherung  durch  kontinuierliche  er- 
setzen, so  hat  er  das  freilich  nicht  bewiesen;  ganz  richtig  ist  dagegen 
seine  Bemerkung**"):  daß  man  auf  einer  kontinuierlichen  Fläche  „dis- 
kontinuierliche" Linien  ziehen  könne,  sei  selbstverständlich;  also  könne 
man  unter  Umständen  auch  durch  eine  diskontinuierliche  Linie  eine 
kontinuierliche  Fläche  legen. 

Zu  einem  gewissen  Abschluß  ist  diese  Diskussion  erst  durch 
J.  Fourier  gelangt.    Fourier  hat  einerseits  die  schon  länger  bekannten 


Sinn  „discontinues"  sind);  ebenso  J.  Challis  (Cambr.  trans.  3  (1830),  p.  271),  S.D. 
Poisson  (Mecanique  2  (1833),  p.  305;  chaleur  p.  173),  G.  Peacock  (Brit.  assoc.  rep. 
f  1833,  p.  258);  selbst  Cauchy  einmal  (Paris  C.  R.  15,  1842,  p.  67  =  Oeuvres  (1/7, 
p.  172).  J.  L.  Eaabe  dagegen  (Differential-  u.  Integralrechnung  1,  Zürich  1839 
p.5)  gebraucht  das  Wort  im  Sinne  von  Cauchy,  allerdings  in  ungenauer  Formulierung. 

675)  p.  12. 

676)  p.  77.    Er  nimmt  keine  Stellung  zu  der  Frage,   ob   eine   Unstetigkeit 

in  den  Werten  von  ;— ^  mit  den  fundamentalen  Vorstellungen  der  Mechanik  ver- 

ot- 

einbar  sei,  was  d'Alembert  schon  Opusc.  1,  p.  22  bestritten,  Lagrange,  Taur.  misc. 
2j  =  Oeuvres  1,  p.  330  durch  den  Hinweis  darauf  verteidigt  hatte,  daß  schon 
bei  Ableitung  der  Differentialgleichung  die  Beschränkung  auf  unendlich  kleine 
Schwingungen  eingeführt  sei. 

677)  De  functionibus  arbitrariis  calculi  integralis  dissertatio,  Petrop.  1791 
(anonym;  wegen  der  Autorschaft  vgl.  man  Petrop.  n.  acta  8  (1790[94]),  p  5; 
9  (1791[95]).  p.  10). 

678)  Traite  du  calcul  differentiel  et  du  calcul  integral,  (2'  ed.)  2  (1814), 
p.  685;  3  (1819),  p.  307. 

679)  Differential  and  integral  calculus,  Lond.  183641,  p.  727. 

680)  p.  730. 
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Beispiele  von  trigonometrischen  Entwicklungen,  die  in  verschiedenen 
Konvergenzbereichen  verschiedene  Stücke  analytischer  Funktionen  dar- 
stellen, zusammengestellt  und  durch  neue  vermehrt ^^'^j;  andererseits 
immer  wieder  hervorgehoben^*"),  daß  es  sich  dabei  nicht  um  ver- 
einzelte exzeptionelle  Erscheinungen  handle,  sondern  daß  die  Möglich- 
keit der  Koeffizientenbestimmung  durch  bestimmte  Integrale,  vermöge 
der  Definition  eines  solchen  Integrals  durch  einen  Flächeninhalt,  die 
Möglichkeit  der  Entwicklung  für  beliebige  derartige  Funktionen  dar- 
tue, und  daß  überhaupt  die  Vorstellung  einer  solchen  „fonction  separee 
DU  partie  de  fonction"  keineswegs  den  „aUgemeinen  Prinzipien  des 
Kalküls"  entgegengesetzt,  sondern  vielmehr  für  die  Theorie  der  partiellen 
Differentialgleichungen  unentbehrlich  sei.  Dabei  denkt  er  aber,  soviel 
ich  sehe,  meist  doch  nur  an  abteiluugs weise  analytische  Funktionen**^). 

J.  Challis^"'^)  nimmt  die  Frage  nach  der  Zulässigkeit  „diskonti- 
nuierlicher" Funktionen  oder,  wie  er  sich  ausdrückt,  nach  ihrer  „Exi- 
stenz" noch  einmal  auf.  Er  meint,  es  sei  unmöglich,  diese  Existenz 
auf  rein  analytischem  Wege  zu  beweisen,  da  schon  die  Prinzipien  der 
Differential-  und  Integralrechnung  auf  der  Betrachtung  „algebraischer"' 
Funktionen  beruhten.  Doch  scheint  er,  soweit  es  möglich  ist,  seineu 
ziemlich  unklaren  Auseinandersetzungen  zu  folgen,  nur  an  der  Aus- 
drucksweise Anstoß  zu  nehmen,  daß  man  solche  Gebilde  als  Funk- 
tionen bezeichnet;  gegen  die  Untersuchung  von  gemischten  Linien 
und  die  Darstellung  der  Anfangsbedingungen  bei  der  Integration  von 
partiellen  Differentialgleichungen  durch  sie  hat  er  nichts  einzuwenden. 

Wie  es  übrigens  oft  in  solchen  Fällen  zu  gehen  pflegt:  der  Epoche, 
der  die  Schwierigkeiten  unübersteiglich  geschienen  hatten,  folgte  eine 
andere,  die  sie  unterschätzte.  So  setzt  z.  B.  G.  Piola^^^)  auseinander, 
ohne  sich  irgendwelche  Sorgen  um  Konvergenzfragen  zu  machen:  man 
könne  doch  die  Werte  einer  „diskontinuierlichen"'  Funktion  (im  alten 
Sinne  des  Wortes)  für  eine  beliebige  Anzahl  gegebener  Werte  des 
Aro-uments  durch  Interpolationsformeln  darstellen;  lasse  man  dann  n 
über  alle  Grenzen  wachsen,  so  erhalte  man  eine  analytische  Darstellung 
der  Funktion  selbst. 


681)  Paris  mem.  4  (1819/20[24])  (Preisschrift  von  1811),  p.  306  ff.;  theorie 
Nr.  223  fF.  =  Oeuvres  1,  p.  213. 

682)  Paris  mem.  4  (1819/20[24]),  p.  301;  Theorie  Nr.  220,  Nr.  426,  Nr.  428, 
13  =  Oeuvres  1,  p.  209,  522,  530:  „nous  avons  insiste  sur  cette  conaequence  des 
Torigine  de  nos  recherches  jusqu'ä  ce  jour". 

G83)  Nur  Theorie  Nr.  417  =  Oeuvres  1,  p.  500  finde  ich  die  Wendung:  „la 
onction  f\x)  represente  une  suite  de  valeurs,  ou  ordonnees,  dont  chacune  est 
arbitraire". 

684)  Mem.  soc.  ital.  20,  (1831),  p.  573. 
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Um  dieselbe  Zeit  ist  auch  an  einer  Reihe  von  Beispielen  beob- 
achtet worden,  daß  ein  als  Funktion  eines  oder  mehrerer  Parameter 
betrachtetes  bestimmtes  Integral  in  verschiedenen  Teilen  seines  De- 
finitionsbereiehs  Stücken  verschiedener  „elementarer"  Funktionen  gleich 
sein  kann.  So  ist,  soviel  ich  sehe,  zuerst  von  G.  Bidone^^^)  und  von 
J.  J.  Fourier''^'')  bemerkt  worden,  daß 


(486)                      J^^^rf|=, 

—  1-  für  x<0, 
0    für  x  =  0, 

0 

von  Fourier  ferner«*"),  daß: 

f  für  a;  >  0, 

/^Q7N                    2    Aini           ,  ,,        fl  für  |a.'l>l, 

(487)                  —  /  -^  cos  a;|f7|  =  i  .   . 

^       ^                   ''J^                           lO  für  ,a;|<l, 

und  daß««») 

,^QQ^                  1     /^cos  x|  +  1  sin  a;i 

^^_je-^für.> 

von  S.  D.  Poisson,  daß«*') 


sm  aaa 


2   für  r£l, 

2 


2r  cos  a  +  r*  —  fürr>l, 

sowie«'**),  daß  das  Integral 

+ 1 
(490)  J[(l  —  2ax  +  x''){i  —  Ux  +  x^)Y^dx 


686)  Torino  mem.  1811/12,  p.  279. 

686)  Paris  mem.  4  (1819/20[24])  (Preisschrift  von  1811),  p.  499;  Theorie  de 
la  chaleur  Nr.  356  =  Oeuvres  1,  p.  46.3.  Vgl.  auch  A.  de  Morgan,  Diff.  and  int. 
calc,  Lond.  1836/42,  p.  ö72. 

687)  Er  erhält  die  Gleichung  Paris  m^m.  4,  p.  490;  Theorie  Nr.  348  = 
Oeuvres  1,  p.  394  aus  dem  Reziprozitätssatz  (Nr.  69)  und  verifiziert  sie  dann 
Paris  mem.  4,  p.  498;  Theorie  Nr.  357  =  Oeuvres  1,  p.  403  mit  Hilfe  von  (486); 
ebenso  A.  A.  Cournot,  Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  189.  Bei  Legendre 
exerc.  de  calc.  int.  1  (1811)  stehen  die  Formeln  (486)  und  (488)  nur  für  positive  x; 
ebenso  die  erstere  bei  S.  D.  Poisfion,  J.  ec.  polyt.  cah.  16  (1813),  p.  221,  der  aber 
dann  ebenda  18  (1820),  p.  328,  wo  er  auch  das  für  negative  Werte  von  x  gel- 
tende Resultat  zu  benutzen  hat,  sich  doch  auf  die  genannte  Stelle  beruft. 

688)  Ann.  chim.  phys.  3  (1816),  p.  363;  in  anderer  Form  Theorie  Nr.  358 
=  Oeuvres  1,  p.  404. 

689)  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  504.  Reproduziert  von  A.  Cournut, 
Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  190. 

690)  Paris  mem.  6  (1823[27J),  p.  601   (von  1826). 

Eneyklop.  d.  math.  Wisaensch     II  1  63 
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Tier  verschiedene  Werte  hat,  je  nachdem  a  und  i  größer  oder  kleiner 
als  1  sind;  von  A.  de  Morgan^^^),  wenn  nicht  schon  früher,  daß: 


0  für  r<l, 

r  für  r  >  1. 


^  fO  für  i 

(491)  log(l  —2r  cos  a-i-r')da=  \^^    , 

V  l27rlog 

Gleichwohl  hat  A.  M  Ler/endre,  als  Cauchy  unter  den  Beispielen 
für  die  durch  seine  Residuensätze  zu  erhaltenden  neuen  Resultate  die 
Gleichuug 


(492)  /^ 


sina;|     dj  n  Kof  br 


sin  6|  1  +  1*         2         ©in?) 

mit  der  Determination  „r  gleich  der  absolut  genommenen  Difl'erenz 
zwischen  '  und  der  nächstgelegenen  geraden  ganzen  Zahl"  angab  ^'^), 
darin  eine  Schwierigkeit  gefunden*^')  und  Cauchy,  bis  dieser  die  Ge- 
duld verlor ^^■'),  zu  weiteren  Erörterungen  darüber  veranlaßt,  wie  so 
die  für  verschiedene  Intervalle  geltenden  verschiedenen  Formeln  sich 
aus  seiner  Methode  mit  Notwendigkeit  ergeh  en  ^''^).  Nachher  hat 
Legendre  diese  Resultate,  in  seine  Sprache  übersetzt,  in  sein  Buch  auf- 
genommen *^*). 

Auch  andere  Mathematiker  dieser  Zeit  stehen  den  aus  diesen 
Eigentümlichkeiten  von  Integralen  und  Reihensummen  entspringenden 
Schwierigkeiten  öfter  ratlos  gegenüber;  so  P.  Paoli^^'')  und  G.Piola^^^). 


691)  Diif.  and  integral  calculus,  p.  676. 

692)  Paris  mem.  pres.  1  (1827),  p.  442,  470  (von   1814). 

693)  Vgl.  seinen  der  Abhandlung  vorgedruckten  Bericht  an  die  Akademie, 
ib.  p.  326:  „La  loi  de  continuitö  est  violee." 

694)  Vgl.  die  Schlußworte  p.  506:  „Ce  qui  precede  suffit;  c'est  jaourquoi  je 
n'insisterai  pas  d'avantage  sui-  cet  objet." 

695)  p.  485,  495,  499. 

696j  Exerc.  de  calcul  integral  2  (1817),  p.  174  (publ.  1815).  Daß  Legendre 
den  Gebrauch  der  Residuensätze  in  seiner  Darstellung  vermeiden  kann,  liegt  nur 
daran,  daß  er  die  Sätze  über  die  Partialbruchzerlegung  rationaler  Funktionen 
ohne  Beweis  auch  auf  transzendente  Funktionen  anwendet  und  nachher  doch 
den  so  erhaltenen  Formeln  bestimmte  Gültigkeitsgrenzen  zuschreibt,  obwohl  diese 
aus  seinem  Raisonnement  keineswegs  folgen. 

697)  Mem.  soc.  ital.  20;   (1828),  p.  176. 

698)  Ib.  20.J  (1831),  p.  603:  „Non  sentendomi  per  ora  forze  bastanti  per 
tentarne  una  chiara  esposizione."  —  Wenn  G.  FrulJani  ebd.  p.  696  ein  falsches 
Resultat  erhält,  indem  er  die  Entwicklung  von  x  sin  x  nach  den  Cosinus  der 
Vielfachen  von  x,  nach  Division  mit  1 -|- a;^  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo 
gliedweise  integriert,  so  liegt  das,  wie  er  selbst  bemerkt,  daran,  daß  die  Aus- 
gangsreihe nicht  in  dem  ganzen  Integrationsbereich  die  von  ihm  angenommene 
Summe  hat. 
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Andere  Integrale,  bei  welchen  dieselbe  Eigentümlichkeit  zur  Be- 
obachtung kam,  haben  nur  als  Haupt  werte  Sinn;  so  namentlich  die 
hier  unter  Nr.  59  besprochenen. 

Beispiele  von  Doppelintegralen,  die  verschiedenen  algebraischen 
Funktionen  eines  Parameters  h  gleich  sind,  je  nachdem  |  /.■  [  <  1  oder  >  1 
ist,  finden  sich  bei  A.  Caucliy^^^). 

Viel  später'"")  kommt  er  noch  einmal  auf  die  entsprechenden 
Verhältnisse  bei  einfachen  Integralen  zurück;  er  führt  hier  außer  (488) 
noch  die  beiden  Beispiele  an: 

+  =»  

(493)  /  exp( —  xr^)  dr=  y  —  nur  für  a;  >  0; 


(494) 


J   1  -  re^'  I 


2%  für  :>-t<l, 
0    für  Irl  >1. 


Inzwischen  war  auch  bemerkt  worden,  daß  die  Eigenschaft,  in 
verschiedenen  Teilen  des  Konvergenzgebietes  Teile  verschiedener  ana- 
lytischer Funktionen  darzustellen,  auch  andern  als  trigonometrischen 
Reihen  zukommen  kann.  So  hat  R.  Murphy^"^)  darauf  hingewiesen, 
daß  die  Summe  der  Reihe: 

m 

stets  gleich    der  absolut  kleineren   der  beiden  Größen   a,  ß  ist;   also 

z.  B.'oä) 

(496)  |(l_:,^)  +  L_i(l_a:^)^ 

-t-2.4.6^-^       ^^-t-  |l_^für       0<,r<l. 


(495)  2(-l)"V«//«  +  ^V^^ 


699)  In  den  Noten  von  1827  zu  seiner  Preisschrift  von  1815,  Paris  mem. 
pre's.  1  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  181,  185  (vgl.  hier  Nr.  64).  Er  erzählt  bei  dieser 
Gelegenheit,  er  sei  bei  seinen  ersten  Versuchen  zur  Behandlung  des  Wellenproblems 
dadurch  aufgehalten  worden,  daß  Entwicklimg  eines  solchen  Integrals  nach  Po- 
tenzen von  k  und  gliedweise  Integration  ein  nur  fiir  |  ä;  |  <^  1  gültiges  Resultat 
liefert. 

700)  Eserc.  d'anal.  4  (1847),  p.  412. 

701)  Cambr.  trans.  4,  (1833),  p.  375.  Er  wendet  den  damals  bekannten  Satz, 
daß  die  Lagrangesohe  Reihenumkehrungsformel  [unter  gewissen  hier  erfüllten 
Voraussetzungen]  die  absolut  kleinste  Wurzel  der  aufzulösenden  Gleichung  liefert, 
auf  eine  quadratische  Gleichung  an. 

702)  p.  383.  Er  bemerkt  selbst,  daß  diese  Reihe  sonach  dasselbe  leiste  wie 
Fouriers  Gleichung  (486). 
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Ä.  de  Morgan    erhält  Reihen    dieser   Art   ausgehend    von    Unter- 
suchungen über  Funktionalgleichungen  der  Form: 

(497)  (p(x)  ^  ii{x)  ■}- v{x)cp(a(x)), 

in   der  ft,  v,  a    gegebene    Funktionen,    cp   die    gesuchte    bedeuten;    er 
findet  so'«'): 

*^^^^-'    r+x-  +  r+:?  ■  i  +  x*  '^  HK^«  r-pi«  r+~r«  "1 

s  6  U  für  I  X  I  <  1 ; 

und'W): 

1 

für  1  a  I  >  1 , 


V 


(a  — l)(x+l) 


(499)       ^(f+„..H, +„....)       )  ,  füriaKl. 


(l_a)(a;  +  l) 
0.  Schlömilch'"'^)  geht  von  der  Bemerkung  aus,  daß  die  Funktion 


(500) 


1  +  x' 


sich  nicht  ändert,  wenn  man  x  mit  —  vertauscht,  daß  man  aber 
gleichwohl  Funktionen,  die  diese  Eigenschaft  nicht  haben,  nach  Po- 
tenzen dieses  z  entwickeln  könne,  z.  B.  gleich  die  Funktion 

(501)  x  =  y{i  -  yY^^') 

selbst;  so  erhält  er: 

00  I  X  für  1  a;    <  1 , 

(f^QO)         -yll-3-5--.(2n-l)/    2x    yn  +  i_ 
(^jv^)       ^  2i-6-8--.(2n  +  2)\i  +  xV  -für    a;|>l. 

n=0  \  X  ' 

Später™^)  zeigt  er,  daß  entsprechendes  immer  eintritt,  wenn  man 
eine  Funktion  nach  Potenzen  einer  andern  entwickeln  will  imd 
wenn  dabei  zu  zwei  Werten  von  x,  zu  denen  derselbe  Wert  der  letz- 
teren gehört,  nicht  auch  derselbe  Wert  der  ersteren  gehört  —  was 
dann  sachlich,  wenn  auch  nicht  in  der  Ausdrucksweise,  mit  der  Auf- 
fassung von  Murphy '"''■)  übereinkommt.  Als  Beispiel  nennt  er  die 
Entwicklung  von  e^  nach  Potenzen  von  sin  z. 


703)  In  der  ersten  Form  Cambr.  trans.  6  (l^e),  p.  190;  in  der  zweiten  ditf. 
and  int.  calc.  207),  p.  229. 

704)  Cambr.  trans.  6,  p.  191. 

705)  Arch.  Math.  Phys.  10  (1847),  p.  45. 

706)  Ebd.   14  (1850),  p.  146. 
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Daß  man  mit  Hilfe  von  Integralen  wie  (486)  eine  Funktion  ana- 
lytisch darstellen  kann,  die  innerhalb  eines  Intervalls  gleich  einer 
gegebenen  Funktion,  außerhalb  desselben  gleich  null  ist,  hat  P.  G. 
Lejeune-Dirichlet  zur  Grundlage  seiner  Theorie  der  Diskontinuitäts- 
faktoren (Nr.  104)  genommen;  daß  man  auch  eine  Funktion  darstellen 
kann,  die  in  zwei  verschiedenen  Intervallen  Teilen  von  zwei  willkürlich 
gegebenen  Funktionen  gleich  ist,  z.  B. 

/-/,r>\  ,    \     2     /  sina|cosa;J  ,<. 

(o03)         <P{x)--^J  \^di 

0 

,   .    ^    rsing-gcosal  ,.  _  f^l^)   für   X<a, 
-r^W-„J  I  ^^~'\t{x)  iür  x>a, 

scheint  zuerst  0.  Schlömilch  ausgesprochen  zu  haben'''"). 

Durch  alle  diese  Einzelerfahrungen  mußte  die  Forderimg,  genau 
zu  definieren,  was  eigentlich  unter  einer  „willkürlichen"  Funktion  ver- 
standen werden  soUe,  allmählich  sich  aufdrängen.  Ausdrücklich  er- 
hoben hat  sie,  soviel  ich  sehe,  zuerst  J.  Ivory  bei  Gelegenheit  der  Dis- 
kussion über  den  Gültigkeitsbereich  der  Entwicklungen  nach  Kugel- 
funktioneu™**).  Doch  wird  sie  selbst  von  P.  G.  Lejeune-DiricJilet''°^) 
nur  unvollständig  erfüllt:  er  redet  zwar  bei  der  graphischen  Dar- 
stellung einer  Funktion  durch  eine  Kurve  davon,  daß  man  sich  diese 
„ganz  gesetzlos"  gezogen  denken  könne,  sagt  aber  dann,  eine  solche 
Funktion  aei  für  ein  Intervall  nur  dann  als  vollständig  bestimmt  an- 
zusehen, wenn  sie  entweder  für  den  ganzen  Umfang  desselben  graphisch 
gegeben  ist,  oder  mathematischen,  für  die  einzelnen  Teile  desselben 
geltenden  Gesetzen  unterworfen  wird:  er  kommt  also,  sobald  er  von 
der  Berufung  auf  die  graphische  Darstellung  absehen  will,  doch  wieder 


707)  Arch.  Math.  10  (1847),  p.  323.  Schlömilch  bespricht  den  Fall,  daß  die 
Entwicklung  von  qp(a;)  nach  Potenzen  von  x  für  a;>a  divergiert,  um  zu  schließen, 
daß  die  Potenzentwicklung  einer  Funktion  außerhalb  ihres  Konvergenzbereichs 
nichts  mit  der  Funktion  zu  tun  zu  haben  braucht  [wenn  man  Funktionen  wie 
die  durch  (503)  definierte  zuläßt]. 

708)  Phil.  mag.  (2)  2  (1827),  p.  94:  „Fonctions  entierement  arbitraires.  This 
is  rather  vague  and  indefinite." 

709)  Repert.  Phys.  1  (1837),  p.  152  —  Werke  1,  p.  135;  fast  wörtlich  ebenso 
auch  in  der  von  ß.  Arendt  (Braunschw.  1904)  herausgegebenen  Vorlesung  über 
bestimmte  Integrale  von  1854,  p.  i.  In  seiner  ersten  Abhandlung  über  trigono- 
metrische Reihen  gibt  er  überhaupt  keine  Definition  dessen,  was  er  unter  „Funk- 
tion" verstehen  will;  doch  redet  er  am  Schlüsse  (J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  169 
=  Werke  1,  p.  132)  von  der  Funktion,  die  für  rationale  Argumentwerte  gleich 
einer  Konstanten  c  und  für  irrationale  gleich  einer  andern  Konstanten  d  ist. 
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auf  die  ältere  Auffassung  von  der  Zusammensetzung  aus  Stücken  ana- 
lytischer Funktionen  zurück.  Erst  A.  A.  Cournot  hat  sich  davon  frei 
gemacht;  er  sagt''"):  „nous  concevons  qu'une  grandeur  peut  dependre 
d'une  autre,  sans  que  cette  de'pendance  soit  de  nature  ä  pouvoir  etre 
exprimee  par  une  combinaison  des  signes  de  l'algebre."  Man  könne 
also'^")  „iniaginer  une  theorie  qui  aurait  jjour  objet  la  discussion  des 
proprietes  generales  des  fonctions";  wenn  man  sich  dazu  entschließe, 
komme  man  über  viele  Schwierigkeiten  und  Streitigkeiten  hinweg. 
Dann  hat  Ä.  Cauchy''^^)  auseinandergesetzt,  daß  der  alte  Begriff  einer 
fonction  discontinue  „est  loin  d'offrir  une  precision  mathematique"; 
es  könne  sehr  wohl  vorkommen,  daß  verschiedene  Formeln  für  gewisse 
Werte  des  Arguments  dieselbe  Funktion  vorstellen,  für  andere  ver- 
schiedene Funktionen.  Weniger  bestimmt  sind  die  Auseinandersetzungen 
von  Ä.  Pioch'^^).  Er  scheint  unter  „fonction  ordinaire"  das  zu  ver- 
stehen, was  man  jetzt  eine  elementare  Funktion  nennt,  und  erklärt, 
solche  Funktionen  könnten  nur  da  unstetig  werden,  wo  sie  unendlich 
werden.  Man  könne  sich  aber  doch  Funktionen  vorstellen,  bei  welchen 
das  nicht  der  FaU  ist;  also  könne  man  nicht  „tous  les  lieux  geo- 
metriques  en  nombre  infini  que  la  pensee  confoit  et  realise",  mit 
Hilfe  derjenigen  Funktionen  darstellen,  die  man  in  der  analytischen 
Geometrie  und  der  Differentialrechnung  betrachtet. 

Eigentümlich  ist  die  Terminologie  von  A.  de  Morgan.  Er  defi- 
niert'**):  „every  expression  which  in  any  way  contains  x,  or  depends 
for  its  value  upon  the  value  of  x,  is  called  a  function  of  a:."  Daß  er 
dabei  aber  doch  nur  an  algebraische  Funktionen  und  aus  diesen  ab- 
leitbare denkt,  zeigt  die  bald  darauf  folgende  Stelle"^):  „when  any 
function  of  x  is  given,  we  can  determine  by  common  algebra  the 
value  which  the  function  receives  when  x  receives  any  given  value." 
Nach  einer  Erörterung  über  unbestimmte  Formen  folgt  dann  die  De- 
finition: wenn  die  Funktion  für  x  ^  a  „im  gewöhnlichen  arithmeti- 
schen Sinn  der  Worte"  den  Wert  A  hat,  so  heißt  dieser  Wert  ein 
gewöhnlicher  Wert  der  Funktion;  aber  „when  by  making  x  sufficiently 


710)  Theorie  des  fonctions  1,  Paris  1841,  p.  5. 

711)  p.  15. 

712)  Paris  CR.   18  (1844),  p.  116  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  145. 

713)  Brux.  mem.  15  (1850),  p.  7. 

714)  The  diiFerential  and  integral  caloulus,  Lond.  1836/41,  p.  34. 

715)  p  44.  Er  glaubt  aus  diesen  „Postulaten"  schließen  zu  können,  jede 
„Funktion''  sei  das,  was  man  jetzt  abteilungaweise  diiferentiierbar  nennt,  meint 
aber  p.  48  selbst,  mau  könne  dagegen  Einwände  erheben,  je  nach  dem  Sinn,  in 
dem  man  die  Postulate  verstehe. 
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near  to  a,  we  can  make  the  fimction  as  near  as  we  please  to  A,...,A 
is  called  a  singular  Talue".  Den  Weg  zur  analytischen  Behandlung 
der  so  definierten  Funktionen  bahnt  er  sich  durch  Einführung  von 
3  „Poßtulaten"  als  Erfahningsresul taten: 

1.  Wenn  (p{a)  ein  gewöhnlicher  Wert  ist,  kann  h  immer  so  klein 
genommen  werden,  daß  zwischen  (p{a)  und  cp{a -\- li)  kein  singuläier 
Wert  liegt. 

2.  Wemi  (p (a)  ein  endlicher  Wert  ist,  kann  man  h  immer  so  klein 
annehmen,  daß  (p(a  -\-  h)  so  nahe  an  qp(a)  liegt,  als  man  will,  und 
daß  cp{x)  von  X  ^  a  bis  x  =  a  -\-  h  der  Größe  nach  immer  zwischen 
<p(a)  und  (p{a  -{-  h)  liegt. 

3.  Weim  eine  Funktion  für  alle  x  zwischen  a  und  a  +  h  einem 
Gesetz  folgt,  so  folgt  sie  diesem   Gesetz  durchaus. 

Das  zweite  bezeichnet  er  als  „law  of  continuity  of  value",  das 
dritte  als  „law  of  continuity  of  form". 

Sonst  gebrauchen  englische  Schriftsteller  um  diese  Zeit  die  Worte 
„continuity"  und  „discontinuity"  häufig,  ohne  genau  zu  definieren,  was 
sie  darunter  verstehen;  meist  liegt  wohl  eine  Vermischung  der  alten 
und  der  neuen  Bedeutung  vor.  Dabei  erscheint  öfters  die  Formulierung 
„what  is  true  up  to  the  limit,  is  true  as  the  limit"  als  Axiom;  so 
bei  J.  R.  Yoiiug''^^),  während  G.  Boole''^'')  findet,  es  beruhe  auf  einer 
jjunsound  induction"  und  ließe  sich  nur  aufrechterhalten,  wenn  man 
„abaudon  the  dominion  of  reason  for  that  of  Intuition"  wolle.  G.  G. 
Stokes''^^)  dagegen  schließt  sich  ausdrücklich  der  neuen  Auffassung  des 
Wortes  an,  mit  dem  Hinzufügen,  es  scheine  ihm  von  der  äußersten 
Wichtigkeit  für  die  Anwendung  partieller  Differentialgleichungen  auf 
physikalische  und  selbst  auf  geometrische  Probleme,  „to  contemplate 
functions  apart  from  all  idea  of  algebraical  expression". 

Auch  auf  dem  Kontinent  hat  der  Spracb gebrauch  noch  längere  Zeit 
geschwankt.  Manche  Autoren,  so  J.M.C.Buhamel'^^)  und  O.ScMömilch''^°), 


716)  Cambr.  trans.  8  (1847),  p.  429,  437. 

717)  Dubl.  trans.  21  (1848),  p.  124  (von  1846). 

718)  Phil.    mag.    (3)   33    (1848),   p.  352  =  papers  2,   p.  54;    der  Sache  nach 
ebenso  Cambr.  trans.  8^  (1849),  p.  535  (von  1847)  =  papers  1,  p.  240. 

719)  Cours  d'analyse  1,  Paris  1841,  p.  5. 

720)  Algebraische  Analyais,  Jena  1845,  p.  39.    Nachher,  p.  41,  gibt  er  auch 
eine  analytische  Definition,  die  nur 

Hm  [f{x  —  d)  —  f{x  -f  ö)]  =  0 

(J  =  0 

fordert,  also  Funktionen  wie  -^  oder  cos  —    unter    die    stetigen  zählen  würde; 
X-  X 

nachdem   Schloemilch,   Arch.   Math.  Phys.  12  (1849),   p.  431,   das   selbst  bemerkt 
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bezeichneu  als  kontinuierlich  oder  stetig'^^)  eine  Funktion  dann, 
wenn  sie  nicht  von  einem  Wert  zu  einem  andern  übergehen  kann, 
ohne  alle  Zwischen  werte  zu  durchlaufen;  für  abteilungfs  weise  monotone 
Funktionen  (an  andere  denken  sie  nicht)  ist  diese  Definition  mit  der 
Cauchy sehen  äquivalent. 

A.  A.  Cournot  faßt  den  Stetigkeitsbegrifif  geometrisch'^-),  gibt  aber 
dann  doch  eine  —  freilich  etwas  unbestimmt  formulierte  —  analyti- 
sche Definition.  Übrigens  unterscheidet  er'-')  „Solutions  de  continuite 
du  1^',  2",...,  ordre",  je  nachdem  die  Funktion  selbst,  ihre  erste, 
zweite  Ableitung  unstetig  ist. 

Anderei-.seits  ist  das  Wort  „kontinuierlich"  selbst  auch  wohl  in 
einem  engeren  Sinne  gebraucht  worden,  so  versteht  z.  B.  Franlce^^^) 
darunter  eine  Funktion,  die  „um  eine  unendlich  kleine  Größe  der- 
selben Ordnung  zu-  oder  abnimmt,  als  die  Veränderliche  x  selbst". 
Noch  enger  faßt  es  M.  Ohni^~^),  wenn  er  zu  den  kontinuierlichen 
Funktionen  nur  die  elementaren  rechnet  und  die  unendlichen  Reihen, 
die  nach  Potenzen  eines  allgemeinen  Buchstabens  fortschreiten,  und 
behauptet,  daß  nur  für  solche  „das  unbedingte  allgemeine  Rechnen" 
zulässig  sei. 

A.  Cauchy  rekapituliert  später'^*)  noch  einmal  seine  Stetigkeits- 
definition und  erläutert  dabei,  wie  sie  sich  auf  die  verschiedenen  Zweige 
(„types")  einer  mehrdeutigen  Funktion  anwenden  lasse.    Auch  kommt 

hatte,  ist  die  Sache  in  den  späteren  Auflagen  geändert.  An  der  genannten  Stelle 
im  Archiv  kritisiert  er  Cauchys  Stetigkeitsdefinition ;  er  übersieht  dabei,  daß 
Cauchy  die  Funktion  als  eindeutig  definiert  voraussetzt  und  also  f(a  -\-  0)  und 
f(a  —  0)  nicht  beide  zugleich  als  Werte  von  ihr  ansehen  kann. 

721)  Wer  eigentlich  stetig  als  deutsche  Übersetzung  von  continu  eingeführt 
hat,  kann  ich  nicht  angeben;  jedenfalls  findet  sich  das  Wort  bei  B.  Bolzano  rein 
analytischer  Beweis  des  Lehrsatzes  .  .  .,  Prag  1817,  p.  11  (vgl.  darüber  0.  Stolz, 
Math.  Ann.  18  (1881),  p.  261)  und  bei  P.  G.  Lejeune-Dirichlet,  Repert.  Phys.  1 
(1837),  p    152  =  Werke  1,  p.  135. 

722)  Thäorie  des  fonctions  1,  Paris   1841,  p.  Gl. 

723)  Ib.  p.  15. 

724)  Arch.  Math.  Phys.  15  (1850\  p.  227.  J.  Dienger,  (J.  f.  Math.  37  (1848), 
p.  364;  von  1845')  bezeichnet  dasselbe  mit  „kontinuierlich  im  engsten  Sinn". 
Seine  weitere  Behauptung  (ebd.  38  (1849),  p.  267;  von  1845):  Wenn  zwei 
Funktionen  in  einem  Intervall  übereinstimmen,  so  stimmen  sie  auch  darüber 
hinaus  überein,  soweit  sie  kontinuierlich  sind  —  vernachlässigt  unendlich  kleine 
Größen  von  derselben  Ordnung  wie  die  beibehaltenen. 

725)  Der  Geist  der  math.  Analysis  1,  Berlin  1842,  p.  153  (engl.  w.  A.  J.  Ullis, 
Lond.  1843).  Später  (ebd.  2,  Erlangen  1846,  p.  74)  sagt  er:  eine  Funktion 
unterbricht  ihre  Stetigkeit,  wenn  sie  imaginär  wird  oder  eine  im  Kalkül  unzu- 
lässige Form  (1/0  oder  log  0  usw.)  annimmt. 

726)  Exerc.  d'anal.  4  (1847),  p.  314. 
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er  noch  einmal  auf  die  Frage  der  Zulä.ssigkeit  diskontinuierlicher 
Funktionen  in  den  Anwendungen  der  Mathematik  zurück'^');  er  setzt 
auseinander,  daß  sie  in  die  Lösungen  der  Differentialgleichungen  der 
mathematischen  Physik  durch  die  Grenzbedingungen  hereingebracht 
werden,  und  meint,  man  komme  über  alle  Schwierigkeiten  hinweg, 
wenn  man  sie  als  spezielle  Fälle  allgemeiner  Funktionen  auffasse,  aus 
denen  sie  durch  Nullsetzen  eines  Parameters  hervorgehen.  Das  führt 
ihn  dann  auf  seine  ,,limitateurs''  (Xr.  104). 

tI9.  Exkurs  betr.  die  Vertauschung  der  Reihenfolge  von  Grenz 
Übergängen.  Wenn  eine  elementare  Funktion  von  einer  Veränder- 
lichen an  einer  einzelnen  Stelle  in  „unbestimmter  Form"  erscheint,  so 
läßt  sich  diese  Unbestimmtheit  durch  Einführung  des  sog.  „wahren 
Wertes"  der  Funktion  an  einer  solchen  Stelle  beseitigen '^^).  Dagegen 
bei  Funktionen  mehrerer  Veränderlicher  findet  das  schon  in  ganz  ein- 
fachen Fällen  wie  z.  B.  — ,  nicht  mehr  statt;  die  Unbestimmtheit 
läßt  sich  hier  auf  keine  Weise  entfernen,  und  es  ist  daher  auch  nicht 
gleichgültig,  ob  man  zuerst  die  eine  und  dann  die  zweite  Variable 
spezialisiert,  oder  ob  man  in  umgekehrter  Reihenfolge  vorgeht.  Das 
ist  selbstverständlich  frühzeitig  bemerkt,  auch  z.  B.  von  S.F.Lacroix''^^) 
und  von  A.  Caudiy''^'')  schon  ganz  sachgemäß  allgemein  auseinander- 
gesetzt worden.  Auch  ist  ein  von  J.  L.  Lagrange''^^)  bemerktes  Para- 
doxon der  Potenzialtheorie  von  0.  Rodrigues"^^"')  und  dann  von  F.  S. 
de  Laplace''^^)  durch  die  Bemerkung  aufgeklärt  worden,  daß  der  Ausdruck 

1  r^ 

(504)  '^^ 3 

(l-2)>-hr»)- 

727)  Paris  C.  R,  28  (1849),  p.  277  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  121.  Er  hat  hier 
namentlich  den  Fall  im  Auge,  daß  die  betrachtete  Funktion  nur  in  einem  be- 
grenzten Bereiche  von  Null  verschieden,  außerhalb  desselben  gleich  Null  ist.  Sie 
ist  dann  an  der  Grenze  des  Bereichs  im  allgemeinen  sowohl  im  alten  wie  im 
neuen  Sinne  des  Wortes  diskontinuierlich. 

728)  Vgl.  IIA  1,  Pringsheim,  Nr.  13,  p.  24. 

729)  Traite  du  calcul  diiferentiel  et  du  calcul  integral  1,  (schon  in  der 
1.  Aufl.,  Paris  1797?;  jedenfalls  in  der  2.,  1810,  p.  358). 

730)  Paris  mem.  pres.  1  (1827)  (von  1815)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  333. 

731)  J.  ec.  polyt.  cah.  15  (1809),  p.  57  =  Oeuvres  7,  p.  363.  Lagrange  zeigt 
zwar,  daß  man  bei  richtiger  Anordnung  der  Rechnung  zu  dem  richtigen  Resultat 
kommt,  aber  es  bleibt  bei  ihm  im  unklaren,  weshalb  die  andere  Anordnung  nicht 
auch  dasselbe  liefert. 

732)  Corresp.  ec.  polyt.  3  (1816)  p.  384. 

733)  Paris  mem.  2  (1817[19])  =  Oeuvres  12,  p.  415;  Mäcanique  Celeste 
livre  11,  Paris  1823  =-  Oeuvres  5,  p.  32.  Vgl.  dazu  auch  noch  M^antzel,  J.  de 
math.  4  (1839),  p.  185  und  E.  Hemiessy,  Phil.  mag.  (3)  33  (1848),  p.  24.  —  R.  Murphy, 
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für  r  =  1  zwar  im  allgemeinen  null  wird,  aber  nicht,  wenn  man  vorher 
fi  =  1  setzt. 

Gleichwohl  ist  die  damit  in  engem  Zusammenhang  stehende  Tat- 
sache, daß  die  Reihenfolge  zweier  Grenzübergänge  nicht  ohne  weiteres 
vertauscht  werden  darf,  lange  nicht  klar  erkannt  worden.  Zwar  beruht 
die  ganze  Cauchysche  Funktionen theorie '^)  und  ebenso  der  dritte 
Gaußsche  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra '^^)  auf  dem  Um- 
stand, daß  die  Reihenfolge  der  Integrationen  in  einem  Doppelintegral 
nicht  vertauscht  werden  darf,  wenn  die  zu  integrierende  Funktion  im 
Integratiousgebiet  unendlich  groß  wird.  Aber  im  übrigen  ist  auch 
Cauchy  an  der  Erkenntnis  der  vorhin  bezeichneten  allgemeinen  Tat- 
sache dadurch  vorbeigeführt  worden,  daß  er  zwar  die  fundamentale 
Bedeutung  des  Grenzbegriffs  für  die  Analysis  erkannt  hat  und  die 
Terminologie  des  Rechnens  mit  unendlich  kleinen  und  unendlich 
großen  Größen  nur  als  eine  abgekürzte  Sprechweise  für  seine  Be- 
nutzung ansieht,  daß  er  aber  doch  dieser  Abkürzung  sich  auch  in 
Fällen  bedient,  in  welchen  sie  zu  Fehlschlüssen  Anlaß  geben  kann, 
indem  sie  nicht  erkennen  läßt,  von  welchen  Variabein  die  „unendlich 
kleinen",  d.h.  gegen  Null  konvergierenden  Größen  noch  abhängen  und 
von  welchen  nicht.  So  kommt  er  zu  Scheinbeweisen  für  die  Behaup- 
tungen: daß  die  Summe  einer  konvergenten  Reihe  stetiger  Funktionen 
selbst  eine  stetige  Funktion  sei'^^);  daß  man  eine  solche  Reihe,  auch 
zwischen  unendlichen  Grenzen,  gliedweise  integrieren  dürfe"');  daß  es 

Cambr.  trans.  5  (1835),  p.  347,  nennt  solche  Funktionen  „transient  functions"; 
außer  dem  Beispiel  des  Testes  hat  er  p.  354  noch  ein  allgemeineres. 

734)  Vgl.  die  näheren  Nachweisungen  unter  Nr.  35. 

7.S5)  Gott.  comm.  rec.  3  (1816)  =  Werke  3,  p.  61  (deutsch  von  E.  Netto, 
Leipz.  1890;  franz.  Bearbeitung  von  J.  Liouvüle,  J.  de  math.  4  (1839)  p.  505). 
Die  bei  Gauß  unter  dem  Doppelintegralzeichen  stehende  Funktion  ist  der  reelle 
Teil  von  derjenigen,  die  in  den  entsprechenden  Untersuchungen  von  Cauchy  auf- 
tritt. Wie  weit  übrigens  Gauß  die  im  Text  hervorgehobene  allgemeine  Tatsache 
gekannt  haben  mag,  ist  schwer  zu  sagen.  Einerseits  wüßte  ich  keine  Stelle  zu 
nennen,  wo  er  wirklich  eine  nicht  zu  rechtfertigende  Vertauschung  der  Reihen- 
folge zweier  Grenzübergänge  vorgenommen  hätte.  Andererseits  behandelt  er  aber 
doch  z.  B.  in  der  Abhandlung  über  die  hypergeometrische  Reihe  (Gott.  comm. 
rec.  1  (1813)  =  Werke  3,  p.  138)  und  in  dem  nachgelassenen  Beweis  für  die 
Entwickelbarkeit  einer  Funktion  in  eine  trigonometrische  Reihe  (vgl.  hier  Nr.  34) 
die  Summe  einer  Reihe  für  r  =  1  und  den  Grenzwert  der  durch  die  Reihe  dar- 
gestellten Funktion  für  lim  r  ^  1  als  gleichbedeutend. 

736)  Analyse  algebrique,  Paris  1821  =  Oeuvres  (2)  3,  p.  120.  Der  Schluß- 
fehler liegt  in  den  Worten  „l'accroissement ...  de  r„  devient  insensible  en  meme 
temps  que  ?•„". 

737)  Le9on8  sur  le  calcul  infinitesimal,  Paris  1823  =  Oeuvres  (2)  4,  p.  238; 
Mem.  sur  les  integrales  d^finies,  Paris  1825,  p.  40.    Er  bemerkt  nicht,  daß  in  der 
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erlaubt  sei,  in  einer  konvergenten  Doppelreihe  die  Reihenfolge  der 
Summationen  zu  vertauschen'**);  daß  ein  bestimmtes  Integral  „uuter 
dem  Zeichen"  nach  einem  Parameter  differentiiert  werden  könne'*"); 
daß  auch  die  Differentiation  und  Integration  eines  Residuums  nach 
einem  Parameter  erlaubt  sei'*").  Wohl  hat  er  bald  bemerkt'*'),  daß 
die  Dilferentiation  unter  dem  Zeichen  bei  den  von  ihm  eingeführten 
„Hauptwerten"  divergenter  bestimmter  Integrale  nicht  immer  erlaubt 
ist;  doch  glaubt  er  auch  hier  noch,  alle  Schwierigkeiten  fielen  weg, 
wenn  man  den  Hauptwert  durch  die  Summe  ersetze,  als  deren  Grenz- 
wert er  definiert  ist. 

Ebenso  beruht  die  ganze  im  zweiten  Teil  dieses  Artikels  zu  be- 
sprechende Methode  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen 
durch  trigonometrische  Reihen  und  Integrale  auf  der  Voraussetzung, 
daß  man  die  Reihen  „gliedweise",  die  Integrale  „unter  dem  Zeichen" 
differentiieren  und  integrieren  dürfe;  und  in  dieser  Beziehung  haben 
Fourier  und  Poisson  ebensowenig  irgendeinen  Skrupel  gefühlt  als 
Cauchy. 

Diese  Auffassung  hat  dann  auch  die  Lehrbücher  noch  geraume 
Zeit  beherrscht:  die  gliedweise  Differentiation  und  Integration  einer 
unendlichen  Reihe  sowie  die  Differentiation  und  Integration  eines  be- 
stimmten Integrals  unter  dem  Zeichen  werden  von  J.  L.  Raabe''^-),  von 
J.  M.  CBuhamel"'^^),  von  J.  A.  Grunert"**'),  von  Moigno"'*'")  gelehrt  und 


Gleichung  des  Mittelwertsatzes 

6 

/  r„dx  =  {h—  a)r„(|) 

das  I  noch  von  n  abhängt. 

738)  Vgl.  darüber  IIA  1,  Pringsheim,  Nr.  35,  p.  97. 

739)  Le9on8  calc.  infin.  =  Oeuvres  (2)  4,  p.  195.  Exerc.  de  math.  1  (1826) 
=  Oeuvres  (2)  6,  p.  80  dehnt  Cauchy  seine  Behauptung  sogar  ausdrücklich  auf 
seine  „außerordentlichen  Integrale"  (vgl.  hier  Nr.  59c)  aus. 

740)  Exerc.  de  math.  1  (1826)  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  31. 

741)  J.  ec.  polyt.  oah.  19  (1823),  p.  591  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  556;  Exerc.  de 
math.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  160.  An  der  letzteren  Stelle  erwähnt  er  eine 
ihm  von  Ostrogradslcy  [vgl.  Note  764]  gemachte  Bemerkung,  daß  sich  so  die 
Po/ssoMsche  Gleichung  der  Potentialtheorie  (IIA  7,  Glch.  (5))  begründen  lasse 
(p.  174);  auch  für  den  Fall  des  logarithmischen  Potentials  (p.  170).  Schon 
^.  JVf.  ie^enrfre  (Exerc.  =  '«)  2  (1817),  p.  213;  reprod.  von  Lacroix,  Traite  3  (1819), 
p.  500)  war  auf  Fälle  gestoßen,  in  welchen  die  Differentiation  eines  derartigen 
Integrals  unter  dem  Zeichen  auf  Widersprüche  führt. 

742)  Differential-  und  Integralrechnung  1,  Zürich  1839,  p.  99. 

743)  Cours  d'analyse  1,  Paris  1841,  p.  265;  2,  Paris  1840,  p.  3. 

744)  Arch.  Math.  Phys.  2  (1842),  p.  276,  281.  C.  J.  Bjoerling  (Upsala  n.  a. 
13  (1847),  p.  39)  widerlegt  das  durch  ein  einfaches  Beispiel. 
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durch  Vertauschung  der  Reihenfolge  der  Grenzübergänge  zu  recht- 
fertigen versucht.  Ä.  Ä.  Coiirnot''^^)  redet  nur  von  der  gliedweisen 
Integration  von  Potenzreihen  und  will  den  Beweis  durch  die  Berück- 
sichtigung des  Lagrangeschen  Restglied.s  eiuer  solchen  Reihe  vervoll- 
ständigen, übersieht  aber  dabei,  daß  der  in  diesem  auftretende  echte 
Bruch  6  von  der  Integrations variablen  nicht  unabhängig  ist.  M.  Ohtn''") 
behandelt  die  gliedweise  Differentiation  und  Integration  von  Potenz- 
reihen auf  Grund  seiner  Auffassung  von  der  rein  formalen  Bedeutung 
solcher  Reihen  als  selbstverständlich.  Selbst  E.  H.  BirTisen,  der  in  der 
Zerpflückung  der  Beweise  in  unglaublich  viele  mit  peinlichster  Schul- 
mäßigkeit durchgeführte  Syllogismen  geradezu  schwelgt,  stellt  doch 
noch  die  falschen  Behauptungen  auf'^**),  man  dürfe  in  einer  Doppel- 
reihe die  Reihenfolge  der  Summationen  jedesmal  vertauschen,  wenn 
beide  Anordnungen  zu  konvergenten  Reihen  führten,  und  also  dürfe 
man  unter  der  entsprechenden  Voraussetzung  überhaupt  die  Reihen- 
folge zweier  Grenzübei'gänge  vertauschen.  Auch  0.  SchVömilcli,  der 
sich  doch  sehr  als  Vorkämpfer  für  eine  strenge  Behandlung  der  Ana- 
lysis  fühlte,  nimmt  einen  Grenzübergang  durchweg  an  den  einzelnen 
Gliedern  einer  Reihe  vor'*^). 

Auch  A.  de  Morgan  hat  sich  nicht  zu  der  allgemeinen  Erkenntnis 
durchringen  können,   daß    die  Vertauschung   der    Reihenfolge   zweier 

745)  Le9ons  de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral,  red.  principalement 
d'apres  las  methodes  de  M.  A.  L.  Catichy,  2,  Paris  1844,  p.  71,  74.  Auch  was 
Moigno  ebd.  1  (1840),  p.  119  für  einen  Beweis  der  Vertauschbarkeit  der  Reihen- 
folge zweier  Differentiationen  ausgibt,  behandelt  die  Vertauschbarkeit  der  Reihen- 
folge zweier  Grenzübergänge  als  selbstverständlich. 

746)  Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  39. 

747)  System  der  Mathematik  9,  Nürnberg  1851,  p.  88. 

748)  Organon  der  transzendenten  Analysis  1,  Berlin  1845,  p.  513,  609.  Auf 
diese  Sätze  stützt  sich  seine  zweite  Behandlung  des  Grenzübergangs  von  der 
Binoraial-  zur  Esponentialreihe  (p.  614),  während  die  vorangehende  direkte  Be- 
handlung dieser  Frage  (p.  576)  einwandfrei  ist.  Der  Beweis  des  Satzes  32,  p.  516: 
Wenn  eine  Doppelreihe  positiver  Glieder  bei  einer  Anordnung  konvergiert,  kon- 
vergiert sie  auch  bei  der  andern,  enthält  denselben  Schlußfehler,  der  Satz  selbst 
ist  aber  richtig. 

749)  Algebraische  Analysis,  Jena  1845,  p.  155,  157,  161,  172,  246,  251.  258; 
auch  die  Reihenfolge  zweier  Summationen  vertauscht  er  p.  263  ohne  weiteres. 
Wenn  er  Arch.  Math.  Phys.  3  (1843),  p.  278  zur  Vorsicht  bei  der  gliedweisen 
Integration  unendlicher  Reihen  mahnt,  so  denkt  er  dabei  nur  an  den  Fall,  daß 
die  Reihe  nicht  im  ganzen  Integrationsintervall  konvergiert.  —  Ganz  verfehlt  ist 
auch  sein  Schluß  (Differentialrechnung,  Greifswald  1847,  p.  274):  Wenn  die 
Summe  einer  konvergenten  Reihe  stetiger  Funktionen  nicht  selbst  stetig  wäre, 
müßte  sie  zwei  Werte  ^{a  —  S)  und  #(a  +  S)  haben,  was  dem  Begriff  der  Kon- 
vergenz widerspräche. 
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Grenzübergänge  nur  unter  bestimmten  Bedingungen  zulässig  ist,  obwohl 
ihm  fast  alle  bis  dahin  aufgefundenen  weiterhin  zu  besprechenden 
Beispiele,  in  welchen  das  nicht  angeht,  bekannt  waren '^'');  er  benützt 
die  Kenntnis  solcher  Erscheinungen  fast  nur,  um  die  beim  Rechnen 
mit  divergenten  Reihen  und  Integralen  sich  ergebenden  Widersprüche 
auf  sie  zu  schieben'"^).  Bei  Gelegenheit  der  doppelten  Definition  der 
höheren  Diiferentialquotienten  einer  Funktion  von  einer  Variablen 
durch  einen  einfachen  oder  einen  wiederholten  Grenzübergang  wirft 
er  zwar  die  Frage  auf'^^):  „can  we  get  a  clear  idea  of  what  we  are 
doing?"  und  beantwortet  sie  durch  eine  richtige  Untersuchung  unter 
Benutzung  des  Mittelwertsatzes ''^^);  aber  einer  klaren  Auffassung  des 
allgemeinen  Problems  steht  bei  ihm  die  in  Nr.  28  besprochene  Un- 
bestimmtheit seines  Funktionsbegriffes  im  Wege,  namentlich  außer  den 
dort  schon  besprochenen  „Postulaten"  noch  das  folgende  ^■'^):  ,,let  it 
be  granted,  that  whatever  is  true  of  any  finite  number  of  points, 
however  great,  is  true  of  au  infinite  number  of  points."  Daraufhin 
kommt  er  zu  der  Meinung,  „continuity  of  form"  sei  garantiert,  wenn 
an  der  Übergangsstelle  alle  Difierentialquotienten  „kontinuierlich  zu- 
oder  abnehmen",  und  glaubt  daraus  folgern  zu  können,  daß  eine  „dis- 
continuity  of  form"  in  der  Summe  einer  Reihe  nur  für  solche  Argu- 
mentwerte eintreten  könne,  für  welche  die  Reihe  divergiert.  Auch 
sein  angeblicher  Beweis  für  die  Vertauschbarkeit  der  Reihenfolge 
zweier  partieller  Differentiationen'^^)  beruht  auf  dem  gewöhnlichen 
Trugschluß. 

Auch  in  Einzeluntersuchungen  dieser  Zeit  ist  derselbe  Fehler 
häufig  begangen  worden.  So  meint  z.B.  G.  Libri''"^),  man  könne  den 
Wert  von  0",  d.  h.  bei  ihm,  den  von  a:"  für  x  ^  0,  y  =  0  dadurch 
bestimmen,  daß  man  in  irgendeiner  Darstellung  von  x'-'  durch  eine 
unendliche  Reihe  zuerst  y  und  dann  x  gleich  NuU  setze.  Obwohl  dem- 
gegenüber  ein  Anonymus''^'')   darauf  hinweist,   daß   bereits  Gaucliy''^^) 


750)  Er  sagt  einmal  selbst:  „There  is  hardly  any  end  of  the  known  in- 
stances  in  wbich  .  .  .  changes  of  form  .  .  .  arise  from  alteration  of  the  specific 
value  of  a  constant"  (Carabr    trans  8,  (1844),  p.  189). 

751)  Z.B.  Differential  and  integral  calculus"'),  p.  576. 

752)  Ib.  p.  76. 

753)  p.  79. 

754)  p.  231. 

755)  p.  161.  Die  von  ihm  mit  9  bezeichnete  Größe  des  Mittelwertaatzes  hat 
an  verschiedenen  Stellen  des  Beweises  verschiedene  Bedeutung,  er  argumentiert 
aber  so,  wie  wenn  sie  überall  dieselbe  Bedeutung  hätte. 

756)  J.  f.  Math.  10  (1833),  p.  305. 

757)  Ebd.   11  a834),  p.  276. 
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richtig  angegeben  habe,  dieser  Ausdruck  könne  jeden  positiven  Wert, 
einschließlich  0  und  +  oo  haben,  so  glaubt  doch  selbst  A.  F.Möbius''^^), 
man  könne  zur  Ermittlung  seines  Wertes  x  und  y  irgendwie  als 
Funktionen  einer  und  derselben  dritten  Variablen  ansehen  und  diese 
Funktionen  in  erster  Annäherung  durch  Potenzen  ersetzen;  und  der 
erste  Anonymus'*")  sowie  ein  zweiter'*')  bestreiten  wohl  die  Zulässig- 
keit  dieser  letzteren  Annahme,  haben  aber  gegen  die  erstere  nichts 
zu  erinnern.  Ebenso  liegen  den  Behauptungen  von  J.  A.  Gruneti^^^): 
die  durch  gliedweise  Differentiation  einer  Potenzreihe  entstehende 
Reihe  konvergiere  immer  auch  noch  an  der  Grenze  des  Konvergenz- 
bereichs, wenn  die  ursprüngliche  Reihe  das  tue  —  und  von  J.  Dienger''^^): 
die  Maclaurinsche  Entwicklung  einer  Funktion  stelle  diese  immer 
wirklich  dar,  soweit  sie  konvergiere  —  unzulässige  Vertauschungen 
der  Reihenfolge  von  Grenzübergängen  zugrunde. 

Inzwischen  hatten  sich  aber  die  Beispiele  dafür  gehäuft,  daß  eine 
solche  Vertauschung  unter  Umständen  zu  teils  sinnlosen,  teils  geradezu 
falschen  Resultaten  führen  köime.  Vor  allem  gehören  hierher  die 
Integralformeln  (486)— (488),  (490),  (492),  in  denen  der  Grenzüber- 
gang für  den  Parameter  x  (bzw.  r,  a,  b)  zu  einem  Werte,  von  welchem 
anstatt  des  einen  der  rechtsstehenden  Ausdrücke  ein  anderer  zu  setzen 
ist,  mindestens  von  der  einen  Seite  her  zu  einem  falschen  Resultat, 
die  Differentiation  unter  dem  Zeichen  zu  divergenten  Integralen  führt; 
ferner  das  schon"')  erwähnte  Paradoxon  der  Potentialtheorie  sowie 
auch  die  Tatsache,  daß  das  Potential  eines  ausgedehnten  Körpers  in 
inneren  Punkten  nicht  der  Laplaceschen,  sondern  der  Poissonschen 
Differentialgleichung  genügt'**). 


768)  Analyse  algebrique,  Paris  1821,  p.  29  =  Oeavres  (2)  3,  p.  69. 

759)  J.  f.  Math.  12  (1834),  p.  136. 

760)  Ebd.  p.  293. 

761)  Ebd.  p.  292. 

762)  J.  f.  Math.  25  (1843),  p.  241.  Der  Fehler  liegt  in  der  unzulässigen  Aus- 
führung des  Grenzübergangs  vom  Differenzen-  zum  Differentialquotienten  an  den 
einzelnen  Gliedern  der  Reibe. 

763)  Arch.  Math.  Phys.  12  (1849),  p.  94.  Der  „Beweis"  enthält  auch  noch 
andere  Fehlschlüsse. 

764)  Vgl.  IIA  7  b,  Burkhardt- Meyer,  Nr.  2,  p.  469.  Zu  den  Literatuiangaben 
dort  kann  für  unsere  gegenwärtigen  Zwecke  noch  nachgetragen  werden ;  M.Pagani 
(J.  f.  Math.  12  (1834),  p.  342)  verfährt  wie  Poisson.  Er  behandelt  auch  den  Fall, 
daß  der  Aufpunkt  in  der  Oberfläche  des  anziehenden  Körpers  liegt;  dabei  ver- 
mischt er  jedoch  in  eigentümlicher  Weise  die  Begriffe  des  unendlich  Kleinen  im 
Sinne  der  Differentialrechnung  und  des  physikalisch  sehr  Kleinen.  Übrigens  be- 
merkt er  bereits,  man  müsse  besonders  zeigen,  daß  die  mehrfachen  Integrale, 
ilurch  die  sich  die  Kraftkomponenten  ausdrücken,  immer  gleich  den  Ableitungen 
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Dann  hat  N.  H.  Abel  Cauchys  Behauptung ''*),  die  Summe  einer 
konvergenten  Reihe  stetiger  Funktionen  sei  selbst  immer  stetig,  durch 
den  Hinweis  auf  die  Reihe  (111)  widerlegt,  deren  Summe  jedesmal 
springt,  wenn  x  gleich  einem  ungeraden  Vielfachen  von  %  ist'*^). 
Andererseits  hat  er  zuerst  einen  einwandfreien  Beweis  des  folgenden 
spezielleren  Satzes  gegeben'^®):  Wenn  eine  Potenzreihe  ^a„r"  auch 
noch  für  r  ^  1  konvergiert,  so  ist  ihre  Summe  auch  noch  für  r  =  1 
eine  stetige  Funktion  von  r.  Wenn  er  aber  weiter  behauptet'^'): 
Wenn  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  ^qp„(a;)r"  stetige  Funktionen 
von  X  sind  und  r  absolut  kleiner  als  die  Konvergenzgrenze  genommen 
wird,  so  ist  die  Reihensumme   eine   stetige  Funktion  auch  von  x,  - — 

des  Potentials  nach  den  Koordinaten  sind.  Einen  genaueren  Beweis  der  Poisson- 
schen  Gleichung  hat  zuerst  M.  Osiroyradsky  zu  geben  versucht  (Petersb.  mem.  (6) 
1  tl831),  p.  39  (von  1828));  er  sieht,  daß  man  ein  bestimmtes  Integral  nicht  ohne 
weiteres  nach  einem  Parameter  a  differentiieren  darf,  wenn  die  zu  integrierende 
Funktion  für  x  ^  a  unendlich  groß  wird  und  dieser  Wert  dem  Integrations- 
intervall angehört;  die  weitere  Durchführung  ist  aber  ungenügend  (die  von  ihm 
benutzten  Integrale  sind  nicht  konvergent)  und  führt  nur  infolge  eines  zweiten 
Versehens  (er  übersieht,  daß  er  die  beiden  andern  auftretenden  Ableitungen 
ebenso  wie  — ^  behandeln  müßte)  zum  richtigen  Resultat.    Vgl.  auch  Note  741. 

765)  J.  f.  Math.  1  (1826)  =  Oeuvres  1,  p.  224.  Vgl.  dazu  seine  Briefe  an 
Holmboe  und  an  Hansteen  aus  demselben  Jahre,  Oeuvres  2,  p.  258  (hier  noch 
die  Bemerkung,  daß  gliedweise  Differentiation  von  (111)  zu  der  divergenten 
Reihe  (25)  führt)  und  p.  263.  Seine  wohl  damit  im  Zusammenhang  stehende 
Absicht,  eine  Abhandlung  über  die  Entwicklung  „stetiger  und  unstetiger"  Funk- 
tionen in  trigonometrische  Reihen  in  den  Ann.  de  math.  zu  veröffentlichen  (Brief 
an  Holmboe,  ib.  p.  261),  hat  er  nicht  ausgeführt. 

766)  Oeuvres  1,  p.  223.  Wenn  E.  G.  Bjoerling  (Upsala  n.  acta  13  (1847), 
p.  156)  Abels  Schlußweise  kritisiert,  so  übersieht  er,  daß  bei  Abel  die  Funktion 
f{r)  überhaupt  nur  durch  die  Reihensumme  definiert  ist,  so  daß  man,  wenn  die 
Stetigkeit  der  letzteren  feststeht,  die  Stetigkeit  von  f{r)  nicht  mehr,  wie  Bjoer- 
ling meint,  noch  besonders  unter  die  Voraussetzungen  aufnehmen  muß.  Sein 
Beweis  der  gleichmäßigen  Konvergenz  einer  Potenzreihe  (p.  158)  ist  allerdings 
insofern  der  Abelach&a  Formulierung  vorzuziehen,  als  er  nicht  wie  Abel  sogleich 

n  +  yn 

von    dem  Rest   der  Reihe,    sondern   nur   von    dem    Restabschnitt    ^g,.  r**  redet. 

'■  =  "  +  ' 
Wegen   anderer  gegen  AbeU  Beweis   bzw.   gegen   seinen  Beweis  eines  dabei  be- 
nutzten Hilfssatzes,  erhobener  Einwände  vgl.  man  die  Note  von  L.  Syloic,  Oeuvres 
2,  p.  302.    J.  f.  Math.  2  (1827),  p.  286  =  Oeuvres  1,  p.  618   stellt  Abel  die  Auf- 
gabe,  lim  ^a^r"'  zu  bestimmen,  wenn  mau  nur  weiß,  daß  die  Reihe  fürO<r<] 

r  =  l 

konvergiert. 

767)  Oeuvres  1,  p.  224;  vgl.  die  Note  von  Sylow,  Oeuvres  2,  p.  303.  Die 
Notizen  aus  dem  Nachlaß,  Oeuvres  2,  p.  202,  enthalten  noch  denselben  Fehl- 
schluß; übrigens  führt  Abel  hier  die  Reihe  (15)  als  Beispiel  dafür  an,  daß  an 
der  Grenze  der  Konvergenz  für  r  der  Satz  jedenfalls  nicht  mehr  allgemein  gilt 
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SO  setzt  er  beim  Beweise  stillschweigend  noch  voraus,  daß  die  sämt- 
lichen q)„(x)  unterhalb  einer  und  derselben  endlichen  Grenze  bleiben'^*). 
Weiter  hat  Ä.  de  Morgan^^^)  bemerkt,  daß  aus  dem  Verschwinden 
aller  Glieder  einer  Reihe  nicht  auf  das  Verschwinden  ihrer  Summe 
geschlossen  werden  kann;  speziell'""),  daß  aus 

(505)  ^^™  J  'Pn^-'^)'-^^'  =  0 
nicht  auch 

a    ao 

(506)  lim       J'^(p^^{x)dx  =  0 

«=*'         0        n  =  l 

folgt;  J.  Liouvüle''''^),  daß  die  Differentiation  zu  belieljigem  Index 
(vgl.  hier  Nr.  108)  unter  dem  Integralzeichen  nicht  immer  zu  richtigen 
Resultaten  führt. 

J.  M.  G.  Duhamel  hat  um  dieselbe  Zeit  sogar  schon  ganz  allgemein 
auseinandergesetzt""):  es  sei  doch  geometrisch  ganz  selbstverständlich, 
daß  eine  veränderliche  Kurve  sich  einer  festen  unbegrenzt  nähern 
kann,  ohne  daß  deswegen  sich  die  Tangeutenrichtungen  der  ersteren 
denen  der  letzteren  zu  nähern  brauchen. 

Ausdrücklich  ausgesprochen  finde  ich  den  Satz,  daß  die  Reihen- 
folge zweier  Grenzübergänge  nicht  ohne  weiteres  vertauscht  werden 
darf,  zuerst  bei  E.  H.  Dirlsen''''^) ,  und  zwar  in  der  Form 

(507)  lim  [lim  ilj(k,  h)]  nicht  notwendig  =  lim  ipQi,  h). 

k=0    h=0  ^=0 

Aber  systematisch  hat  doch  erst  P.  G.  Lrjeune-Dirichlet  auf  die  Reihen- 


768)  A.  Pringsheim,  Müneh.  Ber.  1897,  p.  354,  zeigt,  daß  die  Behauptung 
auch  noch  richtig  bleibt,  wenn  es  einen  positiven  Exponenten  p  von  der  Art  gibt, 
daß  «-pg)„(x)r"'  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  bleibt,  und  zeigt  durch  ein 
Beispiel,  daß  sie  nicht  mehr  richtig  bleibt,  wenn  auch  diese  Bedingung  nicht 
mehr  erfüllt  ist. 

769)  Elementary  illustrations  of  the  diif.  and  integr  calc,  Lond.  1832,  p.  33 ; 
Diff.  and  integr.  calc,  Lond.  1836/41,  p.  7ü. 

770)  Dift'.  and.  integr.  calc,  p.  576. 

771)  J.  ec.  polyt.  cah.  21  (1832),  p.  125. 

772)  J.  6c.  polyt.  cah.  22  (1833),  p.  76.  Da  seine  Untersuchung  nach  einem 
andern  Ziel  gerichtet  war,  zieht  er  nicht  ausdrücklich  den  Schluß:  also  darf 
man  die  Reihenfolge  einer  Difl'erentiation  und  eines  andern  Grenzüberganges 
nicht   vertauschen. 

773)  Berlin  Abhandl.  1827[30],  p.  110.    Als  Beispiel  führt  er 

an.    Daß  er  die  Konsequenzen  dieser  Erkenntnis  nicht  voll  gezogen  hat,  ist  schon 
oben  (748)  besprochen. 
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folge  von  Grenzübergängen  geachtet:  nicht  nur  in  den  uns  unmittelbar 
angehenden,  hier  in  Nr.  37  zu  besprechenden  Untersuchungen,  sondern 
auch  bei  der  an  der  Spitze  seiner  Anwendungen  der  Analysis  auf  die 
Zahlentheorie  (vgl.  I C  3,  P.  Bachmann,  Nr.  2,  p.  642)  stehenden  Dis- 
kussion des  Grenzwertes  "*) 

(508)  lim   y'tt-i-?. 

Daran  anschließend  hat  dann  J.  LionvilW''^)  die  Notwendigkeit,  darauf 
zu  achten,  auch  bei  elementaren  Fragen,  wie  bei  der  Untersuchung  des 
Grenzwertes 

(509)  lim  (l  +   'J', 

zur  Geltung  gebracht.  Auch  W.  JR.  Hamilton  achtet  sorgfältig  auf  die 
Reihenfolge  von  Grenzübergängen,  wo  es  auf  sie  ankommt''''),  wenn 
er  auch  keine  allgemeinen  Auseinandersetzungen  darüber  gibt. 

Im  Lauf  der  vierziger  Jahre  ist  dann  die  Unzulässigkeit  der  Ver- 
tauschung der  Reihenfolge  zweier  Grenzübergänge  noch  in  andern 
Fällen  bemerkt  worden.     So   hat   C.  J.  Mahnsten'''''')   an   dem  Beispiel 


(510)  /^ 


dx 


2r  cos  X  -\-  r-  /»'  -|-  x*        'Ih  1  —  re~'' 

774)  Berl.  Abhandl.  1837  [39],  p.  50  =  Werke  1,  p.  319;  J.  f.  Math.  19 
p.  326  =  Werke  1,  p.  414.  Damit  in  Zusammenhang  steht  auch  Dirichlets  Unter- 
scheidung unbedingt  und  nur  bedingt  konvergenter  Reihen  (Berl.  Abhandl.  1837, 
p.  49  =  Werke  1,  p.  318;  J.  f.  Math.  19  (1839),  p.  330  =  Werke  1,  p.  419)  und 
Integrale  (Berl.  Abhandl.  1839,  p.  63  =  Werke  1,  p.  395);  sie  findet  sich  übrigens 
vorher  schon  bei  A.  Cauchy,  R^sumes  analytiques,  Turin  1833  =  Oeuvres  (2)  10, 
p.  09.    Vgl.  IA3,  Pringsheim,  Nr.  31—33,  p.  91—96. 

775)  J.  de  math.  5  (1840),  p.  280;  reproduziert  von  J.  A.  Gruncrt,  Arch. 
Math.  Phy.s.  1  (1841),  p.  205.  Wenn  Moigno,  Le9ons  de  calcul  differentiel,  red. 
d'apres  les  methodes  de  M.  A.  L.  Cauchy,  Paris  1840,  p.  XXII  und  p.  3  dem 
gegenüber  Cauchys  Darstellung  verteidigt,  so  übersieht  er,  daß  diese,  wie  Griinert 
mit  Recht  bemerkt,  die  Existenz  des  Grenzwerts  nicht  beweist,  sondern  voraus- 
setzt. Auch  was  27i.  Wütstein  (Arch.  Math.  Phys.  3  (1843),  p.  327)  und  0.  Werner 
(ebd.  22  (1854),  p.  338)  beibringen,  trifft  den  Kernpunkt  der  Frage  nicht:  daraus 
allein,  daß  ( 1  -| 1    für  große  n  zwischen  2  und  3  liegt,  kann  die  Existenz  eines 

Grenzwerts  nicht  erschlossen  werden.  Eine  einwandfreie  Darstellung  des  Grenz- 
übergangs von  der  Binomial-  zur  Exponentialreihe  überhaupt,  nicht  nur  des  spe- 
ziellen Falles  (509),  finde  ich  zuerst  bei  E.  H.  Dirkseti,  Organen  der  transzen- 
denten Analysis,  Berlin  1S45,  p.  576.  Die  Unabhängigkeit  des  r  von  ji  wird  hier 
ausdrücklich  hervorgehoben  und  bewiesen.  Bald  darauf  hat  auch  Cauchy  selbst 
eine  solche  Darstellung  gegeben  (exero.  d'anal.  4  (1847),  p.  236). 

776)  Z.  B.  Dublin  trans.  19  (1843),  p.  272. 
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erkannt,  daß  die  Entwicklung  eines  Integrals  nach  Potenzen  eines 
Parameters  (hier  r)  an  der  Grenze  der  Konvergenz  (hier  r  =  l)  nicht 
immer  den  richtigen  Wert  des  Integrals  liefert,  selbst  wenn  sie  kon- 
vergiert; sein  Versuch  freilich,  für  Integrale  der  Formen 

(-5I2)  f  (!—''•  COS  a^]  f{x)dx  

^        ^  ^     l      r  sin  .r     I  1  —  2r  cos  x  -\-  r^ 

0 

allgemein  die  Bedingungen  anzugeben,  unter  welchen  das  wirklich  der 

FaU    ist,    kann   nicht    als   durchweg   gelungen    angesehen   werden"**). 

Ferner  haben   C.  J.  BjörUng''''^)   die  gliedweise   Differentiation  und  P. 

L.  Tschebyscheff^")  die  gliedweise  Integration  .einer  unendlichen  Reihe 

für  einer  besonderen  Rechtfertigung  bedürftig  erklärt.    J.  JR.  Young  hat 

zwar  noch  behauptet'*''),  ein  Resultat  gliedweiser  Differentiation  einer 

unendlichen   Reihe   könne   nie   absurd   ausfallen,   wenn   die  Absurdität 

nicht  schon  am  einzelnen  Reihenglied  zutage  tritt;  doch  sind  im  Verlaufe 

einer  daran  anknüpfenden  Polemik  zwischen  ihm'*^)  und  B.  Iloon''^^) 

777)  üpsala  n.  a.  12  (1844),  p.  174. 

778)  Seine  lutegralabschätzungen,  obwohl  von  derselben  Art,  wie  diejenigen 
Dirichleta  (Nr.  37),  sind  doch  nicht  so  sorgfältig  durchgeführt;  auch  setzt  er 
voraus,  eine  Funktion,  die  an  irgendeiner  Stelle  Null  wird,  werde  dort  immer 
von  bestimmter  Ordnung  Null.  —  M.  Ohm,  System  der  Mathematik  9,  Nürnberg 
1852,  p.  156,  begnügt  sich  mit  der  Bemerkung,  daß  die  Gleichung  (510)  für  r  =  1 
nicht  mehr  gilt. 

779)  Upsala  n.  a.   12  (1844),  p.  340. 

780)  J.  f.  Math.  28  (1845),  p.  283  =  Oeuvres  1,  p.  14.  Er  gründet  darauf 
Zweifel  an  der  Allgemeingültigkeit  des  Pundamentalsatzes  der  Cauchyachen 
Tunktionentheorie  (Nr.  35). 

781)  Dubl.  proc.  3^  (1846),  p.  37;  phil.  mag.  (3)  28  (1848),  p.  214.  Wie  er 
es  meint,  erläutert  er  an  der  zweiten  Stelle  an  dem  Beispiel  der  Reihe  (111): 
Die  Unbestimmtheit  des  Zählers  in  einem  sehr  entfernten  Glied  werde  durch  den 
Nenner  n  „rendered  nugatory" ;  durch  die  DiiFerentiation  komme  sie  wieder  zum 

Vorschein.  —  Statt  lim  f(x)  schreibt  er  fil ^  )  und  unterscheidet  das  hierin 

:r<l  \  ooj 

auftretende  00  von  dem  00',  das  die  Anzahl  der  mitgenommenen  Reihenglieder  aus- 
drückt (Phil.  mag.  (3)  27  (1845),  p.  362;  28  (1846),  p.  11;  auch  Cambr.  trans.  8^ 
(1847),  p.  430);  damit  streift  er  die  Erkenntnis,  daß  die  Redeweise  des  Rechnens 
mit  unendlich  kleinen  und  unendlich  großen  Zahlen  zur  Behandlung  solcher 
Fragen  nicht  ausreicht:  aber  man  kann  mit  seinen  Symbolen  doch  nicht  so 
rechnen,  wie  er  es  tut.  ^  Er  schlägt  vor  (Phil.  mag.  (3)  27,  p.  365)  den  Terminus 
„neutral  series",  den  Ch.  Sutton  und  nach  ihm  andere  englische  Mathematiker 
für  oszillierende  Reihen  überhaupt  gebraucht  hatten,  auf  den  Fall  zu  beschränken, 
daß  eine  solche  Reihe  an  und  für  sich,  nicht  als  Grenzfall  einer  andern  Reihe 
betrachtet  wird. 

782)  Phil.  mag.  (3)  27  (1845),  p.  440;  Cambr.  trans.  8^  (1847),  p.  429;  vgl. 
auch  p.  440  die  Bemerkungen  betr.  den  Grenzübergang  von  (14)  zu  (144)  und  (145). 
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beide  zu  der  Erkenntnis  der  Tatsache  gekommen,  daß  die  Summe  der 
Grenzwerte  der  Glieder  einer  Reihe  von  dem  Grenzwert  der  Reihen- 
summe wohl  zu  unterscheiden  ist.  Immerhin  ist  bei  beiden  nur  von 
Fällen  die  Rede,  in  welchen  die  erstere  Summe  divergiert.  Ent- 
sprechende Bemerkungen  finden  sich  dann  bei  beiden  auch  für  be- 
stimmte Integrale ''**).  Auch  0.  ScMömilch  ist  bald  zu  schärferen  An- 
schauungen gekommen;  so  findet  sich  bei  ihm  eine  einwandfreie  Be- 
handlung der  Zahl  e"^");  die  Auseinandersetzung,  daß  man  eine  Reihe 
nicht  ohne  weiteres  gliedweise  diftereutiieren  dürfe,  indem  eine  Summe 
„von  einer  unendlichen  Menge  von  Größen,  die  der  Grenze  Null  zueilen", 
auch  sehr  beträchtlich  ausfallen  könne '*^);  da&  ■  f  f(r,  x)dx  für  r^O 
nicht  nuU  zu  sein  braucht,  auch  wenn  f(0,  x)  im  allgemeinen  gleich 
nuU  ist'*');  daß  man  ein  Integral  nicht  ohne  weiteres  unter  dem 
Zeichen  differentiieren  könne  '**).  F.  Arndt  bemerkt  nicht  nur  das 
letztere,  sondei'n  auch  überhaupt,  daß  man  einen  Grenzübergang  an 
einem  Integral  nicht  immer  unter  dem  Zeichen  vollziehen  dürfe,  und 
erläutert  das  an  Integralen  der  Art,  wie  sie  hier  in  Nr.  59  besprochen 
werden'*^).  Auch  widerlegt  er  Dirksens  Behauptung'^*)  durch  ein 
einfaches  Beispiel'^"). 

783)  Phil.  mag.  (3)  28  (1846),  p.  136,  140.  Seine  Ausdrucksweise  ist  höchst 
ungeschickt;  die  Polemik  zwischen  beiden  scheint  gerade  dadurch  so  bitter  ge- 
worden zu  sein,  daß  sie  dasselbe  meinen,  es  aber  verschieden  ausdrücken. 

784)  Toung,  Phil.  mag.  (3)  27,  p.  440;  Cambr.  trans.  8^,  p.  434;  3Io07i, 
Phil.  mag.  (3)  28,  p.  141. 

78ö)  Ditferentialrechnung,  Greifswald  1847,  p.  V. 

786)  Arch.  Math.  Phys.  10  (1847),  p.  75.  Die  Art,  wie  er  dabei  das  Zeichen 
lim(«f)  gebraucht,  wird  man  freilich  nicht  als  befriedigend  ansehen  können. 
/.  Bienger  will  das  ebd.  11  (1848),  p.  38,  durch  Berufung  auf  den  Satz  von 
Dirksen  widerlegen,  der  aber,  wie  oben  748)  bemerkt,  selbst  nicht  allgemein 
richtig  ist.    Differentialrechnung,  Greifswaid  1847,  p.  116  hatte  Schloemilch  noch 

selbst  den   Schluß:     wodurch   sich  |,   also  auch  -— >   der  Xull  nähert." 

dy 

787)  Integralrechnung  1,  Greifswald  1848,  p.  121. 

788)  Ebd.  p.  104,  140;  analyt.  Studien  1,  Leipz.  1848,  p.  6.  Er  scheint 
doch  nur  an  Fälle  gedacht  zu  haben,  in  welchen  man  dadurch  ein  divergentes 
Integral  erhalten  würde.  Wenn  D.  Bierens  de  Haan,  Arch.  Math.  Phys  13  (1849), 
p.  221,  sich  auf  Schloemilchs  Darstellung  beruft,  um  behaupten  zu  können,  daß 
die  Differentiation  unter  dem  Zeichen  bei  endlichen  Grenzen  immer  zulässig  sei, 
so  begeht  er  dabei  ein  Versehen:  in  seiner  Gleichung  {Z)  müßte  /'statt  (p  stehen, 
und  /'  ist  nicht  von  x  unabhängig. 

789)  Arch.  Math.  Phys.  11  (1848),  p.  72,  82.  Er  scheint  seltsamerweise 
zu  meinen,  dergleichen  könne  nur  eintreten  wenn  eine  der  Integrationsgrenzen 
0[!J  oder  cx)  ist. 

790)  Ebd.  p.  319. 
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Durch  alle  diese  Bemerkungen  und  Beispiele  war  zwar  genügend 
dargetan,  daß  man  die  Reihenfolge  zweier  Grenzübergänge  nicht  unter 
allen  Umständen  vertauschen  dürfe;  aber  damit  hatte  man  noch  keine 
Antwort  auf  die  Frage,  unter  welchen  Umständen  das  denn  erlaubt 
sei.  Eine  solche  ist  erst  1847  ziemlich  gleichzeitig  von  mehreren 
Seiten  für  die  spezielle  Frage  nach  der  Stetigkeit  der  Summe  einer 
Reihe  stetiger  Funktionen  gegeben  worden.  JE.  G.  Björling'''^^)  erklärt, 
man  dürfe  daraus,  daß  eine  Reihe  „convergens  x  quälibet  data  usque 
ad  limitem  quendam  x  =  X"  nicht  schließen,  sie  sei  auch  „convergens 
uno  tenore,  etiamsi  x  indefinite  ad  X  adpropinquare  fingatur".  Nach- 
her gebraucht  er  aber  bei  der  Formulierung  .seiner  Sätze  doch  wieder 
bloß  das  Wort  convergens,  wo  er  seiner  Bemerkung  gemäß  „con- 
vergens uno  tenore"  sagen  müßte,  und  glaubt  dann  sagen  zu  dürfen: 
der  Index  n,  von  dem  an  der  Rest  der  Reihe  kleiner  als  eine  gegebene 
Größe  ist,  „alius  est  aliis  x  in  genere;  at  talis  semper  (aut  plures)  x 
existit,  cui  respondeat  maximus  n". 

Klarer  als  von  Björling  sind  diese  Verhältnisse  gleichzeitig  vou 
Ph.  L.  SeidcP^^)  und  von  G.  G.  Siokes''^^)  dargelegt  worden.  Sie  setzen 
beide,  ersterer  ausführlich,  letzterer  knapper  auseinander,  daß  aus  den 
Ungleichungen 

(512)  I  s„{x  +  d)  —  s^(x)  I  <  £,     I  r„{x)    <  e,     >-„(^  +  '^')  I  <  ^ 
auf 

(513)  .       !  (s„(x  +  (5)  -f  r„(,r  +  d))  —  (sjx)  +  rjx))  \<5e 

nur  dann  geschlossen  werden  kann,  wenn  es  möglich  ist,  zu  gegebenem  s 
einen  von  x  unabhängigen  Wert  vou  n  zu  bestimmen,  für  den  diese 
Ungleichungen  bestehen.  Wenn  das  nicht  der  Fall  ist,  sagt  Seidel: 
die  Reihe  konvergiert  an  einer  solchen  Stelle  „beliebig  langsam", 
Stokes:  „unendlich  langsam".  Die  Darstellung  bei  Seidel  hat  den 
Vorzug,  daß  er  bestimmt  von  dem  kleinsten  n  redet,  von  dem  an  die 
Ungieichxmgen  bei  gegebenem  s  erfüllt  sind;  infolgedessen  kommt  er 
nicht  wie  Stokes  zu  der  falschen  Behauptung,  bei  einer  unendlich  langsam 
konvergenten  Reihe  müsse  die  Summe  immer  eine  Un.stetigkeit  auf- 
weisen, sondern  läßt  das  ausdrücklich  dahingestellt  sein.  Dagegen 
tritt  bei  Stokes  klarer  als  bei  Seidel  hervor,  daß  die  Frage  nicht 
isoliert  steht,  sondern  sich  der   aUgemeiuen  Frage  nach  der  Zulässig- 


791)  Upsahi  n.  acta  13  (1847),  p.  66,  156. 

792)  Münch.  Äbhandl.  5j  (1848),  p.  381  (mit  Anmerkungen  von  H.  Lieb- 
mann, Leipz.  1900);  p.  393  auch  einige  Andeutungen  über  entsprechendes  Ver- 
halten von  Integralen. 

793)  Cambr.  trans.  8.   (^1849)  =  papers  1,  p.  279. 
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keit  der  Vertauschiing  der  Reihenfolge  zweier  Grenzübergänge  unter- 
oi'dnet;  auch  gibt  er  ein  Beispiel  einer  Reihe  rationaler  Funktionen, 
die  an  einer  Stelle  unendlich  langsam  konvergiert. 

Übrigens  muß  C.  Weier-ifraß  den  Begriff  der  „gleichförmigen"' 
oder  „gleichmäßigen'"  Konvergenz  schon  geraume  Zeit  früher  besessen 
haben:  In  zwei  aus  den  Jahren  1841  und  1842  stammenden,  erst  viel 
später  veröö'entlichten  Abhandlungen  gebraucht  er  diese  Termini  ohne 
Erklärung"*). 

Anhangsweise  sei  noch  ein  späterer  Aufsatz  Cauchys''^')  erwähnt, 
in  dem  er  abermals  behauptet,  man  dürfe  in  einer  Doppelreihe  die 
Glieder  in  beliebiger  Weise  zu  Teilsummen  zusammenfassen;  doch 
leidet  die  dabei  benutzte  Definition  der  Konvergenz  einer  unendlichen 
Doppelreihe  Maugel  an  Präzision,  jedenfalls  ist  sie  enger  als  die  ge- 
wöhnliche. Bald  darauf  setzt  er  aber  auseinander'^^),  daß  man  die 
Glieder  einer  divergenten  Doppelreihe  unter  Umständen  in  eine  kon- 
vergente Reihe  konvergenter  einfacher  Reihen  umordnen  könne;  z.  B. 
konvergiert  die  Entwicklung  von  (1  —  x  —  y)" '  nach  Potenzen  von 
X  und  y  nur  so  lange,  als  \xy\<i^  ist;  aber  ümordnungen  der  er- 
wähnten Art  sind  z.  B.  möglich,  wenn  \x\,  \y\  und  \x  -\-  y\  alle  drei 
<  1  sind.  Eine  so  erhaltene  Summe  nennt  er"^)  die  syntagmatische 
Summe  der  vorgelegten  divergenten  Reihe  und  eine  derartige  Reihe 
dann'^^i  auch  selbst  eine  syntagmatische  Reihe;  er  zeigt'^')  daß  eine 
solche  Reihe  die  Funktion,  aus  deren  Entwicklung  sie  entstanden  ist, 
wirklich  darstellt,  solange  diese  [und  ihre  Ableitung]  stetig  bleibt. 
Übrigens    gibt   er^*"*)   um  dieselbe   Zeit  noch   einen   gänzlich    ungenü- 


794)  "Werke  1,  Berlin  18'J4,  p.  67,  68,  70  („gleichmäßig"),  73,  81  („gleich- 
förmig'^). In  einer  andern  Abhandlung  derselben  Zeit  (ebd.  p.  58)  integriert  er 
allerdings  eine  Potenzreihe  gliedweise  über  einen  zu  ihrem  Konvergenzkreis 
konzentrischen  kleineren  Kreis,  ohne  ausdrücklich  von  der  Gleichmäßigkeit  der 
Konvergenz  zu  reden. 

795)  Paris  C.  R.  19  (1844),  p.  1433  =  Oeuvres  ^1)  6,  p.  386.  Er  gibt  als 
Konvergenzbedingung:  die  aus  irgendwelchen  Gliedern  der  Reihe  gebildete 
Teilsuinme  soll  unendlich  klein  werden,  wenn  ihre  Glieder  alle  zu  unendlich 
großen  Werten  der  Indizes  gehören.  So  wie  es  ausgedrückt  ist,  muß  man  glauben, 
er  meint  „aller  Indizes";  richtig  sind  aber  seine  Behauptungen  nur,  wenn  man 
versteht:  wenn  in  jedem  Glied  mindestens  ein  Indes  hinlänglich  groß  ist. 

796)  Paris  C.  R.  20  (1845),  p.  329  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  20.  Weniger  voll- 
ständig und  von  der  entgegengesetzten  Seite  her  aufgefaßt  schon  resumes  ana- 
Ijtiques,  Turin  1833  =  Oeuvres  (•_')  10,  p.  7ü. 

797)  Ib.  p.  382  =  39. 

798)  p.  463  =  54. 

799)  p.  474  =  65. 

800)  Exerc.  d'anal.  3  (1844).  p.  33,  43. 
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geiiden  Beweis  dafür,  daß  die  Reihenfolge  zweier  Differentiationen  oder 
überhaupt  zweier  Differentialoperationen  umgekehrt  werden  kann.  Erst 
ganz  spät^"')  nimmt  er  den  Satz,  daß  die  Summe  einer  unendlichen 
Reihe  stetiger  Funktionen  nicht  selbst  stetig  zu  sein  braucht,  auch 
seinerseits  auf. 

30.  Exkurs  betr.  die  Diskussion  über  die  den  Zeichen  cos  cvi 
sin  oo  beizulegende  Bedeutung.  Im  Verlaufe  der  Diskussionen  über 
den  Gültigkeitsbereich  des  Satzes  von  der  Entwickelbarkeit  einer  will- 
kürlichen Funktion  in  eine  trigonometrische  Reihe  ist  wiederholt  die 
Frage  aufgetaucht,  was  unter  den  Zeichen  sin  oo,  cos  oo  zu  verstehen 
sei.    Schon  J.  L.  Lagrange  hat  einerseits  behauptet  ^''^),  für  w  ^  oo  sei 

(514)  sin  m;ra;  ==  0,     cos  w;ra:  =  +  1> 

andererseits*'^^)  —  was  übrigens  ziemlich  auf  dasselbe  herauskommt  — 
es  sei  dann 

(515)  sin  (in  -\-  \)x  —  sin  mx  =  0 

mit  der  Bemerkung:  „on  suppose  que  1  s'evanouisse  aupres  de  m". 
J.  d'Aleiiiherts  Einwänden*"*)  hat  er  zunächst  entgegengehalten*"^),  bei 
ihm  sei  tn  eine  ganze  Zahl  gewesen  —  [was  übrigens  nicht  einmal 
richtig  war]  —  später  aber*"^)  behauptet,  für  m  =  oo  dürfe  man  mx 
immer  als  eine  ganze  Zahl  ansehen.  Auch  S.  Klügel^'')  und  Bidonc^"^) 
benutzen  die  Gleichungen  (5 14)  ohne  weiteres.  S.  F.  Lacroix  ist  schon 
zaghafter:  er  setzt  sin  mx  für  m  =  oo  nicht  geradezu  gleich  NuU, 
sondern  bemerkt  nur,  das  sei  für  unendlich  viele  Werte  von  x,  näm- 


801)  Paris  C.  R.  36  (1853),  p.  156  =  Oeuvres  (1)  12,  p.  33.  Aus  seiner 
Deduktion  erkennt  man,  daß  er  den  springenden  Punkt  —  die  Notwendigkeit, 
daß  man  n  von  x  unabhängig  muß  annehmen  können  —  vollständig  erkannt 
hat;  die  Formulierung  der  Sätze  leidet  aber  dai-unter,  daß  er  sich  auch  jetzt 
noch  nicht  entschließen  kann,  auf  die  Ausdrucksweise  des  Rechnens  mit  unend- 
lich kleinen  zu  verzichten. 

802)  Taur.  miso.  1  (1750)  =  Oeuvres  1,  p.  102. 

803)  p.  111.  —  S.B.  Poisson  zeigt,  daß  man  schon  bei  Beschränkung  von  x 

auf  ganzzahlige  Vielfache  von  —  und  von  m  auf  ganze  Zahlen  n  verschiedene 
Werte  dieser  Differenz  für  m  =  x  herausrechnen  könne  (J.  ec.  polyt.  cah.  19 
(1823),  p.  407);  J.  Ohallis  (Cambr.  trans.  3,  (1830),  p.  270)  bemerkt,  man  könne 
sich  von  der  Unrichtigkeit  der  Gleichung  (516)  überzeugen,  indem  man  ihre  linke 
Seite  in  ein  Produkt  verwandle. 

804)  Opuscules  math.  1  (1761),  p.  68. 

805)  Taur.  misc.  2,  1760/61  =  Oeuvres  1,  p.  322. 

806)  Mecanique  analytique,  (2»  ed.)  Paris  1811  =  Oeuvres  11,  p.  427. 

807)  Math.  Wörterbuch  2,  Leipz.  1805,  p.  587. 

808)  Torino  mem.  5  (1811/12),  p   288. 
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lieh  flu-  alle  zu  jr  kommensurablen,  richtig,  und  verifiziert  dann  die 
unter  dieser  Annahme  sich  ergebenden  Resultate  unter  Zugrunde- 
legung der  Bernoullischen  Auffassung  oszillierender  Reihen  (Nr.  4)**°'). 
Erst  A.  CaucJiij^^")  erklärt  wieder  mit  Bestimmtheit,  sin  c»,  cos  oo 
könnten  jeden  Wert  des  Intervalls  ( —  1,  .  .  .,  -|-  1)  haben. 

S.  D.  Poisson  setzt  in  einer  seiner  frühesten  Abhandlungen ^'')  in 
den  Integralen: 


f  COSI 


\axdx  = 
[  sm  J 


(516)  f'-"^{l 
b  =  0  und  erhält  so  die  Gleichungen: 

(517)  1  cos  axdx  ^  0,       i  s'm  axdx  =  — 

0  0 

Später  wiederholt  er  das  mit  dem  Zusatz,  daß  es  für  a  =  0  nicht 
mehr  gelte  und  mit  der  Erläuterung^'"):  diese  Integrale  hätten  analog 
wie  die  entsprechenden  unendlichen  Reihen  (Nr.  4-)  nur  dann  bestimmte 
Werte,  wenn  man  sie  als  Grenzwerte  anderer  Integrale  auffasse.  Man 
erhalte  übrigens  dieselben  Werte,  wenn  mau  (für  das  erste  Integral)  von 


(518)  /  e~^^^  cos  axdx     oder  von        I 


,dx 


ausgehe.  Man  komme  dadurch  auf  den  Gedauken,  daß  Entsprechendes 
aUgemeiu  gelten  müsse;  aber  es  werde  wohl  sehr  schwierig  sein,  das 
zu  beweisen.  Er  benutzt  die  Gleichungen  dann  mehrfach*'^)  in  Fällen, 
in  welchen  nachher  noch  eine  Integration  in  bezug  auf  a  vorzunehmen 
ist*");  auch  als  Zwischenglied  der  Rechnung  bei  der  Ableitung  des 
Wertes  konvergenter  Integrale. 

G.  Plana  gewinnt  von  den  Gleichungen  (517)  die  erste  aus  (938) 
durch  Differentiation  nach  w**'^),   die   zweite*'")  auf  demselben  Wege 


809)  Traite   des   diiferences   et   des  series,  Paris  1800,  p.  147  =  Traite  du 
calcul  differentiel  et  du  caicul  integral,  (2'  ed.)  3,  Paris  1819,  p.  158. 

810)  Analyse  algebrique,  Paris  1821  =  Oeuvi-es  (2)  3,  p.  52. 

811)  J.  Ec.  polyt.  cah.  16  (1813),  p.  221;  ib.  18  (1820),  p.  307  macht  er  da- 
von bei  weiteren  Rechnungen  Gebrauch. 

812)  Ib.  19  (1823),  p.  431;  im  -n-esentlichen  ebenso  Paris  mem.  6  (1823[27]), 
p.  596  (von  1826). 

813)  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  77,  467. 

814)  Ib.  18  (1820),  p.  302,  307;  20  (1831),  p.  237. 

815)  Torino  mem.  23  (1818),  p.  10  (von  1816). 

816)  p.  3S. 
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wie  Poissoii.  Er  macht  dann  mehrfach*^^')  von  ihnen  Gebrauch,  um 
von  andern  divergenten  Integralen  die  divergenten  Bestandteile  ab- 
zutrennen. 

P.  FaoW^^)  hält  die  Gleichungen  (517)  durch  den  Grenzübergang 
zu  &  =  0  nicht  für  genügend  begründet;  er  meint,  man  müßte  dann 
auch  die  Richtigkeit  der  Gleichungen 

(519)  sin  (x>  =  0,     cos  oo  =  0 

annehmen,  was  doch  wieder  mit  der  Identität  cos^  x  -\-  sin"  x  ^1  in 
Widerspruch  stehe.  Immerhin  könne  man  diese  Gleichungen  in  dem 
Sinne  gelten  lassen,  daß  ihre  rechten  Seiten  die  arithmetischen  Mittel 
aus  den  sämtlichen  möglichen  Werten  der  linken  vorstellten.  Dann 
müsse  man  aber  in  demselben  Sinne  auch  die  Gleichungen 

(520)  jV"cosi(?g  =  0 

0 

und  folglich  auch 


(521)  /w  = 


0 


für  richtig  erklären;  und  letzteres  widersjjreche  wieder  der  Gleichung(847 ). 
G.  Fridlani^^^)  erhält  aus  der  Identität 

(522)  J  >(g)  d^  =  C  -J  'F{i  +  ^)  d § 

0  0 

durch  die  Annahme  -F(|)  =  cos  xi^: 

(523)  - — -J —  =  G  — •  cos  x(f'  I  cos  x^d^  -\-  sin  X(p  I  sin  x^d^-, 

0  0 

und   indem   er  hier  die  Faktoren  von  cos  x^  und  sin  x^  beiderseits 
einander  gleich  setzt,  wieder  die  Gleichungen  (517). 

J.  L.  Itaabe^-")  ersetzt  die  Integrale  (517),  nach  Einführung  eines 


817)  p.  37,  38;  ebenso  G.  Piola,  Mem.  soc.  ital.  20^  (1831),  p.  627;  G.  FruUani, 
ib.  p.  672;  Poisson,  J.  Ec.  polyt.  cah.  20  (1831),  p.  237. 

818)  Mem.  soc.  ital.  20  (1828),  p.  169.  A.  de  Morfian  calculus-*")  p.  576; 
Cambr.  trans.  8,  1844,  p.  100  und  ./.  L.  Baabe,  Differentialrechnung"^),  1,  p.  341 
erklären  den  Schluß  von  (520)  auf  (521)  oder  auf  andere  derartige  Gleichungen 
für  unzulässig:  die  Summe  unendlich  vieler  unendlich  kleiner  Größen  könne 
endlich  sein. 

819)  Ib.  20  (1831),  p.  457  (von  1829). 

820)  J.  f.  Math.  15  (1836),  p.  362;  ebenso  Differential-  und  Integralrechnung 
1,  Zürich  1839,  p.  310;  p.  319  Verallgemeinerung  auf  den  Fall,  daß  unter  dem 
Zeichen  tp  trigonometrische  Punktionen  von  mehr   als   zwei  zu  x  proportionalen 
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Konvergenzfaktors,  durch  unendliche  Reihen  und  benutzt  dann  für 
diese  die  unter '^)  besprochene  Schhili weise;  so  kommt  er  auch  seiner- 
seits auf  die  Gleichungen  (517).  Die  Anwendung  desselben  Verfahrens 
auf  allgemeinere  Integrale  führt  ihn  zu  der  Behauptung,  es  sei  jedesmal 

(524)  /  (p  (sin  ax,  cos  hx)dx  =  —  „,  -    /  cp{j>'m  ax,  cos  bx)xdx, 

0  V 

wenn 

2k7l 

(525)  /  95(sin  ax,  cos  ix)(hc  =  0 


Nachher^^^)  will  er  sieh  von  der  Richtigkeit  der  Gleichungen  (519) 
oder  wie  er  schreibt 

(526)  lim  cos  .r  =  lim  sin  x  =  0 

auch  direkt  überzeugen.    Er  geht  von 

(527)  gmxi  ^  cos"'3;(l  +  (  tg  .r')"' 

aus,  entwickelt  rechts  in  die  Binomialreihe  und  glaubt  diese  für  m  =  cc 
durch  die  Exponentialreihe  einsetzen  zu  dürfen;  so  kommt  er  zu  der 
Behauptung,  für  unendlich  große  m  sei: 

(528)  e"'^' =  cos"':i-  [cos(w  tg  x)  -{-  i  sin  (jw  tg  ;z-)] 

aus  der  allerdings  das  gewünschte  folgen  würde.  Übrigens  meint  er, 
die  entsprechenden  Grenzwerte  der  Potenzen  von  cos  x  und  sin  x 
müsse  man  dadurch  bestimmen,  daß  man  diese  Potenzen  erst  durch 
die  Funktionen  der  Vielfachen  von  x  ersetze *^^);  dann  komme  man 
auch  zu  keinem  Widerspruch  mit  der  Identität  cos^a:  -j-  sin'a;  ==  1. 


Argumenten  stehen.  —  J.  f.  Math.  23  (1842),  p.  105  (von  1S40);  25  (18i3),  p.  162 
stellt  liaabe  analoge  Untersuchungen  für  Integrale  der  Form 


J 


d  X 

(p  (sin  ax,    cos  bx]  — ;- 


an;  die  Jakob  Bernoulliache  Funktion,  Zürich  1848,  p.  36,  für  Integrale  der  Form 
/  x"'(p{sin  ax,  cosbx'idx 

0 

mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten  m. 

821)  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  219;  Differential-  und  Integralrechnung  1, 
p.  234.    Ebenso  Ä.  de  Morgan,  Cambr.  trans.  8^  (1844),  p.  203. 

822)  J.  f.  Math.  25  (1843),  p.  169  macht  er  von  den  so  gewonnenen  Grenz- 
werten dieser  Potenzen  Gebrauch,  um  die  Entwicklung  der  Funktion  arc  sin  a; 
nach  Potenzen  von  x  aus  deren  Darstellung  durch  ein  bestimmtes  Integral  durch 
Reihenentwicklung  und  Grenzübergang  unter  dem  Integralzeichen  abzuleiten  [!]. 
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Später*^')  gibt  er  zu,  daß  diese  Ableitung  „nicht  frei  von  jedem 
Einwurfe  dasteht";  da  er  die  Existenz  eines  Grenzwerts  bewiesen  zu 
haben  glaubt'^*),  so  schließt  er  jetzt  folgendermaßen:  Wenn  der  Grenz- 
wert von  0  verschieden,  z.  B.  positiv  wäre,  so  müßte  die  Funktion  für 
alle  hinlänglich  großen  Werte  des  Arguments  positiv  sein. 

Noch  später*-^)  hat  Raabe  noch  folgenden  merkwürdigen  Schluß: 
Er  transformiert  das  Doppelintegral 

(529)  /  /  "cos  (x-  —y^)dxdy 

Ö    ij 

durch  Einführung  neuer  Integrationsvariablen  vermöge: 

,_„^.  ■>       i' cos- M  ,       V  sin'« 

(530)  x-^ )      11^=^   — j. — 

^         -'  coa  -In  ''  cos  2m 


(531)  J-J5(^,  O)fcosvdv 

0 

und  meint  nun:  da  aus  den  Gleichungen  (927)  folgt,  daß  der  Wert 
des  Doppelintegrales  gleich  -^  ist,  und  da  die  5-Funktion  unendlich 
groß  ist,  so  muß  der  andere  Faktor  null  sein. 

Auch  B.  Boncompaqni^-^)  und    Oettinger^^'')   geben  noch  die  Glei- 
chungen (517)  und  sogar  die  allgemeineren: 

(632)        .ß'-'\:;:]-<''=rw\z]'^ 

0 

auch  für  ;>  >  1,  dagegen  erklären  sich  P.  G.  Lejmne  Dirichlet^^^), 
Navier^-^),  J.  A.  Serret^^"),  M.  Ohm^^^),  F.  Arndt^'^^)   gegen  ihren  Ge- 

823)  Differential-  und  Integralrechnung  2,  Zürich  1843,  p.  405. 

824)  Er  hatte  ebd.  1  (1839),  p.  1T9,  folgendermaßen  geschlossen:  wenn  f{x) 
bei  unbegrenzt  wachsendem  x  kontinuierlich  bleibt,  muß  lim  f{x)  existieren,  indem 

er  die  Begriffe  „stetig  bis  in  beliebige  Nähe  von  —  =  0"  und  „stetig  bei  -  =  0" 
verwechselt  hatte.  Vgl.  auch  seine  Auseinandersetzung  1,  p.  XU:  Für  unendlich 
große  Argumentwerte  höre  die  Übereinstimmung  zwischen  der  analytischen  und 
der  geometrischen  Definition  der  trigonometrischen  Funktionen  auf. 

825)  J.  f.  Math.  37  (1848),  p.  348. 

826)  J.  f  Math.  25  (1843),  p.  82,  86. 

827)  Ib.  38  (1849),  p.  227,  231. 

828)  J.  f.  Math.  17  (1837),   p.  60  =  Werke  1,   p.  263:    „Essentiellement  in- 
determinee,  du  moins  taut  qu'on  la  considere  en  elle-meme." 

829)  Leijons  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  9. 

830)  J.  de  Math.  8  ('1843\  p.  21 :    .Serait  bon  de  ne  pas  employer,  puisque 
la  valeur  de  l'integrale  est  evidemment  indeterminee." 
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brauch.  A.  A.  Cournot^^^)  will  sie  wenigstens  als  Grenzwerte  gelten 
lassen,  docli  ohne  sich  darüber  zu  äußern,  ob  jede  Art  des  Grenz- 
übergangs zu  demselben  Resultat  führen  müsse. 

0.  Schlömilch^^)  argumentiert:  Da  aus  der  Annahme,  die  Reihen 
(25),  (26)  hätten  die  angegebenen  Summen,  mit  Notwendigkeit  die 
Gleichungen  (519)  folgten,  diese  aber  offenbar  mit  sin-a;  -|-  cos^a;  =  1 
in  Widerspruch  seien,  so  dürfe  man  auch  jene  Reihensummen  nicht 
gebrauchen. 

Auch  M.  Ohm^^°)  erklärt  sich  gegen  den  Gebrauch  der  Glei- 
chungen (517). 

In  England  ist  über  diese  Fragen  eine  Zeitlang  lebhaft  diskutiert 
worden.  A.  de  Morgaii'^^^)  verwandelt  die  Integrale  (517)  durch  Ein- 
schaltung geeigneter  Zwischengrenzen  in  die  unendlichen  Reihen 


(533) 


I  cos  xdx=  l  —  2  -\-  '2  —  2-j f- 

11 

J  sm  X(lr  =  2  —  2  +  2  —  2-1 h 


und  behauptet  dann  auf  Gmnd  der  Eulerschen  Reihentransformation*^^), 
die  Summe  der  ersteren  sei  nuU,  die  der  zweiten  1.  Nachher  zeigt 
er  noch,  daß  der  Grenzübergang  von  konvergenten  Integralen  wie 
(516)  oder  (518)  her  zu  demselben  Resultat  führe  ^'^).  Indem  er 
andererseits  die  Integration  erst  unbestimmt  ausführt,  kommt  er^^') 
auf  die  Gleichungen  (519);  er  erklärt  zwar,  keinen  Beweis  dafür  zu 
haben,  daß  diese  Gleichungen  „uuiversally  true"  seien,  benutzt  sie  aber 
doch  zur  Summation  der  in  Nr.  4  besprochenen  Reihen.  Nachher^*") 
fügt  er  noch  hinzu:    Allerdings  hätten  die  kontinentalen  Mathematiker 


831)  Geist  der  mathematisclien  Analysis  2,  Erlangen  1846,  p.  150;  System 
der  Mathematik  8,  Nürnberg  1851,  p.  258;  9  (1852 1,  p.  14,  73.  Er  bezeichnet 
seine  Auffassung  als  die  damals  allgemeine. 

832)  Arch.  Math.  11  (1848),  p.  72,  82. 

833)  Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  4s,  184,  185. 

834)  Arch.  Math.  Phys.  3  (1843),  p.  277;  Handbuch  der  algebraischen  Ana- 
lysis, Jena  1845,  p,  95.  Auch  Integralr.  1,  Greifswald  1848,  p.  140,  erklärt  er 
sin  CO  =  0  für  „augenscheinlich  falsch'-. 

835)  System  der  Mathematik  9,  Nürnberg  1852,  p.  360. 

836)  Calculus  ="),  p.  571. 

837)  Vgl.  I  A  3,  Pringsheim,  Nr.  37,  p.  101. 

838)  Calculus"'),  p.  572,  631. 

839)  p.  60G.  p.  G28  behauptet  er  sogar,  sin  cx)  sei  von  derselben  Größen- 
ordnung wie  exp  ( —  cvd). 

840;i  p.  604.    Vgl.  auch  hier  Note  75. 
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[d.h.  bei  ihm  die  französischen;  andere  kennt  er  nicht]  recht,  wenn 
sie  behaupteten,  cos  oo  und  sin  oo  seien  an  und  für  sich  unbestimmt; 
aber  es  gebe  viele  Formeba,  die  ihre  Richtigkeit  behielten,  wenn  man 
unbestimmte  Ausdrücke  durch  das  Mittel  aller  möglichen  Werte  er- 
setze, und  in  solchen  Fällen  seien  die  Gleichungen  (519)  anzuwenden. 
Das  sicherste  sei,  solche  Formeln  immer  nur  als  Gi'enzfälle  von  andern 
anzusehen;  wenn  auch  kein  Beweis  dafür  vorhanden  sei,  daß  man  von 
jeder  allgemeineren  Formel  her  zu  demselben  Grenzwert  gelange. 
Schwierigkeiten  dieser  Art  seien  noch  bei  jeder  Erweiterung  der  Ana- 
lysis  aufgetreten;  es  seien  aber  so  viele  von  ihnen  bereits  aufgeklärt, 
daß  man  die  Beseitigung  der  noch  übrigen  von  der  Zukunft  er- 
hoffen dürfe. 

De  3Iorgans  Auffassungen  sind  dann  von  vielen  englischen  Au- 
toren angenommen  und  verwendet  worden,  namentlich  auch  bei  Ge- 
legenheit der  unter  Nr.  99  zu  besprechenden  Diskussionen;  so  von 
einem  mit  H.  T.  zeichnenden  Anonymus**^);  dann  bei  Versuchen,  den 
Fourierschen  Integralsatz  zu  beweisen,  von  einem  andern  Anonymus**-) 
und  von  einem  dritten,  der  mit  G.  zeichnet**^).  Auch  D.  F.  Gregory^*) 
stellt  die  Ableitung  der  Integrale  (517)  aus  (516)  oder  (518)  und  die 
Ableitung  der  Gleichungen  (519)  aus  ihnen  als  Aufgaben.  Ein  mit 
H.  G.  zeichnender  Anonymus**")  findet  die  Verwendung  von  (517) 
„rather  doubtful",  nimmt  aber  dann  doch  den  Wert  0  für  das  erste 
dieser  Integrale  an,  „as  the  nature    of  the  case  shews  that  it  ought". 

S.EarHshaw^^)  meint,  theoretisch  behaupte  jedermann,  cos  cx) 
und  sin  oo  seien  unbestimmt,  und  praktisch  setze  sie  jedermann  gleich 
null.  Allgemeine  Zweifel  und  Bedenken  führten  bei  solchen  Fragen 
zu  nichts;  man  müsse  versuchen,  genau  festzustellen,  unter  welchen 
Umständen  das  letztere  erlaubt  sei  und  unter  welchen  nicht.  Es  gebe 
„such  a  thing  as  a  restricted  oo";  z.  B.  könne  man  zu  verschiedenen 
Werten  eines  von  einer  ganzen  Zahl  abhängenden  Ausdrucks  kommen, 
wenn  man  diese  Zahl  durch  nur  gerade  oder  durch  nur  ungerade 
Werte   über   aUe  Grenzen    wachsen  lasse;   und   für  Funktionen   einer 


841)  Cambr.  math.  J.  2,  (1840),  p.  141  (,That  being  the  average  of  all  ist 
values"):  ib.  Sj   {lüilj,  p.  47. 

842)  Ib.  Sg  (1843),  p.  257. 

843)  Ib.  p.  289:  .,Asäuming  that  cos  ccj  is  a  zero  of  an  order  sufficient  to 
destroy  fioo}".    Vgl.  839). 

844)  Examples  of  the  processes  of  the  differential  and  integral  calculus, 
Cambr.  1841,  p.  477?:  in  der  zweiten,  von  W.  Walton  besorgten  (mir  allein  zu- 
gänglichen) Auflage,  Cambr.  1846,  p.  480. 

845)  Cambr.  math.  J.  4j  (1844),  p.  72. 

846)  Cambr.  trans.  8^   (1847),  p.  255  (von  1844). 
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kontinuierlichen  Veränderlichen  gelte  Analoges**').  Daraus  folge  nicht 
nur  an  und  für  sich  schon,  daß  cos  oo  und  sin  oo  unbestimmt  seien, 
sondern  auch  die  Unzulässigkeit  von  de  Morgans  Schluß  weise  *^^),  die 
voraussetze,  daß  man  :»  als  ein  gauzzahliges  Vielfaches  von  :r  an- 
sehen dürfe;  wenn  man  andere  Zwischenwerte  benutze,  könne  mau  zu 
ganz  andern  Resultaten  kommen.  Auch  den  Schluß  aus  dem  Gi-enz- 
übergaug  von  allgemeineren  Integralen  her  verwirft  er^*):  in  (^516) 
dürfe    man    nicht  lim  (exp  —  hx)  =  1    einsetzen,    da    diese  Grenzglei- 

4  =  0 

chung  für  a;  ^  oo  nicht  mehr  gelte;  und  den  angegebenen  Wert  des 
zweiten  Integrals  (518)  hält  er  überhaupt  nicht  für  richtig. 

G.  B.  Airy^'^^)  berichtet,  er  habe  ursprünglich  gegen  die  Ver- 
wendung der  Integrale  (517)  Bedenken  gehabt,  läßt  sich  aber  dann 
durch  de  Morgans  Zuversicht  so  vollständig  umstimmen,  daß  er  sogar 
die  eigentlich  divergenten  Integrale  (520)  benutzt.  Ebenso  benutzt 
W.  Center^")  diese  Formeln  ohne  jeden  Skrupel. 

31.  Ältere  mißglückte  Beweisversuche.  Einige  in  der  älteren 
Literatur  sich  findende  Ansätze  zur  Rechtfertigung  von  Fouriers  Be- 
hauptung^^*) sind  zwar  nicht  zu  vollständigen  Beweisen  durchgebildet, 
bieten  aber  doch  vielleicht  ein  gewisses  Interesse,  insofern  die  Theorie 
der  Funktionen  von  unendlich  vielen  Veränderlichen  derartige  Ansätze 
jetzt  hoffnungsvoller  erscheinen  läßt,  als  es  noch  vor  kurzem  der  Fall 
war.  Hieher  gehört  vor  allem  ein  schon  von  JEuler^'^'-)  skizzierter 
Gedankengang:  Die  Aufgabe,  die  allgemeinste  periodische  Funktion, 
d.  h.  die  allgemeinste  Lösung  der  Funktionalgleichung 

(534)  F(x  +  1)  —  F(x)  =  0 

zu    suchen,    kann    vermöge   des  Taylorschen   Satzes ^■'^-)   zurückgeführt 


847)  p.  261. 

848)  p.  264.  Im  Grunde  dieselbe  Argumentation,  nur  in  anderer  Ausdrucks- 
weise, auch  bei  B.  Moon,  Phil.  mag.  (3)  26  (1845),  p.  493,  und  bei  B.  J.  Young, 
ib.  27  (1845),  p.  441;  Cambr.  trans.  8^  (1847),  p.  434.     Vgl.  784. 

849)  Cambr.  trans.  8^  (1849),  p.  595. 

850)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  5   (1850),  p.  215. 

851)  Petrop.  n.  comm.  3  (1750'51[ö3]),  p.  43;  reproduziert  von  Lacroix, 
Traite  des  differences  et  des  series,  1800,  p.  232;  Traite  du  calo.  diff.  et  du  calc. 
int.  (2"  ed.)  3  (1819),  p.  245.  JEiiler  vermeidet  hier  den  ihm  doch  sonst  geläufigen 
Gebrauch  komplexer  Größen;  dagegen  nicht  mehr  in  der  auch  sonst  modifizierten 
Darstellung  instit.  calo.  int.  2,  Petrop  1769,  Nr.  1209  =  opera  (1)  12,  p.  369. 
N.  Fuß  (Petersb.  me'm.  4  (1S11[13J),  p.  221;  von  180S)  ersetzt  ebenfalls  derartige 
Funktionalgleichungen  durch  Differentialgleichungen  unendlich  hoher  Ordnung, 
gibt  aber  keine  Lösungen  durch  Reihenentwicklung. 

852)  Daß  de.?sen  Anwendung  hier  eine  wesentliche  Beschränkung  der  Vor- 
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werden  auf  die  Integration  der  linearen  Differentialgleichung  unend- 
lich hoher  Ordnung,  mit  konstanten  Koeffizienten: 

(535)  2/'+__L2,"4-i_y"'+...  =  0. 
Die  zugehörige  determinierende  Gleichung  ist 

(536)  ^  +  ^i_^2+.^i^3_^..._0, 

d.  h. 

e- —  1  =  0; 
ihre  Wurzeln  sind: 

(537)  z  =  2n7ti ,         n  eine  beliebige  ganze  Zahl; 
die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  (535)  also: 

(538)  F{x)  =2  {«„e="-^^'-+  ^„e-2"-'-). 

71  =  0 

Daraus  ergibt  sich  für  die  allgemeine  Lösung  der  entsprechenden 
Gleichung  „mit  zweitem  Glied": 

(539)  F{x  +  1)  —  F{x)  =  f{x) 

eine  Formel,  aus  der  man  unmittelbar  die  DarsteUung  der  Entwick- 
lung von  fix)  nach  den  trigonometrischen  Funktionen  der  ganzzahligen 
Vielfachen  von  2jtx  ablesen  kann*""^). 

Ein  anderer  ebenfalls  nicht  zum  Ziele  führender  Beweisansatz 
geht  auf  eine  nachgelassene  Abhandlung  von  L.  Euler  zurück,  in  der 
zunächst  gezeigt  wird***):  der  linearen  Differentialgleichung  beliebiger 
Ordnung   mit  beliebig  vielen  Variablen  und  konstanten  Koeffizienten: 

wird  durch  einen  Exponentialausdruck  der  Form  exp  {kx  -\-  ßy  -\ ) 

jedesmal  dann  genügt,  wenn  die  Koeffizienten  u,  ß,  ■  ■  ■   der  „aequatio 

vicaria" 

(541)  0=Ä  +  Bu^  Cß^ h  ^«'  +  Fuß  +  <?/3- H \ 


aussetzungen   bedingt,   hat  bereits   d'Alemhert  bemerkt,    Opusc.   math.   4  (1768), 
p.  345;  5  (1788),  p.  511. 

853)  Dieser  letztere  Schluß  wird  von  Euler  hier  nicht  gezogen,  wohl  aber 
von  Lagraiige  bei  einem  etwas  allgemeineren,  nachher  wieder  auf  das  hier  vor- 
liegende spezialisierten  Problem  (Taur.  misc.  S,  (1762/65[66])  =  Oeuvres  1,  p.  516), 
doch  nur  unter  der  ausdrücklich  ausgesprochenen  Voraussetzung  „sofern  eine 
analytische  Darstellung  von  f{x)  möglich  ist".  Auch  hier  hat  also  Lagrange 
nicht,  wie  man  wohl  gemeint  hat,  die  Entwickelbarkeit  einer  icillkürlichen 
Funktion  behaupten  wollen. 

854)  Petersb.  mt§m.  4  (1811[13]),  p.  45  (von  1779). 


31.  Ältere  mißglückte  Beweisversuche.  993 

genügen.  Wenn  man  alle  so  gebildeten  Ausdrücke  mit  willkürliclien 
Konstanten  multipliziere  und  dann  summiere,  so  erhalte  man  „einen 
sehr  allgemeinen  Ausdruck,  den  man  als  das  vollständige  Integral  der 
Gleichung  (540)  ansehen  dürfe".  Das  ergänzt  er  dann  noch  durch  die 
Bemerkung*^^):  man  könne  eine  derartige  Summe  als  Entwicklung 
nach  Potenzen  von  ^j  =  exp  x  auffassen  und  „bekanntlich"  jede  Funk- 
tion von  p  nach  Potenzen  von  p  entwickeln.  Dai-an  anschließend  hat 
dann  S.  B.  Poisson  wiederholt*^*)  behauptet:  das  allgemeine  Integral 
einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung  müsse  sich,  wenn  t  eine 
der  unabhängigen  Variablen  sei,  nach  Potenzen  von  e'  oder  auch  von 
e''  entwickeln  lassen;  diese  Entwicklungen  müßten  auch  für  t  =  0 
gelten  und  dort  die  willkürlichen  Anfangsbedingungen  darstellen.  Daß 
weder  die  Möglichkeit  einer  solchen  Entwicklung  des  allgemeinen 
Integrals  dargetan  ist,  noch  daraus  folgen  würde,  daß  auch  die 
Anfangsfunktion  einer  solchen  Darstellung  fähig  sei,  bemerkt  bereits 
E.  Dirksen^^'). 

Ein  dritter  Ansatz,  der  auf  J.  L.  Lugrange^'"^)  zurückgeht,  ver- 
tauscht zunächst  die  Reihenfolge  von  Summation  und  Integration, 
wodurch  aus  der  Entwicklung  einer  Funktion  nach  den  Sinus  der 
Vielfachen  des  Arguments  die  Formel     , 

n 

/- in\          r   Ci-/   ■,sm(n4-l)txamnx  —  sin  mo;  sin  (n  +  l)a;  ,   "1 
(o42)  /  f(a)  —    ^   ' ^ — —  da 

0 

entsteht.     Da  Lagrange  annimmt  (vgl.  Nr.  30),  es  sei  sin  oo  =  0,  so 

schließt  er,  daß  zu  dem  Werte   des  Integrals   nur   die  Umgebung  der 

Stelle  a^  X  einen  merklichen  Beitrag  liefert,  für  die  auch  der  Nenner 

nuU  ist;  und  indem  er  sich  zur  Bestimmung  des  sog.  wahren  Wertes 


855)  p.  49. 

856)  Paris  mem.  1  (1816[18]),  p.  83?;  Bull.  soc.  philom.  1817,  p.  180;  J.  Ec. 
polyt.  cah.  19  (1823),  p.  371;  Mecanique  2  (1833),  p.  366;  chaleur  p.  136,  168.  Daß 
die  Überlegung  doch  noch  den  Wunsch  nach  einem  direckteren  Beweis  bestehen 
läßt  bemerkt  er  selbst  chaleur  p.  291. 

857)  Berl.  Ber.  1842,  p.  21. 

858)  Taur.  misc.  1  (1759)  =  Oeuvres  1,  p.  101.  Bei  Lagrange  -wird  die 
Schlußweise  nicht  auf  die  Entwicklung  der  Funktion  /"(x)  selbst,  sondern  auf  die 
zugehörige  Lösung  des  Saitenproblems  (Xr.  69)  angewendet;  infolgedessen  hat  ihn 
auch  sie  nicht  zu  der  Annahme  des  Satzes  geführt,  eine  willkürliche  Funktion 
lasse  sich  in  eine  solche  Reihe  entwickeln.  Vgl.  Note  650)  und  853).  Übrigens 
fehlt  bei  Lagrange  im  Zähler  der  Subtrahend  und  steht  im  Minuenden  a  statt 
(n  -|-  l)a;  er  hatte  die  Formel  durch  Grenzübergang  aus  einer  andern  erhalten, 
bei  der  nur  ganzzahlige  Vielfache  von  ; —  als  Werte  von  a  in  Betracht  kamen. 
In  den  Oeuvres  ist  die  Formel  geändert,  aber  nicht  richtig. 
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des   Integranden    für   diesen   Fall    der   Annahme   cos  oo  =  1  bedient, 
glaubt  er  zu  dem  gewünschten  Resultat  zu  kommen. 

Der  erste  Teil  dieser  Schlußweise  ist  auch  von  J.  L.  Baabe^^^) 
übernouimeu  worden;  den  zweiten  ergänzt  er  (für  x  =  0)  durch 
folgende  Betrachtung:    Das  Intesrral 


(543)  f'^^'^da 


ist,  wenn  t  =  Jcd  gesetzt  wird,    nach  der  Definition  eines  bestimmten 

Integrals  gleich: 

T        „rsinHii     ,     sin  2)!^     .  ,     sinA-5!^"| 

,1^  ^  i^nö-  +  -sin-2<y    +     ■  •  +    sin  A:  d  J; 

dafür  schreibt  er: 

/XAA\                     1-       r  •         i      I     sin  2b^     ,  .     sin  fcndl 

(o44)  lim    sm  nd  -| !-••■+  \, 

und  das  ist  nach  (110)  gleich  ^(nf  —  a),  also  in  der  Grenze  =      • 

Verwandter  Art  ist  die  Schlußweise  von  0.  Schlömilch^^"):  sei  die 
doppelte  Summe  der  Reihe  (27)  mit  F (x)  bezeichnet,  so  folgt  für 
ganzzahlige  7;  durch  gliedweise  Integration  mit  Hilfe  von  (110): 

(545)  _  /  F(tt)  cos  hada  =  7C         (0  <  c  <  2.t:) ; 
o' 

also  wenn  wiederholt   unter   dem  Zeichen  nach  h  difl'erentiiert[!]  und 
dann  /;  =  0  gesetzt  wird: 

(546)  j'a"'F{a)dK  =  0       (m  =  1,  2,  3, .  .  .); 

0 

und  also  für  jede  analytische  Funktion  fix): 

(547)  j  'f{a)F{a)äcc  =  nf{0). 

Hie  und  da  findet  sich  auch  der  Schluß:  da  man  jede  Potenz 
von  X  durch  eine  trigonometrische  Reihe  darstellen  könne  (Nr.  7),  so 
sei  gleiches  auch  für  jede  Funktion  möglich,  die  sich  nach  solchen 
Potenzen  entwickeln  lasse:  so  bei  A.  de  Morgan^^^). 

A.  Pioch^^^)  will  die  trigonometrische  Reihe  aus  dem  Fourierschen 


859)  DiflFerential-  und  Integralrechnung  1,  Zürich  1839,  p.  294. 

860)  Arch.  Math.  Phys.  1  (1841),  p.  267. 

861)  Diff.  and  int.  calc,  London  1836/41,  p.  609. 

862)  Brux.  mem.  cour.  in  4"  15  (1841/42),  p.  52.    Dabei  kommt  der  Zahlenfaktor 
des  absoluten  Gliedes  zunächst  falsch  heraus;  dem  hilft  er  durch  ein  Taschenspieler- 
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Integral  ableiten,   indem   er  das   divergente   Integral  (517)   durch   die 
divergente  Reihe  (2b)  ersetzt. 

32.  Grenzübergang  von  den  Interpolationsformeln  her.  Der  in 
Nr.  25  auseinandergesetzten  Auffassung  würde  es  entsprechen,  wenn 
man  versuchen  würde,  von  der  näherungsweisen  Darstellung  einer  Funk- 
tion durch  eine  trigonometrische  Interpolationsformel  (II  9)  vermittelst 
unbegTenzter  Vermehrung  der  Zahl  der  benutzten  Argumente  zu  ihrer 
Darstellung  durch  eine  uuendliche  trigonometrische  Reihe  zu  gelangen. 
In  der  That  hat  bereits  J.  L.  Lagrange^^^)  die  bei  dem  Problem  der 
nur  in  einzelnen  Punkten  belasteten  Saite  auftretende  Gleichung: 
ff 

(548)  2/.  =2 ^'"^  ^^^  i^?i  ''"^  (^''^^  ^'^  •2(FiT)) 


(549)  //,,  =  ^  B„  sin  ,^  ,  ,  cos 


iivTt  nktit 

^-«-"  JV+-lCOS^._^- 


übergeführt,  wo  die  i?„  sich  von  den  jf?S,^'  nur  durch  Größen  der  Ord- 
nung 1/N  unterscheiden,  und  demgemäß  seine  Näherungskurve  zwar 
nicht  durch  Punkte  der  gegebenen  Anfangsfigur,  sondern  durch  korri- 
gierte Lagen  gelegt,  die  aber  mit  wachsendem  iV  jenen  unendlich  nahe 
rücken.  Er  scheint  ohne  weiters  anzunehmen,  daß  dann  „die  Diife- 
renzen  beider  Kurven  so  klein  werden,  wie  man  will"*^^),  behauptet 
aber  später  doch  noch*^^),  ebenfalls  ohne  Begründung,  daß  die  so  er- 
haltenen unendlichen  Reihen  in  den  meisten  Fällen  divergieren  würden. 
Dagegen  setzen  J.  Fourier^^^),  S.   D.  Poisson^^'') ,  M.  Pagani^^^), 

kunststück  ab,   nachher  (p.  72)   findet   er  das    doch  „raisonnements    uu   peu   ab- 
straits"  und  ersetzt  es  durch  ein  anderes,  daa  kaum  besser  ist. 

863)  Taur.  misc.  3  (1762/65[66])  =  Oeuvres  1,  p,  547. 

864)  p.  552. 

865)  IVWcanique  analytique,  2ni«  öd.,  Paris  1811  =  Oeuvres  11,  p.  424. 

866)  Paris  Mem.  4  (181'J/20[24]).  p.  394  (Preisschrift  von  1811);  Theorie  de  la 
chaleur  Nr.  277  =  Oeuvres  1,  p.  294.  Er  bemerkt  dazu  (Nr.  278,  p.  296):  „Cette 
methode  .  . .  a  une  clarte  qui  lui  est  propre,  et  qui  dirige  les  premieres  recherches. 
I!  est  facile  ensuite  de  passer  ä  une  methode  plus  concise":  daran  anschließend 
noch:  Wenn  man  bei  dem  Problem  der  Wärmeleitung  den  entsprechenden  Über- 
gang von  der  Vorstellung  diskreter  Massenteilchen  zu  der  eines  kontinuierlichen 
Körpers  vornehmen  wolle,  so  müsse  man  dabei  den  Koeffizienten  des  Wärme- 
austausches zwischen  zwei  Teilchen  umgekehrt  proportional  ihrem  Abstand  neh- 
men (ein  Punkt,  dessen  Nichtbeachtung  nicht  nur  seinen  Zeitgenossen,  sondern 
auch  noch  spätex-en  Physikern  Schwierigkeiten  gemacht  hat).  Vgl.  übrigens  auch 
seine  8pä,tere  Angabe  Paris  Mem.  5  (1821/22[26])  =  Oeuvres  2,  p.  94,  nach  der 
seine  Untersuchungen  über  Wärmeleitung  überhaupt  von  der  Vorstellung  des 
Wärmeaustausches  zwischen  diskreten  Teilchen   ausgegangen   sind;   also  jeden- 

Eiicyklop.  d    math.  Wiaaenscb.    II  X.  üö 
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V.  Schtnidten'*^^),   G.  Tiola^''")  einfach  in  den  Interpolatiousformeln 

(550)  :N=oc,  ""  =  0-,   -  =  dx, 

wodurch  die  Summen  zur  Koeffizienteubestimmnng  in  Integrale  über- 
gehen, die  Darstellungsformel  selbst  in  eine  unendliche  Reihe. 

A  de  Morgan^''^)  will  diesen  Grenzübergang  bei  der  nur  Cosinus- 
glieder enthaltenden  Reihe  durchführen,  indem  er  nur  über  die  halbe 
Periode  summiert;  da  die  Summationsformeln  nicht  einfach  werden, 
kommt  er  für  l-nA^  z.B.  nicht  auf 

ff(x)dx 

0 

sondern  auf 

(551)  /  {l  -\-_2 cos  nx}f{x)dx 

d 

und  muß  sich  also  noch  auf  die  divergente  Entwicklung  (25)  berufen. 
Die  Schwierigkeit,  von  diesem  Ansatz  aus  zu  einem  wirklichen 
Beweis  der  Reihenformel  zu  gelangen,  liegt  in  folgendem  Umstand: 
Definiert  man  die  in  den  Koeffizienten  der  Reihenformel  auftretenden 
Integrale  als  Grenzwerte  von  Summen,  wie  sie  bei  Einschaltung  von 
M  Zwischenwerten  erscheinen,  so  verlangt  die  Reihenformel,  daß  etst 
zur  Grenze  M  =  oo  und  dann  zur  Grenze  N  =  <x>  übergegangen 
werden  soll.  In  der  Interpolationsformel  aber  ist  M  beständig  gleich  N, 
und  von  ihr  aus  würde  man  zunächst  nur  zu  einer  Grenzformel  ge- 
langen,  in  der   beide  Zahlen    zugleich   unter  Aufrechterhaltung  ihrer 


falls  auch   seine   Untersuchvmgen   über  trigonometi-ische   Reihen   von   den  Inter- 
polationsformeln. 

867)  J.  (5c.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  421;  19  (1823),  p.  445;  chaleur  p.  201. 
Poisson  bezieht  sich  auf  Lagrange;  wie  aus  den  im  Text  und  in  den  Noten  °"'),^^'),  *'*) 
gemachten  näheren  Angaben  hervorgeht,  nur  mit  sehr  bedingtem  Recht.  Er 
fügt  bei  (18,  p.  421)  „ä  la  premiere  äpoque  oü  il  [Lagrange]  en  a  fait  usage,  le 
passage  du  fini  ä  l'infini  a  soufiFert  plusieurs  difficultes  parmi  les  geometres;  et 
l'exactitude  de  cette  formule  n"a  pas  paru  snffisamment  demontree."  Daran 
schließt  er  dann  die  Nr.  34  zu  besprechenden  Untersuchungen. 

868)  Brux.  Mem.  cour.  5  (1827),  p.  32,  36.  Mit  der  Konvergenzfrage  findet  er 
sich  durch  die  Behauptungen  ab:  ^Die  Methode  des  Unendlichkleinen  mache 
die  Durchführung  des  Exhaustionsbeweises  in  jedem  einzelnen  Falle  übei-flüssig" 
und:  „die  Reihen  seien  zwar  nicht  im  allgemeinen,  aber  in  den  für  die  Anwen- 
dungen wichtigsten  Fällen  konvergent;  und  in  andern  sei  es  leicht,  sie  so  zu 
transformieren,  daß  sie  es  würden.'- 

869)  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  392. 

870)  Mem.  soc.  ital.  20.  (1831),  p.  586. 

871)  Diff.  and  int.  calc,  Lond.  1836/42,  p.  613. 
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Gleichheit  über  alle  Grenzen  wachsen.  Darauf  hat  bereits  E.  H. 
Dirhsen^''^)  hingewiesen;  ausführlicher  hat  es  P.  G.  Lejeime-Dirich- 
let^'^^)  auseinandergesetzt. 

33.  Der  Deflerssche  Beweisansatz.    Deflers^''^)  leitet  zunächst  die 
Grenzgleichimg : 

(552)  ^n.jFi.){ZZ}ä.  =  0 

durch  partielle  Integration  ab;  dabei  setzt  er  voraus,  die  Funktion  F(x) 
lasse  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  des  Integrationsintervalls  eine  Ent- 
wicklung der  Form  zu: 

(553)  F{x)  =  .la;"  +  Bx''^  -f  Ca;*"  +  •  - 

mit  Exponenten,  die  alle  algebraisch  größer  als  —  1  sind.  Hierauf 
bringt  er  die  zunächst  zu  beweisende  Gleichung  (384)  durch  Sum- 
mation  der  endlichen  trigonometrischen  Reihe  auf  die  Foi'm: 

(554)  fix)  =   lim  ^  / ^—^f(a)  da; 

0 

ihre  Richtigkeit  ergibt  sich  dann  mit  Hilfe  der  Gleichung  (vgl.  121): 


(555)  lim    f 


-. dx  =  -„- 

sin  X  2 


aus  (552),  sobald  in  der  Entwicklung  von  f(x)  kein  Exponent  negativ  ist. 
34.  Der  Poissonsclie  Beweisansatz.  6'.  D.  Poisson  hatte  zuerst 
die  Sätze  über  die  Integration  partieller  Diiferentialgleichungen  durch 
trigonometrische  Reihen  aus  ihrer  Integration  durch  trigonometrische 
Integrale  mittels  der  in  Nr.  84  zu  besprechenden  Methoden  abge- 
leitet. Später  *"^j  betrachtet  er  an  Stelle  der  eigentlich  zu  untersuehen- 


872)  Berl.  Abhandl.  1827[30],  p.  111. 

873)  Repert.  Phys.  1  (1837),  p.  161  =  Werke  1,  p.  145. 

874)  Bull.  soc.  philomat.  1819,  p.  161.  Man  erkennt  nicht,  inwiefern  er  die 
von  ihm  über  die  Funktion  f(x)  schließlich  gemachte  Voraussetzung  wirklich  als 
Einschränkung  ihrer  Allgemeinheit  empfunden  hat.  Daß  Deflers  nur  von  0  bis  ä 
(statt  2n)  integriert,  heißt  so  viel  als:  er  entwickelt  eine  Funktion,  die  von  0  bis  jt 
gleich  /'(.t),  von  a  bis  2  jr  (bzw.  von  —  n  bis  0)  gleich  0  ist;  vgl.  ^'*)  i'"'oitr/er  (theorie 
Nr.  423  =  Oeuvres  1,  p.  510)  betrachtet  die  Richtigkeit  der  Grenzgleichungen 
(552)  als  „manifeste". 

875)  Bull,  philomat.  1815,  p.  89;  J.  ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  422.  Poisson 
integriert  hier  nur  von  a;  =  0  bis  x  =  tc  und  zieht  nur  zwischen  diesen 
Grenzen  gelegene  Werte  von  x  in  Betracht;  er  bemerkt  auch  ausdrücklich,  daß 
an  den  beiden  Grenzen  sich  nicht  f{x),  sondern  nur  4  f{x)  ergibt.  Die  Integration 
von  —  3t  bis  -L  n  hat  Poisson  erst  ib.  19  (1823),  p.  51,  432. 

65* 
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den  Reihe  die  folgende: 

(556)  g-  i f\a)da  H ^g-'"*  1  cos(nx—  n«)f(a)da 

und  führt  sie  unter  Vertauschuug  der  Reihenfolge  von  Surumatiou 
und  Integration  —  gegen  die  hier  nichts  einzuwenden  ist  —  und 
unter  Benutzung  der  Gleichung  (2)  in  das  Integral: 

1    r  1  —  e-^^ 

über,  das  seinen  Namen  behalten  hat.  Er  bemerkt,  daß  im  Grenzfall 
d  =  0  nur  diejenigen  Elemente  des  Integrals  einen  Beitrag  geben, 
für  die  dann  zugleich  auch  der  Nenner  Null  wird,  also  uur  die  Um- 
gebuug  von  a  =  x-.  er  glaubt  sich  daher  berechtigt,  nur  über  diese 
Umgebung  zu  integi-ieren  und  dabei  für  f(a)  den  konstanten  Wert 
fix)  vor  das  Integralzeichen  zu  ziehen.  Der  Wert  des  dann  noch 
bleibenden  Integrals  ist  in  der  Grenze  gleich  2:t*^*);  also  ergibt  sich 
f\x)  als  Grenzwert  der  Reihe  (^556)  für  8  =  0. 

Die  Frage,  welchen  Bedingungen  die  Funktion  f(x)  unterworfen 
werden  muß,  damit  es  erlaubt  sei,  unter  dem  Integralzeicheu  f{x)  durch 
/"(«)  zu  ersetzen,  ist  von  Poisson  zwar  für  das  analoge  Problem  für 
Funktionen  von  zwei  Variabein  (Entwicklung  nach  Kugelfunktionen) 
im   Verlaufe  einer  Diskussion   mit  Ivory    behandelt  und  im   wesent- 


876)  Der  Wert  dieses  Integrals  läßt  sich  mit  elementaren  Methoden  finden 
und  der  Grenzübergang  dann  ausführen;  Poisson  begnügt  sich  hier  und  auch 
noch  später  (J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  52,  66,  415,  i33;  möcanique  I,  p.  645; 
chaleur  p.  189)  damit,  daß  er,  wenn  von  «  =  ;<;  — 15  bis  a  =  x-\-§  integriert  wer- 
den soll,  (?  und  S  als  unendlich  kleine  Größen  derselben  Ordnung  behandelt  und 
Glieder,  die  in  bezug  auf  sie  von  der  dritten  Ordnung  sind,  vernachlässigt. 

Über  das  zeitliche  Verhältnis  seiner  Untersuchungen  zu  denjenigen  Fouriers 
gibt  Poisson  an  (J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  1):  Fouriers  Preisschrift  von  1811 
sei  ihm  im  Manuskript  zugänglich  gewesen ;  die  beiderseitigen  Resultate  stimmten 
überein,  aber  die  Methode  der  Behandlung  sei  verschieden.  Seine  eigenen  Un- 
tersuchungen seien  1815  dem  Institut  vorgelegt,  aber  seitdem  durch  Zusätze  er- 
weitert worden;  worin  diese  bestehen,  gibt  er  nicht  an. 

Deflers  meint  in  einer  Besprechung  (Bull.  Ferussac  1  (1824),  p.  333)  von 
Poissons  zweiter  Abhandlung:  dessen  Auffassung  sei  analog  zu  der  des  soge- 
nannten wahren  Wertes  eines  Ausdrucks,  der  in  der  Form  {}  erscheint.  Hier  wie 
dort  sei  der  Grenzwert  dadurch  ausgezeichnet,  daß  er  den  kontinuierlichen  Über- 
gang zwischen  den  benachbarten  Werten  herstelle.  [Um  diese  Analogie  voll- 
ständig zu  machen,  müßte  freilich  gezeigt  werden,  daß  auch  hier  wie  dort  un- 
abhängig von  der  Art  der  Annäherung  immer  derselbe  Grenzwert  erreicht  wird.] 


34.  Der  Poissonsche  Beweisansatz.  999 

liehen  auch  erledigt  worden;  aber  nicht  für  das  doch  einfachere  hier 
in  Rede  stehende*"). 

Auch  Ä.  Cauchy  hat  sich  einmal*"*»  dieser  Schlußweise  bedient. 
Er  bringt  (für  x  ^  0)  den  gleichgültigen  Teil  des  Integrals  auf  die 
Form 

2n-fl 

und  sagt  dann,  der  Faktor  von  /"(«)  sei  in  ihm 
(589)  ^J^[s.-^  +  (l-,)(l-siul)'j\ 

also  „sensiblement  nul,  si"  ß  „etant  considere  comme  infinimeijt  petit 
du  1"  ordre,  on  prend  pour  e  une  quantite  infiniment  petite  d'un 
ordre  superieur  ä  2";  den  Hauptteil  transformiert  er  zuerst  in 

0 

und  setzt  darin  ohne  weiteres  «  =  0. 

A.  de  Morgan^''^)  gibt  im  wesentlichen  Poissons  erste  ungenügende 
Darstellung  wieder. 

Der  kürzlich**")  aus  dem  Nachlaß  von  C.  F.  Gcmß  verötfentlichte 

877)  Vgl.  darüber  IIA  7b,  3.  Burkhardt-W.  F.  Meyer,  Nr.  19,  p.  489  und 
IIA  10,  A.  Wangerin,  Nr.  16,  p.  715;  sowie  H.  BuMardf,  Jahresber.  d.  Math.-Ver. 
lOj  (1908),  p.  380  (von  1902).  —  Vgl.  über  diese  Diskussion  auch  das  Urteil  von 
C.  F.  Gcmß,  Gott.  Anz.  1828,  p.  56  =  Werke  6,  p.  648  , einen  Zusatz,  der  richtig 
verstanden  allerdings  alle  Schwierigkeiten  hebt,  obwohl  eine  vollständige  Unter- 
scheidung der  dabei  vorkommenden  unendlich  kleinen  Größen  die  Evidenz  des 
Beweises  noch  vollkommener  machen  würde;  wenigstens  zeigt  das,  was  neuer- 
lich .  .  .  gegen  die  neue  Poissonsche  Darstellung  vorgebracht  worden  ist,  wenn 
es  auch  das  Wesen  derselben  gar  nicht  trifft,  daß  diese  Darstellung  noch  miß- 
verstanden werden  konnte." 

878)  Exerc.  de  math.  1  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  188. 

879)  Diff.  and  int.  calc,  Lond.  1836 '41,  p.  615.  Er  meint,  wenn  man  dabei 
von  unendlich  kleinen  Größen  rede,  so  sei  das  nur  Abkürzung;  wenn  man  nach 
Potenzen  der  kleinen  Größen  entwickle,  könne  man  zeigen,  daß  die  vernach- 
lässigten Glieder  in  der  Tat  von  höherer  Ordnung  seien  als  die  beibehaltenen. 
p.  627  erläutert  er  den  Grenzübergang  zu  r  =  1  noch  durch  Figuren. 

880)  Werke  7,  p.  471  (nach  der  Angabe  des  Herausgebers  ]).  603  etwa  vom 
Jahre  1816).  Von  einer  späteren  Handschrift  von  Gauß  über  dieselbe  Frage  ist 
die  VerötFentlichung  erst  in  Aussicht  ge.stellt.  (Materialien  für  eine  wissenschaft- 
liche Biographie  von  Gauß  3  (1912i,  p.  90.) 
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Beweis  versuch  stimmt  der  Sache  nach  mit  dem  Poissonscheu  überein. 

Gauß   bezeichnet  mit    -    ,     j  was  Poisson  e~*  genannt  hatte,  brinart 

1  -f-  f  °  '  o 

das  zunächst  zu  bestimmende  Integral  auf  die  Form 

TZ 

gf{a)da 


-  r 


{x—  a)  [x—  a) 

Sin*  ^ — - — -  -f-  s  cos*  ^ — - — - 


(562)  tg^2-^==5tg|- 


(561) 

und  substituiert 
(562) 
wodurch  es  in 

8  +  71 

(563)  hjf^'')^^ 

0-n 

übergeht,  wobei 

(564)  Ö  =  2  arc  tg  (e  cot  ~)  , 

also  in  der  Grenze  gleich  null  zu  setzen  ist.  Dann  schließt  er  weiter: 
ist  E  unendlich  klein,  so  ist  für  alle  ß,  die  von  —  n  und  -f"  ^  ^^^ 
ein  endliches  verschieden  sind,  /"(«)  unendlich  wenig  von  f{x)  ver- 
schieden, also  auch  das  ganze  Integral. 

Daß  bei  dieser  ganzen  Schlußweise  die  Vertauschung  der  Reihen- 
folge   der    Grenzübergänge   lim    und    lim    einer   besonderen   Rechtfer- 

l)=0  71=00 

tigung  bedarf,  haben  bereits  E.  H.  Dirlisen^^^) ,  W.  R.  Hamilton^^-), 
M.  Ohm^^^)  bemerkt.  Auch  die  schon  erwähnten  Untersuchungen  von 
C.  J.  Malmsten''''^)  sind  von  diesem  Gedanken  geleitet;  die  von  ihm  an- 
gegebenen Bedingungen  für  die  Zulässigkeit  jener  Vertausch  uug  sind 
freilich  ungenügend.  0.  Scldoeinüch'*^^)  hält  die  Konvergenz  der  Reihe 
für  d  =  0  für  eine  „offenbar"  hinreichende  Bedingung. 


881)  Berl.  Abhandl.  f.  1827  [30],  p.  86:  „Es  ist  unmittelbar  klar,  daß  die 
Bedeutung  der  auf  diese  Weise  entstehenden  unendlichen  Reihe,  an  und  für  sich 
betrachtet,  und  hiermit  wiederum  die  eigentliche  Lösbarkeit  des  vorliegenden 
Problems  selbst,  völlig  zweifelhaft  bleibt." 

882)  Dubl.  Trans.  1843,  p.  318  =  Dubl.  proc.  6,  1841/42,  p.  235;  übrigens 
doch  mehr  gefühlt  als  klar  erkannt. 

883)  Versuch  eines  konsequenten  Systems  der  Mathematik  9,  Berlin  18.i'2, 
p.  305. 

884)  Integralrechnung,  Greifswald  1848,  pi.  173.  Er  meint  übrigens  „die 
Untersuchung  .  .  .  hat  wenig  Wert  und  trifft  den  Nerv  der  ganzen  schönen 
Theorie»  .  .  .  nicht";  daher  begnügt  er  sich  mit  der  Bestimmung  des  Grenzwerts 
des  Poissonschen  Integrals  an  der  Stelle  x  =  0  unter  der  Voraussetzung,  daß 
f'{x)  im  Integrationsintervall  endlich  bleibt. 
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E.  Moon  dagegen  schließt  umgekehrt**^):  Da  man  bei  der  er- 
wähnten Vertauschuiig  der  Reihenfolge  von  Summation  und  Integration 
für  d  =  0  eine  divergente  Reihe  erhält,  so  erklärt  er  nicht  nur  Pois- 
sons  Beweis  für  falsch,  sondern  sogar  überhaupt  die  Behauptung  von 
der  Möglichkeit  der  Entwicklung  einer  willkürlichen  Funktion  in  eine 
trigonometrische  Reihe. 

G.  G.  Stol-es  hat  bemerkt*^''),  daß  man  den  Poissonschen  Ansatz 
zu  einem  vollständigen  Beweis  ausgestalten  könne,  wenn  man  die  Kon- 
vergenz der  Reihe  für  d  =  0  direkt,  etwa  durch  das  hier  in  Nr.  38 
zu  besprechende  Verfahren  beweise.  Aber  erst  bei  0.  Bonnet^^'')  ist 
diese  Bemerkung  zu  einem  vollständigen  Beweis  durch  den  Hinweis 
auf  Abels  Satz""*)  geworden. 

Das  Poissonsche  Schlußverfahren  kann  auch  zum  Beweis  der  Sätze 
über  die  Entwicklung  einer  Funktion  komplexen  Arguments  in  eine 
Potenzreihe  dienen;  es  ist  dazu  von  A.  Qu.  Gregan-Craufurd^^^)  und 
von  C.  Weierstraß^^^)  verwendet  worden. 

35.  Exkurs  betr.  die  Entwicklungsgeschichte  von  Cauchys 
Residuentheorie.  Die  Darstellung  der  Residuensätze  ist  in  Cauchys 
erster  —  nicht   zuerst   publizierter  —  Abhandlung *^'')    aus  doppeltem 


885)  Phil.  mag.  (3)  26  (1845),  p.  490.  /.  R.  Young  (ib.  27  (1845),  p.  439) 
weist  demgegenüber  auf  die  früher'^-)  besprochene  Unterscheidung  hin;  aber 
Moon  bleibt  auf  seiner  Meinung  (ib.  28  (1846),  p.  139). 

886)  Cambr.  trans.  8,  (1849),  p.  537  (von  1847)  =  Papers  1,  p.  244.  Er  be- 
merkt, daß  man  den  Schluß  auch  anwenden  könne,  wenn  fix)  an  einzelnen 
Stellen  nicht  mehr  stetig  ist;  man  braucht  dann  nur,  wie  in  Nr.  20  besprochen, 
die  störenden  Bestandteile  abzutrennen  und  sich  für  diese  auf  die  besonders  be- 
wiesene Konvergenz  der  Reihen  von  Mr.  7  und  8  zu  berufen.  Übrigens  bemerkt 
Stokes  selbst  p.  542  ^  251:  Wenn  er  die  Untersuchungen  von  Dirichlet^"")  und 
HamiUon^'"'^)  früher  gekannt  hätte,  so  würde  er  sich  wahrscheinlich  an  sie  an- 
geschlossen oder  sich  einfach  auf  ihre  Resultate  berufen  haben. 

887)  Brux.  mem.  cour.  in  4",  23  (1850),  p.  10. 

888)  An  essay  on  the  developement  of  functions,  Lond.  1844,  p.  30.  Seltsam 
ist  seine  Konstantenbestimmung;  er  erhält  für  den  Wert  des  Integrals  iüif{a)=  1 
die  Differenz  zweier  Werte  des  Logarithmus  derselben  komplexen  Größe  und  be- 
hauptet ohne  weiteres,  dafür  sei  ini  zu  nehmen.    Vgl.  ""*. 

889)  Werke  1    (1894,    p.  61  (von  1841i.     Er   vermeidet   den    Gebrauch    der 

trigonometrischen  Funktionen,  indem  er  tg  —  als   Integrationsvariable   einführt; 

übrigens  hat  auch  er  die  Berufung   auf  den  Abelschen  Satz  '"")   zur  Vollendung 
des  Schlusses. 

890)  Paris  Mem.  pres.  1  i;i827  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  381  (von  1814).  Vgl.  II  B  1, 
Osgood,  Nr.  3,  p.  14;  dann  die  historischen  Aufsätze  von  P.  Stäckel,  bibl.  math.  (3)  1, 
1900,  p.  lOU;  2,  1901,  p.  111  und  von  P/i.  Jourdain,  ib.  6,  1905,  p.  190,  sowie 
E.  Lindfli'if,  le   calcul   des   residus,   Paris   1906,   namentlich   p.  84.     Eine   Über- 
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Grunde   unübersichtlich.     Es  handelt  sich  zunächst  um  den  Satz:  Ist 

eine  Funktion  von  x  -j-  iy,  die  in  dem  von  den  Geraden 

a;  =  0,  X  =  a,  y  ==  0,  y  =^  h 
begrenzten  Gebiet  überall  endlich  ist,  so  ist 

a  ab  h 

(565)  fz(x  +  ib')dx  —fz{x)dx  =fz(a  +  iy)i(hj  -j'Z(iy)idy; 

0  0  0  ö 

wie  sich  ergibt,  wenn  man  die  identische  Gleichung 

nach  Multiplikation  mit  dxdy  über  das  Rechteck  integriert  und  da- 
bei auf  der  einen  Seite  die  eine,  auf  der  andern  die  andere  Integration 
zuerst  ausführt.  Statt  dessen  trennt  Cauchy  erstens  jede  Gleichung 
zwischen  komplexen  Größen  in  zwei  Gleichungen  zwischen  reellen 
Größen  *^^);  zweitens  aber  fühi't  er  noch  zwei  Hilfsfunktionen  Ji",  iV 
von  X  und  y  ein  —  wobei  M  -\-  iN  keineswegs  eine  Funktion  von 
x  -\-  iy  zu  sein  braucht  —  und  bildet  erst  von  M  -\-  iN  eine  Funk- 
tion, so  daß  er  statt  nur  mit  den  zwei  Größen  X  und  Y  mit  vier 
verschiedenen 

ex    '         ex  vy  oy 

zu    tun   bekommt*"^).     Ist    die    Yertauschuug    der    Integrationsreihen- 


sicht über  Cauchys  wichtigste  Resultate  gibt  auch  i\  Casorati,  teorica  delle 
funzioni  di  variabili  complesse,  Pavia  1868,  p.  64 — 91,  102—111.  E.  Fabhri,  il 
teorema  dell'integrale  di  Cauchy,  contributo  alla  storia  critica  dell'analisi, 
Bologna  l'JOO,  war  mir  nicht  zugänglich. 

891)  Die  Zusammenfassung  zweier  Gleichungen  zwischen  reellen  zu  einer 
zwischen  komplexen  Größen  erscheint  bei  ihm  erst  Bull,  philomat.  1822,  p.  167 
und  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1S23),  p.  574.  In  den  der  Abhandlung  von  1814  beim 
Druck  1827  beigefügten  Noten  sind  die  Resultate  durchgängig  in  die  neue  Sjjrache 
übersetzt. 

892)  Man  könnte  sagen:  Cauchy  bildet  die  M -\-  4 iV- Ebene,  in  der  er 
eigentlich  operiert,  stetig  —  nicht  notwendig  konform  —  in  eine  xj/- Ebene  ab 
und  integriert  dann  über  ein  Gebiet  der  M -{■  ?iV-Ebene,  das  einem  Rechteck 
der  a;^/- Ebene  entspricht.  Er  bedient  sich  dieser  geometrischen  Ausdrucksweise 
in  seinen  früheren  Arbeiten  nirgends,  so  daß  schwer  zu  sagen  ist,  wie  weit  er 
selbst  mit  geometrischen  Vorstellungen  gearbeitet  haben  mag.  Aber  wie  hat  er 
ohne  sie  die  Herrschaft  über  seine  umständlichen  Formeln  in  der  Hand  behalten 
können?  Die  Zusammenfassung  von  je  zweien  der  4  Größen  (567)  zu  einer  kom- 
plexen Größe  erscheint  Exerc.  de  math.  1  (1826)  =  Oeuvres  (2)  6.  p.  114;  dort  ist 
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folge   nicht  erlaubt,  so  erscheint  an  Stelle  der  Gleichung  (565)  eine 
von  der  Form: 

a  a  li  b 

(568) /Z(a;  +  ih) dx -J'Z(x)dx  =fz(a  +  iy) idy  -fz{iy) idy  +  A; 
0  0  b  b 

die  mit  A  bezeichnete  Größe  tritt  dabei  zunächst  in  der  Gestalt  dessen 
auf,  was  Cauchy  ein  singuläres  Integral  nennt *^*);  nachher  zeigt  er, 
daß  sie  auch  durch  einen  Grenzwert  ausgedrückt  werden  kann.  Diese 
Darstellung  durch  einen  Grenzwert  ist  sehr  umständlich,  wenn  man 
Cauchys  allgemeine  Auffassung  voranstellt*''*);  für  den  einfacheren 
Fall  lautet  sie: 
(569)  A  =  2ni  lim  tf{a  +  b), 

wenn  a  eine   Unendlichkeitsstelle   (Nullstelle   des    Nenners)    von  f(z) 
bedeutet  «"5). 

Von    speziellen    Annahmen    behandelt    Cauchy    außer     M  =  x, 


mit  /'(«)  ^— ,  f(z) -3—  bezeichnet,  was  in  der  früheren  Bezeichnung  S-\-iT,  U-\-iV 
dx  ay 

heißen   würde.  —  Geradezu   ausgesprochen    finde   ich    die   Zuordnung   der   kom- 
plexen Größe  X  -(-  iy  zu  dem  Punkte  der  Ebene  mit  den  kartesischen  Koordinaten 
X,  y  bei  Cauchy  erst  Paris  C.  R.  5  (1837),  p.  30-.>  =  Oeuvres  (^1),  4,  p.  85. 
893)  D.  h. 


lim     lf{a-\-i'jcli. 


Der  heute  üblichen  Ablehnung  dieses  Begriffs  sowie  des  damit  enge  zusammeh- 
hängenden  Begriffs  der  „valeur  principale"  eines  bestimmten  Integrals  (vgl.  z.  B. 
IIA 3,  Brunei,  p.  138,  Note  2),  kann  ich  mich  nicht  anschließen:  Bei  den  in  diesem 
Artikel  zu  besprechenden  Untersuchungen  begegnet  mau  immer  wieder  Fällen, 
in  welchen  eine  Gleichung 

lim  /  f(x,  ii)dx  =  /  /Y.r,  Ojdx 

in  dem  Sinne  gilt,  daß  rechts  der  Hauptwert  zu  verstehen  ist.  Cauchy  scheint 
auch  gerade  durch  solche  Fragestellungen  auf  seine  Definition  gefühx-t  worden 
zu  sein. 

894)  Paris  Miim.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  393. 

895)  Ib.  p.  409;  die  Zusammenfassung  zu  einer  Gleichung  zwischen  kom- 
plexen Größen  erst  in  den  Noten  von  1827,  sowie  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823), 
p.  574;  an  letzterer  Stelle  und  Ann.  de  math.  17  (1827),  p.  94  auch  der  allge- 
meinere Ausdruck  für  den  Fall  einer  mehrfachen  Unendlichkeitsstelle.  —  Wenn 
Cauchy  Oeuvres  (1)  1,  p.  383  merkwürdigerweise  behauptet,  reeller  und  imagi- 
närer Bestandteil  einer  rationalen  Funktion  komplexen  Arguments  könnten  nur 
unbestimmt,  nicht  unendlich  werden,  so  hat  er  übersehen,  daß  die  Unbestimmt- 
heit erst  durch  die  zur  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Teiles  erforder- 
liehe Erweiterung  mit  dem  konjugierten  Wert  des  Nenners  hereingekommen  ist. 
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iV'=?/noch:  M  =  ax,  N  =  xy^^^)\  M=xcoBy,  N  ^  x  siny^^''); 
M  =  ax^,  N  =  0-«/*"*).  Übrigens  verwendet  er  die  Formeln  in  seinen 
ersten  Abhandlungen  auch  ohne  weiteres  für  ins  Unendliche  sich  er- 
streckende Bereiche,  mit  der  einzigen  Einschränkung,  daß  die  Funk- 
tionen für  x^oo  und  aUe  in  Betracht  kommenden  y  sowie  für  y^oo 
und  alle  in  Betracht  kommenden  x  verschwinden  sollen *'''^). 

Caucliya  erstes  Lehrbuch'"")  enthält  dann  eine  ausführliche  und 
in  allem  wesentlichen  vollständige  Theorie  der  expliziten  algebrai- 
schen und  der  sog.  elementaren  transzendenten  Funktionen  einer  kom- 
plexen Variablen,  aber  weder  eine  allgemeine  Definition  des  dem 
Ausdruck  „Funktion  einer  komplexen  Variablen"  beizulegenden  Sinnes, 
noch  Sätze  über  die  Integrale  solcher  Funktionen,  indem  ja  die  Inte- 
gralrechnung überhaupt  außerhalb  des  Planes  dieses  Werkes  lag.  Aber 


896)  Oeuvres  (1)  1,  p.  349,  40.?.  Dem  Rechteck  in  der  aiy-Ebene  entspricht 
hier  ein  Dreieck  in  der  il/iV-Ebene. 

897)  p.  .357  (Kreis,  bzw.  Kreisring  in  der  3fiV-Ebene).  Was  Cauchy  p.  362 
als  „Separation  des  exponentiellea"  bezeichnet,  ist,  wie  er  selbst  in  den  Noten 
von  1827  merken  läßt,  ein  Umweg  zur  Erlangung  von  Resultaten,  die  durch  an- 
dere Annahmen  über  die  Funktion  f{x)  bequemer  zu  erreichen  sind. 

898)  p.  359. 

899)  p.  425;  ebenso  noch  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823)  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  345 
und  Paris  Mt^m.  22  (1850)  (von  1824)  =  Oeuvres  (1)  2,  p.  200. 

900)  Cours  d'analyse  de  l'^cole  polytechnique ,  F"  partie  (seule  parue): 
Analyse  algebrique,  Paris  1821,  Kap.  7—10  =  Oeuvres  (2)  3,  p.  153—301.  Er 
faßt  die  Gleichungen  zwischen  komplexen  Größen  als  „symbolische"  Zusammen- 
fassungen je  zweier  Gleichungen  zwischen  reellen  Größen,  betont  aber  die  Not- 
wendigkeit, die  elementaren  Funktionen  für  komplexe  Variable  aufs  neue  zu 
definieren  (p.  156,  257,  259)  und  die  fortdauernde  Gültigkeit  der  elementaren 
Rechengesetze  besonders  zu  beweisen  (p.  156,  205,  272)  —  wenn  er  auch  die 
Durchführung  dieser  Beweise  im  einzelnen  meist  dem  Leser  übei'lilßt.  Ich  kann 
daher  die  scharfe  Kritik,  die  H.  Hanl;el  (Theorie  der  komplexen  Zahlensysteme, 
Leipzig  1867,  p.  14)  an  Cauchys  Ausführungen  übt,  nicht  als  berechtigt  aner- 
kennen: Cauchys  Auffassung  unterscheidet  sich  mehr  der  Ausdrucksweiae  als 
der  Sache  nach  von  der  von  Hankel  selbst  vertretenen.  Erst  Exerc.  d'analyse  4 
(1847),  p.  157  und  ebenso  Paris  Mem.  22  (1850)  =  Oeuvres  (1)  2,  p.  282  erklärt 
er,  er  sei  jetzt  „apres  de  nouvelles  et  müres  reflexions"  zu  der  Ansicht  gekom- 
men, das  beste  sei,  den  Gebrauch  des  Zeichens  ]/  —  1  ganz  fallen  zu  lassen  und 
die  Theorie  der  imaginären  Ausdrücke  durch  die  Theorie  der  „geometrischen 
Größen"  [d.  h.  der  Vektoren  in  einer  Ebene]  zu  ersetzen.  Erwähnt  sei  übrigens, 
daß  Cauchy  hier  ((2)  3  p.  266)  und  auch  noch  einige  Zeit  nachher  (z.  B.  Le9ons 
sur  le  calcul  infinitesimal,  Paris  1823  =  Oeuvres  (2)  4,  p.  234;  Exerc.  de  math.  1 
(1826)  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  13;  le9ons  sur  le  calcul  differentiel,  Paris  1829  = 
Oeuvres  (2)  4,  p.  497;  ebenso  P.  G.  Lejeune-DiricMei,  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.94  = 
Werke  1,  p.  112)  die  Hauptwerte  der  mehrdeutigen  Funktionen  nur  für  komplexe 
Werte  mit  positiv  imaginärem  Bestandteil  definiert. 
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auch  das  folgende'"^)  enthält  nur  die  Definition  des  Integi-als  einer 
komplexen  Funktion  reellen  Arguments  und  bringt  die  Residuensätze 
nur  für  den  FaU  rechteckiger  Begrenzung'"'"). 

Die  entscheidenden  Fortschritte  bringt  dann  Cauchys  Abhand- 
lung von  1825^"^):  die  allgemeine  Definition  des  Integrals  zwischen 
komplexen  Grenzen  als  Grenzwert  einer  Summe,  unter  Einschaltung 
beliebiger  Zwischenwerte;  die  Umformung  dieser  Darstellung  in  die 
andere,  bei  welcher  die  reellen  und  die  imaginären  Teile  der  einge- 
schalteten Zwischenwerte  als  spezielle  Werte  zweier  stetigen  mono- 
tonen [und  dififerentiierbaren]  Funktionen  qp,  %  einer  Hilfsvariablen  an- 
gesehen und  diese  dann  als  lutegrationsvariable  eingeführt  wird;  den 
Beweis,  daß  der  Wert  des  Integrals,  wenn  die  Zwischenwerte  alle 
einem  rechteckig  begrenzten  Gebiet  angehören,  in  dem  die  Funktion 
endlich  und  stetig  ist,  von  der  Wahl  dieser  Hilfsfunktionen  unabhängig 
ist.  Diesen  letzteren  Beweis  führt  er  so^"''),  daß  er  die  Funktionen 
^),  X  um  Produkte  aus  einer  unendlich  kleinen  Größe  s  in  zwei  an- 
dere an  den  Grenzen  verschwindende  Funktionen  u,  v  ändert  und 
dann  zeigt,  daß  in  der  Entwicklung  des  variierten  IntegTals  nach  Po- 
tenzen von  s  der  Koeffizient  der  ersten  Potenz  dieser  Größe  Null  ist; 
„wie  nach  den  Grundsätzen  der  Variationsrechnung  vorauszusehen,  da 
unter  dem  Integralzeichen  ein  vollständiges  Differential  steht''.  Ist 
die  Stetigkeitsbedingung  für  einen  Punkt  des  unvariierten  Wegs  nicht 
mehr  erfüllt,  so  ist  der  Faktor  von  £  nicht  mehr  gleich  NuU,  son- 
dern erscheint  als  „singuläres  Integral",  und  als  dessen  Wert  ergibt 
sich  eben  jti  mal  dem  zugehörigen  Residuum  ^"^j. 


901)  Le9on8  sur  le  calcul  infinitesimal,  Paris  1823  =  Oeuvres  (2)  4,  p.  135. 

902)  p.  202. 

903)  Mem.  sur  les  integrales  definies  prises  entre  des  limites  imaginaires, 
Paris  1825  =  Bull.  Darboux  7  (1874),  p.  265;  8  (1875),  p.  43,  148;  deutsch  v. 
P.  Stäckel,  Leipzig  1900.  Die  Ausdrucksweise  Cauchys  ist  auch  hier  zunächst 
noch  rein  analytisch;  erst  §  9,  p.  20  (vollständiger  Paris  Mem.  22  (1850)  = 
Oeuvres  (1)  2,  p.  325)  redet  er  von  der  Kurve  x  =  q>{t),  y  =  %(<)•  Tatsächlich 
macht  übrigens  Cauchy  in  dieser  Abhandlung  trotz  der  erwähnten  allgemeinen 
Formulierungen  von  keinen  andern  Integrationswegen  als  Geradenstücken  und 
Kreisbogen  wirklich  Gebrauch. 

904)  p.  5. 

905)  p.  7.  Nachher  (p.  10;  ebenso  Ann.  de  math.  16  (1826),  p.  104;  17  (1827), 
p.  93  und  mit  Ausführung  aller  Zwischenrechnungen  Exerc.  de  math.  1  (1826)  = 
Oeuvres  (2)  6,  p.  115)  gibt  er  noch  eine  zweite  Darstellung,  bei  der  er  die  Funk- 
tion f{z)  in  ein  Hauptglied  und  einen  an  der  betrachteten  Stelle  endlich  blei- 
benden Bestandteil  zerlegt.  Das  gibt  ihm  die  Möglichkeit,  auch  mehrfache  Pole 
zu  behandeln;  die  für  diese  erhaltenen  Resultate  verifiziert  er  dann  wieder  nach 
dem  ersten  Verfahren 
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Was  die  Ausdehnung  der  Sätze  auf  sich  ins  Unendliche  er- 
streckende Bereiche  betrifft,  so  gibt  er  auch  in  dieser  Abhandlung 
zunächst  ^''^)  nur  wieder  die  früheren  ungenügenden  Bedingungen  da- 
für an.  Nachher^"')  bemerkt  er  doch,  daß  das  nicht  in  allen  Fällen 
angeht:  wenn  f{z)  im  Unendlichen  nur  von  der  ersten  Ordnung  Null 

wird,  so  hiKt  er  sich  damit,  daß  er  die   Sätze   zunächst  auf  ,—         , 

anwendet  und  nachher  zur  Grenze  «  ^  0  übergeht  [was  freilich  eine 
neue  Vertauschung  von  Grenzübergängen  involviert]. 

Eine  folgende  Abhandlung^"*)  bringt  dann  die  Einführung  der 
Namen  „residu"  für  den  Grenzwert  (569)  und  .,residu  integral"  für  die 
Summe  aller  Residuen  einer  Funktion  innerhalb  eines  bestimmten 
Bereiches  [den  er  sich  allerdings  auch  hier  immer  noch  durch  Par- 
allelen zu  den  Koordinatenachsen  begrenzt  vorstellt];  sowie  der  Be- 
zeichnung: 

(570)  E-^'^'^ 


f 

für  das  residu  integral  von  '  ,  wenn  bei  dessen  Bildung  nur  die  Null- 
stellen von  F,  nicht  auch  die  Pole  von  f  berücksichtigt  werden  sollen. 
Daran  schließt  sich  eine  genauere  Untersuchung  des  Falles,  daß  ein 
Pol  auf  den  Rand  oder  in  eine  Ecke  des  Rechtecks  fällt  ^'''):  liegt  er 
auf  dem  Rande,  so  ist  das  zugehörige  Residuum  nur  mit  dem  Faktor 
■J-  in  Rechnung  zu  bringen  und  das  Randintegral  als  singuläres  Inte- 
gi"al  zu  verstehen;  liegt  er  in  einer  Ecke,  so  ist  das  Residuum  mit  ^ 
zu  multiplizieren  und  die  Integration  über  die  beiden  anstoßenden 
Seiten  ist  zunächst  bis  zu  demselben  Abstand  e  von  der  Ecke  auszu- 
führen, und  dann  ist  zur  Grenze  £  =  0  überzugehen. 

Es  folgt  eine  neue  Darstellung  der  früheren  Sätze  unter  Anwen- 
dung dieser  Bezeichnungen,  in  der  aber  jetzt  die  Bedingungen  schärfer 
formuliert  sind,  unter  denen  die  Anwendung  der  Sätze  auf  einen  ins 
Unendliche  sich  erstreckenden  Bereich  gerechtfertigt  ist;  z.  B."^"):  die 


906)  p.  28;  ebenso  auch  noch  Ann.  de  math.  16  (1826),  p.  98. 

907)  Mem.  von  1825,  p.  46. 

908)  Exerc.  de  math.  1  (1826)  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  23;  deutsch  v.  A.  v.  Ettings- 
hauscH,  Zeitschr.  Phys.-Math.  1  (1826),  p.  342. 

909)  Ib.  p.  116  zunächst  für  die  einfachen  Funktionen  z""";  dann  p.  124, 
128  für  allgemeinere  Funktionen,  durch  Abtrennung  der  unendlich  werdenden 
Bestandteile.  Der  geometrischen  Ausdrucksweise  bedient  sich  übrigens  Cauchy 
auch  hier  nicht. 

910;  Ib.  p.  135.  Etwas  anders  Ann.  de  math.  16  (1826),  p.  100,  wo  die 
Grenzübergänge  zn  x  ^  oci  und  zu  y  =  oo  in  der  umgekehrten  Keihenfolge  vor- 
genommen werden  und  infolgedessen  vorausgesetzt  werden  muß,  daß  die  Grenz- 
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Gleichung 

+  00  I=+001/=+00 

(571)  ffix)dx  =  2;r^•  [^  f{z)  -\%] 

-OO  X=-00J(=U 

gilt,  wenn 

(572)  f{x  -\-  iij)  =  0     für  x  =  +  oo  und  jedes  [positive]  y 
und: 

(573)  lim  [{x  +  hj)f(x  +  iy)]  =  %  für  jedes  x. 

Daran  schließen  sich  dann  entsprechende  Sätze  über  das  für  die  ganze 
Ebene  genommene  Integralresiduum;  uamentlich''"^):  wenn 

(574)  /V)  =  0  für  ^  =  oo, 
und  wenn  außerdem  die  Grenzwerte 

(575)  lim  [{x  +  iy)f(x  +  iy)]  =  ^„   lim  [(x  +  iy)f(x  +  iy)]  =  ^, 

X=+™  X  =  -00 

beide  existieren  —  mögen  sie  auch  voneinander  verschieden  sein  —  so 
ist: 

(576)  E^(")  =  ^+^- 
Es  folgt  die  Ableitung  der  Gleichung^'^): 

(577)  E/-W  =  E^- 

[Sie  drückt  den  Satz  aus:  Die  Summe  der  Residuen  einer  eindeutigen 
Funktion  auf  der  ganzen  Kugel  ist  Null].  Dann  der  Satz^^'):  Hat  die 
Funktion  f(z)  in  einem  Punkte  einen  Pol,  so  ist  das  Residuum  ihrer 
Ableitung  f\z)  in  diesem  Punkte  immer  gleich  NuU. 

Erst  nachher^"^*)  werden  die  Sätze  auf  Bereiche  übertragen,  die 
dadurch  entstehen,  daß  ein  Rechteck  einer  Hilfsebene  stetig  [nicht 
notwendig  konform]  auf  die  betrachtete  Ebene  abgebildet  wird;  mit 
besonderer  Hervorhebung  des  Falles,   daß  in  dieser   Ebene  das   Bild 


gleichung  (573)  für  a;  =  (X)  gilt  (Cauchy  sagt  hier:  lim  zf{z)  soll  gleich  g  sein, 

macht  aber  von  dieser  Voraussetzung  nur  in  dem  eben  angegebenen  Sinne  Ge- 
brauch). —  [Übrigens  muß  bei  der  einen  wie  bei  der  andern  Schloßweise  vor- 
ausgesetzt werden,  daß  die  betreffende  Grenzgleichung  gleichmäßig  in  bezug  auf 
die  andere  Koordinate  gilt,  da  sie  integriert  wird.]  —  Noch  eine  andere  Formu- 
lierung, bei  der  die  Gültigkeit  der  Grenzgleichung  (573)  mit  5  =  0  sowohl  für 
x  ^  +  oo  und  jedes  [positive]  y,  als  für  y  =  -)-  oo  und  jedes  x  vorausgesetzt 
wird,  exerc.  d'anal  2,  1841,  p.  361;  C.  R.  16  (1843),  p.  426;  23  (18461,  p.  274.  = 
Oeuvres  (1)  7,  p.  276;  10,  p.  78. 

911)  p.  141. 

912)  p   171. 

913)  p.  210. 

914)  p.  256. 
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ein  Kreisringsektor  ist;  und  schließlich ^^^)  auch  noch  auf  Bereiche, 
deren  Bild  in  der  Hilfsebene  durch  zwei  Parallele  zu  einer  Achse 
und  zwei  Kurvenbogen  begrenzt  ist. 

Als  Ausdruck  der  Bedeutung,  die  Cauchy  um  diese  Zeit  seinen 
Untersuchungen  beigelegt  wissen  wollte,  darf  man  wohl  die  Äußerung 
in  einem  Referat  [Selbstreferat'?] ^'^)  nehmen:  „Substituer  une  methode 
facile  et  d'une  application  tres-etendue  ä  une  marche  de  calcul  la- 
borieuse  et  sans  liaison  n'est  point,  quoiqu'on  ait  pu  dire,  abuser  des 
theories  inventees  ou  developpees  par  dautres  geometres;  c'est  d'ail- 
leurs  la  marche  de  l'esprit  humain  dans  toutes  les  decouvertes,  et 
surtout  dans  les  mathematiques." 

Einen  weiteren  Fortschritt  —  namentlich  auch  für  die  hier  zu 
besprechenden  Anwendungen  —  bringt  dann  die  Bemerkung^^'),  daß 
die  Summe  der  Residuen  in  der  ganzen  Ebene  nicht  immer  von  der 
Reihenfolge  der  Summation  unabhängig  ist,  und  die  daran  sich  an- 
schließende Definition  des  „Hauptwertes"  dieser  Summe  als  des  Grenz- 
wertes, dem  sich  die  Summe  der  Residuen  in  einem  Kreise  um  den 
Nullpunkt  nähert,  wenn  der  Radius  dieses  Kreises  unbegrenzt  wächst. 
Kanu  man  eine  Folge  von  unbegrenzt  wachsenden  Werten  q^  angeben, 
derart,  daß 

(578)  lim  {Q^ef'f{Q,^ef'))  =  g 

existiert  und  von  qp  unabhängig  ist,  so  existiert  auch  der  Hauptwert 
des  Integralresiduums  und  ist  diesem  Werte  %  gleich^'*);  und  das- 
selbe gilt  auch  noch,  wenn  die  Grenzgleichung  (578)  in  der  Umgebung 
gewisser  Werte  von  qp  nicht  mehr  erfüllt  ist,  falls  nur  dort 

(579)  9j{Qn^n  -  3 

unterhalb  einer  endlichen  Grenze  bleibt^'^);  endlich  auch  noch,  wenn 
statt  (578)  die  Gleichung 

(580)  lim  [i,  Q„e'f\f\Q^en  +  /•(—  p,,«"^'))]  =  % 

in  demselben  Sinne  besteht^-"). 


916)  p.  260. 

916)  Bull.  Ferussac  6  (1826),  p.  316. 

917)  Exerc.  de  niath.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  292.  Ib.  p.  364  weist  Cauchy 
ausdrücklich  darauf  hin,  daß  solche  Untersuchungen  unentbehrlich  seien ,  wenn 
man  die  Sätze  über  Partialbruchzerlegung  auf  transzendente  Funktionen  anwen- 
den wolle. 

918)  p.  297. 

919)  p.  298;  p.  303  sogar  eine  Bemerkung  betr.  den  Fall  von  unendlich 
vielen  Ausnahmewerten  des  Winkels  9). 

920)  p.  320.     Die  Verallgemeinerung   auf  den   Fall,    daß   statt    der    Kreise 
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Was  denjenigen  Satz  betrifft,  an  dem  Cauchys  Name  ganz  be- 
sonders haften  geblieben  ist,  so  erscheint  eine  mit  ihm  äquivalente 
Formel,  allerdings  unter  Beschränkung  auf  reelle  positive  g^^^),  bei 
Ciiuchy  bereits  1822.  Die  Anwendung  des  Residuensatzes  auf  einen 
Halbkreis  gibt   ihm   nämlich  zunächst  ^^^): 

0  -1 

und  als  eine  „leichte"  Folgerung  daraus: 

(582)  i/e-'-YC«'  +  ^')dp  =  ^  ^  • 

—  71 

Doch  hat  er  damals  ihre  zentrale  Stellung  entweder  nicht  erkannt 
oder  nicht  erkennen  lassen  wollen-,  vielmehr  stellt  er  neben  die  Dop- 
pelformel: 

(583)  i  flJifl^^  +  IOl")  .)  ,,  =  !  '«^^  '»"  <  '' 

J\l  —  ze-"        1  —  ze'"/  0       „    2>l 

als  gleichberechtigt  die  andere: 

(584)  i/VfCa        ,ji^l\ä.=  \''f^'''^^''^'' 
yVT377-    +i~ze-'^)  [jt(f(0)-/-(^-'))für5>l 

und  gibt  in  einer  bald  folgenden  Abhandlung ^^^)  sogar  nur  diese  letz- 
tere, allerdings  jetzt  auch  für  negative  reelle  z  und  in  der  Form,  daß 
die  beiden  Integrale  rechts  in  eines  mit  den  Grenzen  —  n  und  -(-  jr 
zusammengezogen  sind.     Nachher ^^*)  schi'eibt  er  die   Formeln   in  der 


eine  andere  Schar  zueinander  ähnlicher  Kurven  auftritt,  erst  Paris  C.  R.  32  (1851), 
p   207  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  306. 

921)  „Nombre"  bedeutet  in  dieser  Zeit  bei  Cauchy  immer  nur  positive 
reelle  Zahl;  für  reelle  Zahl  überhaupt  sagt  er  „quantite",  für  komplexe  Zahl 
„expression  imaginaire". 

922)  Bull,  philomat.  1822,  p.  169.  Als  Gültigkeitsbedingungen  gibt  er  hier, 
daß  die  Funktion  /  zwischen  den  Grenzen  p  =  0,  p  =  n;  r  =  0,  r=l  „ni 
infinie  ni  indetermin^e"  vrerden  dürfe.  Das  Integral  rechts  ist  übrigens  als  sin- 
guläres  zu  verstehen.  In  einer  Nachschrift  p.  173  erwähnt  er,  wie  man  alle 
Beine  Formeln  aus  dem  Parsevalschen  Satze  (Nr.  23)  erhalten  könne. 

923)  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  579.  Er  erwähnt  hier  selbst,  daß  man 
durch  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Teils  zu  Poissons  Formeln  (594)  ge- 
lange; später  (Mem.  von  1825,  p.  54,  57;  Exerc.  de  math.  1  (1826)  =  Oeuvres  ^2) 
6,  p.  275;  Ann.  de  math.  17  (1827),  p.  114)  verweist  er  auch  auf  Veinicr  1008) 
Frullani  1006),  und  Libri  1007). 

924)  Mem.  von  1825  (Note  903),  p.  56. 
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Gestalt,  daß  er  die  Faktoren  ( 1  —  exp  (+  W'))"^  —  immer  noch  unter 
der  Voraussetzung  eines  reellen  s  —  in  reellen  und  imaginären  Teil 
zerlegt  und  als  Grenzen  0  und  ^  benutzt.  Erst  1826^^^)  werden  die 
Formeln  auch  für  komplexe  Werte  von  s  in  Anspruch  genommen, 
und  um  dieselbe  Zeit^'*)  erscheint  die  Gestalt: 


(585)  f(^)-lfri 


f(  e"^)dx 


1831  die  mit  der  jetzt  üblichen  Schreibweise  schon  ziemlich  überein- 
stimmende''*'): 

(586)  m  =  ^fi^J^  iX^re^'y 

~n 

Als  Gültigkeitsbediugung  gibt  er  hier  und  auch  noch  später'^*) 
an,  die  Funktion  /'  müsse  für  |^|<*'  „endlich  und  stetig"  bleiben; 
erst  1840  bemerkt  er^^^),  man  habe  doch  keine  hinlängliche  Sicherheit 
dafür,  daß  aus  diesen  Eigenschaften  der  Funktion  dieselben  für  ihre 
Ableitung  folgten,  und  es  sei  deshalb  „plus  rigoureux",  wenn  man 
diese  Bedingung  ausdrücklich  mit  unter  die  Voraussetzungen  aufnehme. 
Bei  dem  Abdruck  des  ersten  Teils  der  Abhandlung  von  1831  im 
folgenden  Jahre  ^"')  tut  er  das  dann  auch  an  den  meisten  Stellen,  nur 


925)  Bxero.  de  math.  1  (1826)  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  271;  auch  hier  noch  in 
der  eben  erwähnten  Zerlegung. 

926)  Ann.  de  math,  17  (1827\  p.  114.  Ib.  p.  112  sind  die  Formeln  noch  in 
der  alten  Gestalt  gegeben. 

927)  Sur  la  mecanique  Celeste  et  sur  un  nouveau  calcul  (von  1831),  lith.  Turin 
1832,  eine  addition  1833:  ital.  v.  G.  Irisiani  und  G.  Piola  (ohne  die  addition  und 
den  §  3  des  ersten  Teils  und  mit  Versetzung  des  §  1  des  ersten  Teils  au  die 
Spitze  des  zweiten,  mit  Noten,  die  hauptsächlich  in  Ausführung  der  Zwischen- 
rechnungen  bestehen),  Mem.  di  mat.  e  di  fis.  di  diversi  autori  2  (1834)  (auch 
sep.,  Milano  1835).  Der  Auszug  Bull.  Ferussac  15  (1831),  p.  260  enthält  keine 
expliziten  Formeln,  sondern  nur  aligemeine  Angabe  des  Gedankengangs  und  der 
Resultate.  Der  Beweis  der  Gleichung  (586)  ist  auch  in  dem  mem.  sur  la  resolution 
g&erale  des  equationa  1837,  p.  i  aus  dem  Turiner  mem.  reproduziert. 

928;  So  in  dem  1835  lithographierten  mem.  sur  l'integration  des  äquations 
diflferentielles  und  auch  noch  in  dessen  Abdruck  eserc.  d'anal.  et  de  phys. 
math.  1,  1840,  p.  356;  dann  Paris  C.  R.  4  (1837),  p.  216  (Brief  an  Coriolis)  =  Oeuvres 
(1)  4,  p.  39. 

929)  Paris  C.  R.  8  (1839),  p.  187  =  Oeuvres  (1)  4,  p.  486  und  in  der  damit  bis  auf 
die  Einleitung,  die  Bezeichnung  und  die  Reihenfolge  derAbschnitte  übereinstimmen- 
den Note  Exerc.  d'anal.  et  de  phys.  math.  1  (1840),  p.  32.  Ebenso  bei  Moigno, 
le90us  1,  Paris  1840,  p.  159. 

930)  Exerc.   d'anal.  2   (1841),  p.  52.    Einige   Resultate  der  Abhandlung  von 
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gerade  nicht  an  der  hier  iu  Frage  kommenden ^^'),  was  aber  wohl  nur 
ein  Versehen  ist. 

An  die  Formel  (586)  schliel5t  er  dann  sofort  die  Entwicklung  einer 
derartigen  Funktion  in  eine  nach  Potenzen  Ton  z  mit  ganzen  positiven 
Exponenten  fortschreitende  Reihe,  samt  der  Abschätzung  des  Restes 
mit  Hilfe  des  Maximums  der  Funktion  auf  dem  Kreise'^^). 

Eine  sich  anschließende  Abhandlung ^^^)  führt  dann  die  Bogen- 
länge der  Begrenzungskurve  als  Integrationsvariable  ein  und  schi"eibt 
den  Residuensatz  in  der  Form^^): 

(587)  <S{m))-^iffi.^)Ts^^- 

Später  hat  er  bemerkt ^'°),  daß  man  zur  Ableitung  seiner  Sätze 
nicht  des  allgemeinen  IntegralbegrifFs,  sondern  nur  des  Begriffs  des 
Mittelwerts  bedarf:  er  zeigt  mit  Hilfe  des  Mittelwertsatzes  der  Diffe- 
rentialrechnung, daß  die  Summe 

1  =  0 

mit  —  gegen  null,  also  die  Summe 


(589)  l2'/'(''-^"> 


gegen  einen  von  r  unabhängigen   Grenzwert  konvergiert.    Bei  dieser 
Darstellung  erscheint  die  Stetigkeit  von  f'{s)  als  unentbehrliche  Vor- 


1831  sind  auch  bereits  ib.  1,  p.  29  und  p.  355  reproduziert;  p.  29  fordert  er  die 
Stetigkeit  auch  der  Ableitung,  aber  nicht  p.  356. 

931)  Auch  nicht  in  dem  vorangebenden  Abdruck  des  Auszugs  von  Bull. 
Ferussac  15,  exerc.  d'anal.  2,  p.  44. 

932)  Mem.  von  1831,  p.  9;  vgl.  auch  den  in  Note  928  erwähnten  Brief.  — 
Die  Le90ns  sur  le  calcul  diff.  Paris  1829  enthalten  zwar  (Oeuvres  (2)  4  p.  446) 
Potenzreihen  komplexen  .Arguments,  mit  der  Angabe  der  Gültigkeitsbedingung 
„wenn  das  Kestglied  mit  wachsendem  n  unbegrenzt  abnimmt",  aber  ohne  Unter- 
suchung darüber,  unter  welchen  Voraussetzungen  das  eintritt. 

933)  Sur  les  rapports  qui  existent  entre  le  calcul  des  residus  et  le  calcul 
des  limites  et  sur  les  avantages  qu'ofFrent  ces  deux  nouveaux  calculs  dans  la 
i'esolution  des  equations  algebriques  ou  transcendantes,  lith.  Turin  1831  oder 
1832;  ital.  Übersetzung  von  A.  Lombardi,  Mem.  soc.  ital.  22j  (1839),  p.  91;  Auszug 
bull.  Ferussac  16  (1831),  p.  116. 

934)  p.  98  der  italienischen  Übersetzung. 

935)  Paris  C.  R.  10  (1840),  p.  642  =  Oeuvres  (1)  5,  p.  182  =  exerc.  d'anal. 
1  (1840),  p.  270;  reproduziert  von  Moigno,  Le9ons''"^)  1,  Paris  1840,  p.  152;  auch 
vou  0.  Schlömilch,  Difierentialreohnung,  Greifswald  1847,  p.  198. 

Encyklop.  d.  matii.  Wiasensch.     II  1.  66 
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aussetzung^'*);  Cauchy  führt  sie  daher  in  der  folgenden  Zeit  fast  immer 
ausdrücklich  mit  auf,  wenn  er  die  gern  ergriffene  Gelegenheit  hat, 
seinen  Satz  anzuziehen''").  Erst  infolge  einer  ihm  von  J.  Liouville 
gemachten  Bemerkung:  sein  ursprünglicher  Beweis ''^^),  der  letzten 
Endes  auf  der  Vertauschung  der  Integrationsreihenfolge  in  einem  Dop- 
peliutegral  beruht,  sei  von  der  Voraussetzung  der  Stetigkeit  der  Ab- 
leitung unabhängig  —  läßt  er  sie  zunächst  wieder  fallen'-'^*).  In  der 
folgenden  Zeit  scheint  er  über  eine  gewisse  Unsicherheit  nicht  Herr 
geworden  zu  sein:  öfters  fügt  er  die  Bedingung  der  Stetigkeit  der 
Ableitung  wieder  bei^^^);  und  wenn  er  es  an  andern  Stellen**")  nicht 
tut,  so  denkt  er  dabei  vielleicht  an  die  einmal''*')  von  ihm  ausge- 
sprochene allgemeine  Bemerkung:  man  könne  mit  Hilfe  der  Theorie 
der  singulären  Integrale  die  Gültigkeit  der  Sätze  leicht  auf  den  Fall 
ausdehnen,  daß  die  Ableitung  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen 
unendlich  oder  unstetig  wird;  Funktionen  mit  einer  unendlichen  An- 
zahl von  Unstetigkeitssteüen  schließe  er  überhaupt  aus.  Danu  erklärt 
er  aber  doch  wieder''*^):  man  könne  alle  Schwierigkeiten  am  besten 
abschneiden,  wenn  man  die  Stetigkeit  der  Ableitung  mit  voraussetze. 
Was  Entwicklungen  nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen 
von  z  betrifft,  so  hat  A.Caucliy  zunächst  behauptet'"),  daß  zwei  solche 


936)  Genau  genommen  setzt  Cauchjs  Schlußweise  sogar  „gleichmäßige 
Differentiierbarkeit"  der  Funktion  f  auf  dem  betrachteten  Kreise  voraus  und 
vertauscht  auch  sonst  ohne  weiteres  die  Reihenfolge  von  Grenzübergängen. 

937)  Paris  C.E.  10  (1840),  p.  939;  11  (1840),  p.  640;  17  (1843),  p.  9;J8,  1221; 
18  (1844),  p.  119;  19  (1844),  p.  151  =  Oeuvres  (1)  5,  p.  234,  361;  8,  p.  115,  185, 
148,  276.  Wenn  er  es  Paris  C.  R.  15  (1842),  p.  261  =  Oeuvres  (1)  7,  p.  92  nicht 
tut,  so  trägt  dieser  Paragraph  auch  sonst  die  Spuren  früherer  Abfassung. 

938)  Paris  C.  R.  19  (1844),  p.  139;  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  369.  Wie  es  ge- 
meint ist,  verstehe  ich  nicht  ganz:  das  Doppelintegraltheorem  muß  doch  bei  Ab- 
leitung des  Randintegralsatzes  nicht  auf  die  Funktion  f  selbst,  sondern  auf  f 
angewendet  werden.  Liouville  und  Cauchy  haben  wohl  die  Existenz  der  Ab- 
leitung hier  noch  für  selbstverständlich  und  die  Endlichkeit  des  Integranden  für 
eine  hinreichende  Bedingung  für  die  Anwendung  des  Doppelintegralsatzes  ge- 
halten. Vgl.  auch  die  Bemerkungen  von  A.  Priiigsheim,  Bibl.  math.  3,  (1900), 
p.  473. 

939)  Paris  C.  R.  20  (1845),  p.  340;  29  (1849),  p.  43  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  31; 
11,  p.  135. 

940)  19  (1844),  p.  205,  1332;  20  (1845),  p.  127,  213,  283;  27  (1848),  p.  373; 
32  (1851),   p,  280  =  Oeuvres   (1)    8,  p.  287,  360,  423,  435;  9,  p.  8;  11,   p.  82,  329. 

941)  20  (1845),  p.  120  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  415. 

942)  20  (1845),  p.  465  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  56. 

943)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  912  =  Oeuvres  (1")  6,  p.  361.  Der  Beweis  ge- 
schieht durch  gliedweise  Integration  [setzt  also  gleichmäßige  Konvergenz  voraus, 
die  nicht  stattzuhaben  braucht,  wenn  die  Reihe  nur  auf  dem  Kreise  konvergiert]. 
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Entwicklungen,  deren  Werte  auf  einem  Kreise  um  den  Nullpunkt  über- 
einstimmen, notwendig  Glied  für  Glied  übereinstimmen  müssen.  Dar- 
aufhin hat  P.  A.  Laurent  der  Pariser  Akademie  seine  einschlägigen 
Untersuchungen  mitgeteilt  und  im  Begleitschreiben  bemerkt^"),  er  sei 
im  Besitze  der  Konvergenzbedingungen  „für  alle  bisher  von  den  Ma- 
thematikern benutzten  Reihenentwicklungen",  insbesondere  auch  für 
die  trigonometrischen.  Bei  Gelegenheit  der  Berichterstattung  über 
diese  Abhandlung  teilt  dann  Caiichy  aus  ihr  den  Satz  mit^*^):  Eine 
Reihe  der  vorhin  genannten  Art  konvergiert,  solange  |  z  \  zwischen 
zwei  Grenzen  liegt,  zwischen  denen  die  Funktion  und  ihre  Ableitung 
endlich  und  stetig  bleiben;  er  gibt^")  von  ihm  einen  Beweis  mit  Hilfe 
seiner  Residuenformeln,  der  nach  seiner  eigenen  Angabe  sich  von  dem 
Laurents  nur  durch  eine  kleine  Vereinfachung  unterscheidet. 

Von  weiteren  funktionentheoretischen  Resultaten  aus  dieser  Zeit 
ist  zunächst  der  von  Cauchj  aus  einer  von  Cellerier  eingereichten 
Note   mitgeteilte'*')    Satz   zu  nennen,   daß    eine   Funktion  komplexen 


Ein  späterer  Beweis  (Paris  C.  R.  17  (1843),  p.  193  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  5)  verfährt 
im  Prinzip  ebenso,  nur  ersetzt  er  die  Integration  durch  Mittelwertbildung.  [Auch 
hier  muß  gleichmäßige  Konvergenz  vorausgesetzt  werden,  wenn  man  von  dem 
Verschwinden  der  einzelnen  Reste  auf  das  Verschwinden  ihres  Mittelwerts 
schließen  will.] 

944)  Paris  C.  R.  17  (1843),  p.  348. 

945)  Ib.  p.  938  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  116. 

946)  Ib.  p.  940  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  117;  etwas  anders  stilisiert  C.  R.  18  (1844), 
p.  122;  20  (1845),  p.  122  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  152,  418.  Laurent  hatte  seinen  Satz 
nur  als  eine  „extension"  von  demjenigen  Cauehys  bezeichnet;  Cauchy  meint 
(C.  R.  17  (1843),  p.  940  und  ebenso  im  Nachruf  auf  Laurent,  ebd.  40  (1855), 
p.  632  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  117;  12,  p.  257),  es  sei  vielmehr  ein  neuer  bemer- 
kenswerter Satz.  Sein  Bericht  schließt  mit  dem  Antrag  auf  Aufnahme  von  Lau- 
rents Abhandlung  in  die  mem.  pr^s.,  doch  ist  sie  nicht  erfolgt.  Laurents  eigene 
Darstellung  ist  erst  mehrere  Jahre  nach  seinem  Tode  veröffentlicht  (J.  ee.  polyt. 
cah.  40  (1863),  p.  106,  145);  sie  ist  sehr  schwerfällig,  da  er  überall  mit  der  Dar- 
stellung einer  komplexen  Größe  durch  absoluten  Betrag  und  Polarwinkel  arbeitet. 


sehreibt. 

947)  Paris  C.  R.  18  (1844),  p.  168  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  161.  Auch  von  dieser 
Note  ist  der  beantragte  Abdruck  in  den  mem.  pres.  nicht  erfolgt;  sie  scheint 
überhaupt  nicht  in  extenso  veröffentlicht  zu  sein.  Cauchy  berichtet  Paris  C.  R. 
20  (1845),  p.  121  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  416,  Generier  habe  ihm  mitgeteilt,  daß  der 
Satz  auch  noch  gelte,  wenn  die  Funktion  nur  für  alle  reellen  Werte  eines  Inter- 
valls null  sei.  Was  dabei  eigentlich  unter  Funktion  komplexen  Arguments  zu 
verstehen  sei,  wird  nicht  angegeben. 
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Argumeuts,  die  für  alle  reellen  Werte  desselben  null  ist,  auch  für  alle 
komplexen  Werte  nuU  sein  muß.  Cauchy  stellt  ihm  bald  darauf^**) 
zunächst  den  folgenden  zur  Seite:  Eine  Funktionalgleichung  bleibt 
im  ganzen  Konvergenzkreisring  bestehen,  wenn  sie  auf  einem  Kreise 
gilt.  Nachher^*")  hat  er  erkannt,  daß  dieser  Satz  noch  eine  wesentliche 
Erweiterung  gestattet:  man  kann  die  Gültigkeit  einer  solchen  Gleichung 
für  den  ganzen  zusammenhängenden  Bereich  behaupten,  in  dem  die 
Funktionen  stetig  bleiben;  wenn  man  die  einzelnen  Glieder  der  Lau- 
rentschen  Entwicklung  von  f(x  -\-  |)  nach  Potenzen  von  t,  entwickelt 
und  dann  umordnet.  Die  Abhandlung,  in  der  er  diese  Erweiterung 
beweist,  ist  auch  darum  bemerkenswert,  weil  er  in  ihr  —  soviel  ich 
sehe,  in  ihr  zuerst  —  von  der  geometrischen  Darstellung  der  Punkte 
komplexer  Zahlen  durch  die  Punkte  einer  Ebene  unverhüllt  Gebrauch 
macht;  doch  gebraucht  Cauchy  hier  und  auch  später  für  die  komplexe 
Variable  und  den  Punkt,  der  sie  darstellt,  zwei  verschiedene  Buchstaben. 
Ferner  sei  der  Satz  erwähnt,  daß  eine  Funktion  komplexen  Ar- 
guments, die  im  Endlichen  und  Unendlichen  überall  endlich  bleibt, 
notwendig  eine  Konstante  ist.  Cauchy  hat  ihn  zunächst  unter  der 
noch    etwas    einschränkenden    Voraussetzung    bewiesen,    daß  lim  f(z) 

existiert ^^"l,   dann  aber  gezeigt ^^^),    daß   er  von   dieser  Einschränkung 
befreit  werden  kann,  indem  man  entsprechende  Schlüsse  auf  die  Funktion 

(590)  ^(^^ 

anwendet. 

Zwei    andere    Noten    enthalten    die  Bemerkung'^'),    daß   man    die 


948)  Paris  C.  R.  20  (184ö),  p.  121  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  416. 

949)  Paris  C.  R.  20  (1845),  p.  377  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  34.  Man  ist  versucht, 
hier  bei  Cauchy  das  Prinzip  der  „analytischen  Fortsetzung"  (vgl.  II  B  1,  Osgood, 
Nr.  13,  p.  35)  finden  zu  wollen;  ein  wesentlicher  Unterschied  gegenüber  der  Auf- 
fassung von  Weierstraß  liegt  aber  darin,  daß  die  Funktion  bei  ersterem  immer 
als  für  ihren  ganzen  Stetigkeitsbereich  gegeben  vorausgesetzt,  nicht  wie  bei 
letzterem  aus  einem  ihrer  Elemente  heraus  erzeugt  wird. 

950)  19  (1844),  p.  1337  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  367. 

951)  19  (1844),  p.  1343  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  373.  Cauchy  hat  recht,  wenn 
er  19  (1844),  p.  1378  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  379  bemerkt,  daß  auch  die  zweite  For- 
mulierung unmittelbar  aus  einer  bereits  17  (1843),  p.  574  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  57 
von  ihm  benutzten  Umformung  folgt;  immerhin  hat  er  den  Satz  nicht  früher 
ausdrücklich  ausgesprochen  als  Liouville  den  entsprechend en  Satz  für  dop- 
peltperiodische Funktionen  (vgl.  II  B  3,  Hnrlnieß-  WirUnger -Fricke ,  Nr.  38, 
p.  233).  Andererseits  beruht  es  wohl  auf  einer  Verwechslung,  wenn,  wie  Osgood. 
n  B  1,  Note  29,  p.  19  angibt,  zuweilen  auch  der  allgemeine  Satz  Liouville  zuge- 
schrieben wird. 

952)  Paris  C.  K.  18  (1844),  p.  561 ;  19  (1844),  p.  209  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  165,  290. 
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Koeffizienten  einer  Laurentschen  Entwicklung  auch  durch  Integrale 
über  den  einen  oder  den  andern  Rand  des  Konvergeuzkreisrings  dar- 
stellen und  sie  damit  abschätzen  könne;  sofern  nur  die  Funktion  auf 
diesem  Rande  nur  so  unendlich  wird,  daß  die  Integrale  Bedeutung 
behalten. 

Zu  erneuter  Beschäftigung  mit  der  Frage  nach  den  Gültigkeits- 
bedingungen seiner  Sätze  ist  Cauchy  durch  einen  Aufsatz  von  U.  La- 
niarle  veranlaßt  worden.  Dieser  behauptet  einerseits"*^),  die  Forderung 
der  Stetigkeit  der  Ableitung  sei  unnötig  [täuscht  sich  aber  darin,  indem 
auch  in  seinem  Beweisgang  die  Reihenfolge  von  Differentiation  und 
Integration  vertauscht  wird];  andererseits  glaubt  er  die  Periodizität 
der  Funktion  in  bezug  auf  den  Polarwinkel  ausdrücklich  fordern  zu 
müssen.  Cauchy  erwidert***):  Die  letzte  Forderung  sei  bei  ihm  immer 
in  der  der  Stetigkeit  inbegriffen  gedacht.  Daraufhin  setzt  Lamarle 
seine  Auffassungen  noch  einmal  ausführlich  auseinander"**).  Er 
meint,  eine  komplexe  Größe  selbst  als  unabhängige  Veränderliche  zu 
betrachten,  gebe  keinen  präzisen  Sinn;  man  müsse  sie  durch  ihren 
absoluten  Betrag  und  ihren  Polarwinkel  ersetzen;  dann  muß  man 
freilich  die  Periodizität  in  bezug  auf  diesen  letzteren  ausdrücklich 
fordern.  Sein  Funktionsbegriö'  ist  ziemlich  unklar:  er  definiert  Funk- 
tion als  eine  „expression" "*''),  gibt  aber  nicht  an,  welche  Operationen 
bei  der  Bildung  eines  solchen  Ausdrucks  als  zulässig  betrachtet  werden 
sollen.  Er  meint,  man  könne  eine  Funktion  erst  dann  als  „erschöpft" 
ansehen,  wenn  sie  alle  reellen  und  komplexen  Werte  angenommen 
habe,  dürfe  sich  also  auch  bei  den  elementaren  Transzendenten  nicht 
auf  die  Hauptwerte  beschränken.  Damit  hängt  noch  ein  anderer 
Differenzpunkt  zusammen.  Cauchy  hält  auch  in  dieser  Zeit  noch  an 
der  früher""")    von    ihm    gestellten   Forderung   fest,   jedes    Fuuktions- 


953)  J.  de  math.  11  (1846),  p.  129;  eine  zweite  Darstellung,  ib.  p.  259,  die 
Mittelwerte  statt  der  Integrale  verwendet,  enthält  denselben  Fehlschluß.  Die  am 
Schluß  der  letzteren  zitierte  Note  bull.  Brux.  13  war  mir  nicht  zugänglich. 

954)  Ib.  p.  313.  Er  bemerkt  dabei  p.  328:  Lamaries  Schlußweise  falle  mit 
der  seiner  eigenen  letzten  Abhandlung  935)  zusammen,  wenn  man  in  dieser  statt 
der  Mittelwerte  wieder  Integrale  schreibe.  Die  sich  anschließenden  Auseinander- 
setzungen darüber,  wie  man  die  funktionentheoretischen  Sätze  aus  den  Sätzen 
über  die  Integration  vollständiger  Differentialien  ableiten  könne,  lassen  eine  Dis- 
kussion der  Frage  vermissen,  wann  die  Integration  eines  solchen  Ditterentiale 
eine  eindeutige  Funktion  liefre. 

955)  Ib.  12  (1847),  p.  305.  Er  bemerkt,  er  habe  die  Stelle^"*;,  an  welcher 
Cauchy  auch  seinerseits  die  Forderung  der  Stetigkeit  der  Ableitung  für  über- 
flüssig erkläre,  früher  übersehen  gehabt. 

966)  p.  314, 
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zeichen  so  zu  definieren,  daß  es  zu  jedem  Argumentwert  nur  einen 
Funktionswert  liefert.  Ein  solcher  eindeutig  definiei'ter  Funktionszweig 
wird  dann  au  einer  mehr  oder  weniger  willkürlich  gewählten  Übergangs- 
linie unstetig;  vuid  nun  kann  es  vorkommen,  daß  die  Entwicklung  einer 
solchen  Funktion  in  eine  Potenzreihe  auch  da  noch  konvergiert,  wo 
eine  solche  Übergangslinie  einsetzt;  sie  stellt  eben  von  da  an  einen 
andern  Funktionszweig  dar.  Das  hat  Cauchy  auch  gelegentlich  am 
Beispiel  von  Binomialeutwicklungen  bemerkt"'^'),  namentlich  an  einem, 
bei  welchem  es  sich  darum  handelt,  daß  der  Hauptwert  des  Produkts 
zweier  Wurzeln  nicht  überall  gleich  dem  Produkt  ihrer  Hauptwerte 
ist.  Seine  Bemühungen,  diese  Verhältnisse  aufzuklären,  haben  ihn 
aber  zunächst  nur  zu  den  beiden  Sätzen  geführt:  ein  Punkt,  in  welchem 
die  Funktion  oder  ihre  Ableitung  aufhören,  stetig  zu  sein,  liefert  dann 
zugleich  die  wahre  Konvergenzgrenze  für  ihre  Potenzreihenentwick- 
lung, wenn  in  ihm  die  Funktion  oder  eine  ihrer  Ableitungen  unend- 
lich wird"^^);  und  die  Ableitung  einer  impliziten  Funktion  wird  im 
allgemeinen,  aber  nur  im  allgemeinen,  da  unendlich,  wo  zwei  Funk- 
tionswerte zusammenfallen'^^).  Lamarle  findet  nun  Cauchys  Festsetzung 
ganz  unnatürlich'**)  und  verlangt,  alle  Werte,  die  derselben  Gleichung 
genügen,  auch  zu  derselben  Funktion  zu  rechnen;  die  Stetigkeit  habe 
man  dann  als  eine  den  Funktionen  naturgemäß  innewohnende  Eigen- 
schaft aufzufassen.  So  könne  man  behaupten,  daß  das  Aufhören  der 
Stetigkeit  immer  die  Divergenz  der  Potenzreihenentwicklung  mit 
sich  bringe. 

Wo  unter  den  Werten  einer  mehrdeutigen  Funktion  ein  einzelner 
ausgezeichnet  werden  soll,  schränkt  Lamarle  den  Polarwinkel  einer 
komplexen  Größe  auf  das  Intervall  (0  .  .  .  2%)  ein""').  Inzwischen  hatte 

957)  Paris  C.  R.  19  (1844),  p.  141  =  Oeuvres  (2)  8,  p.  655. 

958)  Paris  C.  R.  19  (1844),  p.  152  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  277. 

959)  Paris  C.  R.  19  (1844),  p.  157  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  282.  [Geometrisch: 
Ein  Punkt  mit  zui-  2/-Achse  paralleler  Tangente  begrenzt  die  Konvergenz  der 
Entwicklung  von  y  nach  Potenzen  von  x,  ein  gewöhnlicher  Doppelpunkt  nicht. 
Von  höheren  Singularitäten  redet  er  nicht.] 

960)  J.  de  math.  12  (1847),  p.  330.  Dabei  müßte  er  sich  freilich  eigentlich 
mit  der  Irreduzibilitiitsfrage  auseinandersetzen;  für  die  einfachen  Beispiele,  an 
die  er  ausschließlieh  denkt,  genügt  es,  wenn  er  p.  318  verabredet:    Eine  Potenz 

mit  gebrochenem  Exponenten  —  solle  stets   so   verstanden  werden,   daß  erst  die 

w'°  Wurzel  ausgezogen  und  dann  in  die  vi*'  Potenz  erhoben  werde.  —  Störender 
ist,  daß  er  p.  319  dem  Radiusvektor  einer  komplexen  Größe  auch  negative 
Werte  beilegen  zu  müssen  glaubt.  Cauchys  Beispiele  957)  bespricht  er  p.  335 
ganz  zutreffend. 

961)  J.  de  math.  11  (1846),  p.  140. 
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sich  auch  E.  G.  BjörUng  mit  der  Frage  nach  der  Definition  solcher 
Funktionen  für  komplexe  Argumente  mit  negativ  reellem  Bestandteil 
prinzipiell  beschäftigt"®^);  da  er  den  Polarwinkel  nicht  durch  die  beiden 
Gleichungen 

(591)  X  =  r  cos  r,     y  =  r  sin  t 
sondern  durch  die  eine 

(592)  T  =  arc  tg  -^- 

definiert,  kommt  er  dazu,  diesen  Winkel  für  negative  y  auf  das  Inter- 
vall ( -'^  •  •  •  ^1   einzuschränken"®^),  so  daß,  wie  er  selbst  sieht'-'®*),  der 

Hauptwert  einer  Potenz  oder  des  Logarithmus  bei  ihm  eine  ünstetig- 
keit  längs  der  Halbachse  der  negativ  imaginären  Zahlen  aufweist. 
Canchy  findet  Lamaries  wie  Björliugs  Festsetzung  unzweckmäßig'®^); 
er  schlägt  vor,  wenn  man  es  nicht  bei  seiner  alten  Festsetzung  be- 
wenden lassen  wolle,  den  Hauptwert  des  Polarwinkels  zwischen  den 
Grenzen  —  x  und  -\-  n  zu  nehmen,  so  daß  die  Unstetigkeit  längs  der 
Halbachse  der  negativ  reellen  Zahlen  auftritt.  Er  nimmt  infolgedessen 
die  Definition  und  die  Untersuchung  der  elementaren  Transzendenten 
komplexen  Arguments  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen  noch  einmal 
vor^*®®). 

Wohl  mit  durch  diese  Diskussion  veranlaßt,  hat  sich  Caiichy  um 
diese  Zeit  den  prinzipiellen  Fragen  aufs  neue  zugewandt.  Einmai 
setzt  er,  unter  Bezugnahme  auf  die  Darstellung  in  der  Analyse  alge- 
brique "*"'),  abermals  auseinander'®'),  daß  man  neuer  Verabredungen 
bedürfe,  wenn  man  in  eine  zunächst  nur  für  reelle  Variable  definierte 


962)  Stockli.  Handl.  18i5,  mit  einem  Nachtrag  1847,  der  in  den  Wieder- 
abdruck Arch.  Math.  Phys.  9  (1847),  p.  383;  11  (1848),  p.  39  eingearbeitet  ist. 

963;  Arch.  Math.  Phys.  9,  p.  392,  408.  Er  hat  den  Ausdruck  „potentia 
priucipalis"  geprägt,  den  Cauchy  dann  als  „puissance  principale"  übernommen 
hat  (exerc.  d'aual.  4  (1847),  p.  259). 

964)  Arch.  9,  p.  426.  Was  er  p.  399  beibringt,  um  zu  argumentieren,  daß 
man  es  nicht  konsequent  anders  machen  könne,  gilt  nur,  wenn  man  den  Polar- 
wiukel  so  einführt,  wie  er  es  tut.  p.  431  meint  er,  eine  Doppeldeutigkeit  bzw. 
Unstetigkeit  längs  der  negativ  reellen  Argumentwerte  würde  noch  unbequemer  sein. 

905)  J.  de  math.  11  (1846),  p.  320;  Paris  CR.  23  (1846),  p.  275  =  Oeuvres 
(1)  10,  p.  79;  Exerc.  d'anal.  3  (1844),  p.  387;  4  (1847),  p.  253,  259.  Diese  späteren 
Bände  der  exerc.  sind  übrigens,  wie  aus  mehrfachen  Anzeichen  zu  ersehen  ist, 
nicht  in  denjenigen  Jahren  fertig  geworden,  die  auf  den  Titelblättern  stehen. 

966)  Exerc.  d'anal.  4  (1847),  von  p.  232  an. 

967)  Exerc.  de  math.  3  (1844)  (wegen  des  Datums  vgl.  Kote  965),  p.  361; 
Auszug,  in  dem  einiges  schärfer  ausgesprochen  ist,  Paris  CR.  23  (1846),  p.  271 
=  Oeuvres  (1)  10,  p.  75. 
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Funktion  an  deren  Stelle  eine  komplexe  einführen  wolle.  Für  rationale 
Funktionen  und  für  solche,  die  sich  durch  beständig  konvergente  Po- 
tenzreihen darstellen  lassen,  reiche  die  Verabredung  aus,  daß  die  für 
reelle  Argumente  geltenden  Sätze  bestehen  bleiben  sollen;  darüber 
hinaus  nicht  mehr. 

Ferner  nimmt  er  den  Begriff  des  Kurvenintegi-als  noch  einmal 
vor^^®),  leitet  die  für  ihn  geltenden  Sätze  ab  und  bespricht  namentlich 
auch  den  FalP^^),  daß  ein  vollständiges  Differential  über  eine  Kurve  in- 
tegriert wird,  in  deren  Innern  ein  singulärer  Punkt  liegt,  so  daß  die 
Integralfunktion  mehrdeutig  ausfällt  und  erst  durch  einen  willkür- 
lichen Schnitt  von  ihr  eine  eindeutig  definierte  Funktion  abgespalten 
werden  kann.  Ein  solches  Differental,  genommen  über  eine  geschlossene 
Kurve,  läßt  sich  dann  durch  eine  Summe  singulärer  Integrale  ersetzen. 
Auch  setzt  er  sich  mit  der  von  Poisson  gegebenen  Auffassung  des 
Integrals  unter  ^^^)  genommen  von  —  1  bis  -f-  1  auseinander^™):  der 
von  diesem  angegebene  Wert  werde  erhalten,  wenn  man  längs  einer 
Geraden  integriere,  die  von  der  Achse  der  reellen  Zahlen  nach  der 
einen  Seite  wenig  abweiche;  damit  gleichberechtigt  sei  aber  ein  anderer 
Wert,  der  durch  Integration  längs  einer  zur  ersten  bezüglich  der 
Achse  symmetrischen  Geraden  erhalten  werde;  der  Hauptwert  sei  das 
arithmetische  Mittel  aus  diesen  beiden. 

Im  übrigen  hat  sich  Cauchy  um  diese  Zeit  viel  mit  der  Inte- 
gration gewöhnlicher  Differentialgleichungen  beschäftigt,  namentlich 
mit  der  Ausdehnung  der  Methode  der  Integration  durch  Potenzreihen 
(vgl.  II  A  4a,  Painleve,  Nr.  11,  p.  200)  auf  den  Fall,  daß  für  die  un- 
abhängige Variable  auch  komplexe  Werte  zugelassen  werden.  Er  setzt 
auseinander"'^),  daß  man  durch  Annahme  immer  neuer  Entwicklungs- 
zentra  „geradlinige  Integrale"  so  weit  fortsetzen  könne,  bis  man  auf 
einen  singulären  Punkt  stoße,  und  daß  die  Gesamtheit  dieser  gerad- 
linigen, von  einem  bestimmten  Ursprung  aus  genommenen  Integrale 
eine  Funktion  vorsteEe,  die  überall  eindeutig  und  stetig  sei,  nur  nicht 
auf  den  Verlängerungen  der  Geraden  vom  Uisprung  nach  den  singu- 
lären Punkten.     Das  wendet   er   namentlich  auf  den  Fall  an,   daß  die 


968)  Paris  C.  R.  23  (1846),  p.  251  =  Oeuvres  (1)  10,  p.  70. 

969)  Paris  C.  R.  23  (1846),  p.  537,  557  =  Oeuvres  (1)  10,  p.  133,  135.  Die 
Beziehung  zur  Theorie  der  Funktionen  komplexen  Arguments  tritt  namentlich  in 
den  Beispielen  hervor.  Vgl.  dazu  auch  noch  Paris  C.  R.  32  (1851),  p.  789  =  Oeuvres 
(1)  11,  p.  385  die  Erörterungen  über  den  Hauptwert  eines  solchen  Integrals  für 
den  Fall,  daß  auf  dem  Integrationsweg  selbst  ein  Unstetigkeitspunkt  liegt. 

970)  Paris  C.  R.  23  (1846),  p.  567  =  Oeuvres  (1)  10,  p.  147. 

971)  Ebenda. 
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Differentialgleichung  die  eine  Variable  nicht  explizite  enthält,  daß  es 
sich  also  um  eine  Integralfunktion  im  engeren  Sinne  oder  um  die 
ümkehrung  einer  solchen  handelt;  er  setzt  dabei  auseinander,  wie 
diese  Schlüsse  zu  modifizieren  sind,  wenn  schon  die  zu  integrierende 
Funktion  mehrdeutig  ist"'");  andererseits  auch,  wie  man  aus  dem 
„geradlinigen  Integral  in  bezug  auf  einen  Ursprung"  das  „vollständige 
Integral"  erhalten  könne,  und  behauptet,  zwar  niclit  das  erstere,  wohl 
aber  das  letztere  sei  von  der  Wahl  der  unabhängigen  Variablen  un- 
abhängig"'^). 

Das  führt  ihn  dazu,  die  Frage  nach  der  Definition  der  Stetigkeit 
—  zunächst  für  Integrale  von  Differentialgleichungen  —  noch  einmal 
aUgemein  vorzunehmen"'*).  Er  betont  jetzt,  daß  Stetigkeit  auch  ohne 
Eindeutigkeit  vorhanden  sein  könne:  die  verschiedenen  Zweige  einer 
mehrdeutigen  Funktion  könnten  so  aufgefaßt  werden,  daß  jeder  für 
sich  stetig  sei,  außer  an  den  Übergangslinien,  und  an  diesen  schließe 
sich  immer  ein  Zweig  stetig  an  einen  andern  an. 

Er  gibt  dann  auch  noch  zwei  neue  Darstellungen  der  Grundbe- 
griffe des  Rechnens  mit  komplexen  Größen.  Die  eine"'^),  die,  wie  er 
selbst  sagt,  hauptsächlich  auf  rationale  Funktionen  Bezug  hat,  sich 
aber  auch  für  Potenzreihen  verwenden  läßt,  faßt  die  Gleichungen 
zwischen  komplexen  Größen  als  Kongruenzen  mod  (i^-\-  1);  die  andere"'^) 
stellt    den   Begriff    der   „geometrischen    Größen"    [Vektoren    in    einer 

972)  Paris  C.  E.  -23  (1846),  p.  690  ausführlicher  p.  698  =  Oeuvres  (1)  10, 
p.  154,  164. 

973)  p.  697,  738  =^  161,  183.  Er  erklärt  (p.  700,  730  =  166,  173),  damit 
seien  die  von  Eisenstein  hervorgehobenen  Schwierigkeiten  beseitigt,  die  einer 
Entvs'icklung  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  von  den  Integralen  aus  ent- 
gegenstehen, p.  698  u.  739/40  =  163/64,  185  scheint  eine  Verwechslung  von 
„unverzweigt"  und  „eindeutig"  vorzuliegen.  —  Er  hat  übrigens  bereits  hier  er- 
kannt, daß  eine  solche  Integralfunktion  in  dem  Sinne  vollständig  unbestimmt 
sein  könne,  als  ihre  Weile  für  einen  gegebenen  Argumentwert  unendlich  dicht 
liegen. 

974)  Paris  C.  R.  23  (1846),  p.  702,  779  =  Oeuvres  (1)  10,  p.  169,  186. 

975)  Paris  C.  R.  24  (1847),  p.  1120;  25  (1847),  p.  129  =  Oeuvres  (1)  10, 
p.  312,  351;  in  ausführlicherer,  auch  zum  TeU  veränderter  Redaktion  exerc.  4 
(1847),  p.  87.  Vgl.  auch  die  spätere  Abhandlung  exerc.  4,  p.  356  (Auszug  Paris 
C.  R.  36  (1853),  p.  70,  129,  161  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  439;  12,  p.  12,  21),  in 
der  dieselbe  Auffassung  für  komplexe  Zahlen  mit  mehr  als  2  Einheiten  ent- 
wickelt wird. 

976)  Paris  CR.  29  (1849),  p.  250  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  152;  wenig  ver- 
änderte Redaktion  exerc.  d'anal.  4  (1847),  p.  157.  Er  nimmt  die  Idee  nicht  für 
sich  in  Anspruch,  wohl  aber  ihre  methodische  Durchführung  „avec  des  modi- 
fications  utiles''.  Das  Wort  „Funktion  einer  geometrischen  Größe"  gebraucht  er 
dabei  im  allgemeinsten  Sinn  (exerc.  4,  p.  309). 
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Ebene]  an  die  Spitze,  betont  die  Notwendigkeit,  die  elementaren 
Rechnuiigsoperationeu  mit  solchen  neu  zu  definieren  und  die  fort- 
dauernde Gültigkeit  der  Rechnungsregeln  neu  zu  beweisen,  überläßt 
aber  die  Durchführung  des  letzteren  dem  Leser.  Dann  zeigt  er,  wie 
man  von  da  aus  auf  die  gewöhnliche  Darstellung  zurückkommt,  wenn 
man  zwei  zueinander  senkrechte  Einheitsvektoren  einführt-''').  An  dem 
Gebrauch,  jedes  Funktionszeichen  eindeutig  zu  definieren,  hält  er  auch 
hier  noch  fest;  doch  gelangt  er  schließlich^'*)  zu  dem  Begriff  des 
„type",  d.h.  „eines  analytischen  Ausdrucks,  der  einen  der  verschie- 
deneu Werte  einer  impliziten  Funktion  vorstellt". 

Zunächst  folgt  nun  eine  kleine  Gruppe  von  Aufsätzen**'^),  in 
welchen  Cauchy  versucht,  auch  in  nicht  analytische  Funktionen  ein 
komplexes  Argument  einzuführen  und  namentlich  die  Behauptung  zu 
beweisen:  Wenn  eine  solche  Funktion  nur  für  solche  reelle  x  von 
null  verschieden  ist,  die  einem  bestimmten  Intervall  angehören,  ist  sie 
auch  nur  für  solche  komplexen  x  von  null  verschieden,  deren  reelle 
Bestandteile  in  dasselbe  Intervall  fallen.  Doch  hängt  alles  an  der 
speziellen  Auswahl  der  dabei  benutzten  „limitateurs"  (Nr.  104). 

Die  weitere  Durchführung  der  Theorie  der  mehrdeutigen,  zu- 
nächst der  algebraischen  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen 
hat  dann  F.  Fuiseux^^'')  unternommen.  Er  geht  aus  von  einem  Satz 
von  Gauclnj^^^),  nach  dem  jede  einzelne  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  sich  stetig  ändert,  solange  sie  endlich  bleibt  und  nicht  mit 
einer  andern  Wurzel  zusammenfällt,  und  zieht  daraus  den  Schluß  ^*^), 
daß  zwei  Wege  der  unabhängigen  Veränderlichen  s,  die  von  demselben 


977)  Exerc.  d'anal.  4,  p.  213.  Daran  schUeßen  sich  dann  die  bereits  966) 
erwähnten  erneuten  Festsetzungen  betr.  die  elementaren  Transzendenten. 

978)  Exerc.  d'anal.  4,  p.  312.  Erst  später  (Paris  CR.  32  (1851),  p.  484 
=  Oeuvres  (1)  11,  p  376)  findet  sich  die  wesentliche  Erläuterung:  Man  muß  von 
jedem  Werte  des  einzelnen  „type"  zu  jedem  andern  gelangen  können,  indem  man 
die  unabhängige  Veränderliche  sich  stetig  ändern  läßt. 

979)  Paris  C.  R.  27  (1848),  p.  525;  28  (1849),  p.  280;  29  (1849),  p.  610  = 
Oeuvres  (1)  11,  p.  87,  124,  188. 

980)  J.  de  math.  15  (1850),  p.  365  (deutsch  von  H.  Fischer,  Halle  1861); 
Ankündigung  Paris  C.  R.  30  (1850),  p.  171;  Bericht  von  Cauchy  ib.  32  (1851), 
p.  276  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  325. 

981)  Exerc.  d'anal.  2  (1841),  p.  111;  Auszug  Paris  C.  R.  12  (1841),  p.  1133 
=  Oeuvres  (1)  6,  p.  175. 

982)  J.  de  math.  15,  p.  370.  Er  bemerkt  p.  375,  daß  man  bei  algebraischen 
Funktionen  die  Ausnahmepunkte  präziser  charakterisieren  könne,  als  es  Cauchy 
bei  seinen  allgemeineren  Untersuchungen  °")  hatte  tun  können.  Das  Wort 
„Weg"  (chemiu)  in  dieser  Bedeutung  ist  hier  von  Puiseux  in  die  mathematische 
Sprache  eingeführt. 
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Ausgangspunkt  nach  demselben  Endpunkt  führen,  auch  zu  demselben 
Funktionswert  u  führen,  wenn  zwischen  ihnen  kein  singulärer  Punkt 
liegt;  daß  dann  auch  das  Integral  /  uds  auf  beiden  Wegen  denselben 
Wert  erhält,  beweist  er  durch  die  Methode  der  kleinen  Variationen'*'). 
Auch  zeigt  er,  wie  man  von  einer  Lösung  der  Gleichung  durch  eine 
Potenzreihe  ausgehend  durch  Benutzung  neuer  Entwicklungszentreu 
zur  Lösung  in  der  ganzen  Ebene  gelangen  kann'*').  Daran  schließt 
sich  dann'^")  —  und  das  ist  das  eigentlich  Neue  und  auch  von 
Cimcliy^^^)  als  neu  Anerkannte  —  die  Untersuchung  der  Art,  wie  die 
verschiedenen  Zweige  in  einem  singulären  Punkte  zusammenhängen, 
sowie'-"*')  die  Untersuchung  der  Litegrale  algebraischer  Funktionen 
und  ihrer  Perioden;  die  Anzahl  der  letzteren  ist  allerdings  nur  in  den 
einfachsten  Fällen  auf  die  kleinste  mögliche  Anzahl  linear  unabhän- 
giger reduziert. 

Cauchy  setzt  dann  allgemein  auseinander,  daß  man  die  Trennung 
der  einzelnen  „Funktionen"  die  einer  und  derselben  „Gleichung"  ge- 
nügen, durch  Gerade  („lignes  d'arret")  vornehmen  könne,  die  von  den 
einzelnen  singulären  Punkten  („points  d'arret")  ins  Unendliche  laufen. 
Er  gibt  dann''*')  auch  seinerseits  eine  Bestimmung  der  Anzahl  der 
linear  unabhängigen  Perioden  des  Integrals  einer  algebraischen  Funk- 
tion, die  aber  nur  unter  besonderen  Voraussetzungen  richtig  ist. 

Und  nun   endlich  kommt  er  dazu,  die   allgemeinen  Begriffe  der 


983)  p.  372;  vgl.  904). 

984)  p.  379.  Daß  man  dabei  von  jedem  Punkte  zu  jedem  andern  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Fortsetzungen  gelangen  kann,  behauptet  er,  ohne  es  zu 
beweisen;  doch  hat  er  sich  vielleicht  klar  gemacht,  daß  bei  algebraischen  Funk- 
tionen die  Entfernung  vom  nächsten  singulären  Punkt  eine  untere  Grenze  der 
Koüvergenzradien  liefert. 

98.i)  p.  384. 

986)  Paris  C.  R.  32  (1851),  p.  278  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  327. 

987)  J.  de  math.  15,  p.  429.  In  der  einige  Jahre  älteren  Untersuchung  von 
Ch.  Hermite  (Paris  C.  R.  18  (1844),  p.  1136  =  Oeuvres  1,  p.  152),  war  nur  der 
Fall  behandelt  worden,  daß  die  Verzweigungspunkte  alle  einfach  sind,  und  daß 
in  je  zweien  derselben  dieselben  Funktionszweige  zusammenhängen,  ohne  daß 
letzteres  deutlich  als  eine  Spezialisiemng  hervortrat. 

9881  Paris  C.  R.  32  (1851),  p.  68  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  292;  Ergänzungen 
für  den  Fall,  daß  mehrere  Funktionen  durch  mehrere  simultane  Gleichungen  de- 
finiert sind,  p.  162  =  304.  Daß  Cauchy  die  lignes  d'arret  alle  rückwärts  ver- 
längert durch  einen  willkürlichen  Punkt  laufen  läßt,  ist  nebensächlich  und  wohl 
eine  Erinnerung  an  sein  Yerfaliren  bei  der  Integration  von  Differentialglei- 
chungen 971).  Der  Terminus  „ligne  d'arret-  auch  exerc.  d'anal.  4  (1847),  p.  324; 
die  einer  solchen  entsprechende  Linie  in  der  Ebene  der  Funktion  nennt  er  hier 
p.  325  „ligne  terminale". 

989)  Paris  C.  R.  32  (1851),  p.  126  =  Oeuvres  (Ij  11,  p.  300. 
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Funktioneutheorie  festzulegen  und  bestimmte  Kiinstausdrücke  für  sie 
einzuführen  ^^'*).  Das  Wort  „fonction  de  z"  nimmt  er  auch  hier  noch 
im  allgemeinsten  Sinn,  bemerkt  aber  sogleich,  daß  die  Ableitung  einer 
solchen  Funktion  im  allgemeinen  von  der  Tangentenrichtung  der 
Kurve  abhängt,  auf  der  z  sich  bewegend  gedacht  wii'd,  und  fügt  hinzu, 
damit  sei  bestätigt,  daß  man  bei  Formulierung  der  Bedingungen  für 
die  Entwicklung  einer  Funktion  in  eine  Potenzreihe  nicht  unterlassen 
könne,  auch  von  der  Ableitung  zu  reden.  Eine  Funktion,  die  in  jedem 
Punkt  eine  von  der  Tangentenrichtung  unabhängige  Ableitung  hat, 
bezeichnet  er  als  „monogene ^^^)";  eine  Funktion,  die  nur  einen  „type" 
aufvt^eist "'''),  zunächst^"-)  als  „monotypique",  später^^^)  als  „monodrome". 
Die  Stetigkeit  der  Ableitung  verlangt  er  übrigens  auch  hier  nicht ^"^J. 
Endlich  führt  er  für  „monodrome,  monogene  et  finie"  noch  das  eine 
Wort  „synectique"  ein^^^). 


990)  Paris  C.  R.  32  (1851),  p.  161  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  301;  exerc.  d'anal. 
4  (1847),  p.  342.  Statt  „quantite  geometrique"  976)  sagt  er  hier  wieder  „variable 
imaginaire".  Die  allgemeine  Auffassung  von  „fonction"  auch  Paris  C.  R.  43 
(1856),  p.  69  =  Oeuvres  (1)  12,  p,  333;  er  deutet  hier  an,  daß  sie  Anstoß  erregt 
habe,  meint  aber,  sie  biete  die  einzige  Möglichkeit,  über  unzählige  Schwierig- 
keiten wegzukommen. 

991)  Paria  C.  R.  32  (1851),  p.  484  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  376;  exerc.  4  (,1847), 
p.  346. 

992)  Paris  C.  R.  32  (1851),  p.  484,  704  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  377,  384. 

993)  Paris  C.  R.  34  (1852),  p.  71,  73  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  388,  391  ge- 
braucht er  das  Wort  ohne  Erklärung;  exerc.  d'anal.  4,  p.  325  (ähnlich  p.  345), 
gibt  er  die  Erklärung:  „Qui  ne  cessent  d'etre  continues  qu'en  devenant  infinies." 
Paris  C.  R.  36  (1851):  p.  459  =  Oeuvres  (1)  12,  p.  35  sagt  er  ausdrücklich,  mo- 
nodrome sei  dasselbe,  was  früher  992j  monotypique.  Übrigens  denkt  er  auch 
hier  überall  nur  an  algebraische  Funktionen  und  die  elementaren  Transzen- 
denten, allenfalls  an  beständig  konvergente  Potenzreihen.  Den  Terminus  „evo- 
dique",  den  er  exerc.  d'anal.  4  (1847),  p.  329  für  „stetig,  aber  nicht  notwendig 
monodrom"  vorschlägt,  hat  er  selbst  nicht  wieder  benutzt. 

994)  Kbenso  Paris  C.  R.  34  (1852),  p.  161  (Änderung  der  unabhängigen 
Variablen  in  einem  „isotropen  Mittel);  40  (1855),  p.  558,  656,  713,  879  (hier 
auf  Grund  der  Untersuchungen  von  Puiseux  985)  die  Formulierung,  daß  die 
Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  in  der  Umgebung  eines  Verzweigungs- 
punktes c  monogene  und  monodrome  Funktionen  von  -y/z  —  c  sind);  41  (1855), 
p.  41;  42  (1856),  p,  666;  43  (1856),  p.  13  (hier  der  Satz,  daß  eine  Funktion,  die 
sich  überall  wie  eine  rationale  Funktion  verhält,  eine  solche  ist  usw.;  sowie 
auch  entsprechende  Sätze  über  einfach  periodische  Funktionen,  aber  mit  un- 
genügenden Voraussetzungen  betr.  das  Verhalten  im  Unendlichen),  70  (hier  noch 
einmal  die  Erklärung  der  Termini,  unter  ausdrücklicher  Beschränkung  auf  einen 
bestimmten  Bereich);  44  (1857),  p.  410,  849  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  403;  12,  p.  245, 
265,   273,  282,   300,  315,  323,  334,  437,   448. 

995)  Paris  C.  B.    36    (1853),    p.  459;    40    (1855),   p.  447;    43    (1856),  p.  70  = 
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Von  „we.sentlicli  singulären"  Stelleu  (vgl.  II  B  1,  Osgood,  Nr.  4, 
p.  18)  und  dem  Verhalten  analytischer  Funktionen  in  ihrer  Umgebung 
ist  übrigens  bei  Gauchy  kaum  je  die  Rede;  ich  wüßte  nur  eine  Stelle*^^) 
zu  nennen,  an  der  er  auseinandersetzt,  daß  tg  t  für  ^  =  oo  den  Wert 
+  i  oder  —  i  hat,  je  nach  dem  Vorzeichen  des  imaginären  Bestand- 
teils von  t. 

Um  diese  Zeit  entschließt  er  sich  endlich  auch,  anknüpfend  an 
eine  von  Sermite  [wo?]  gemachte  Bemerkung,  auch  für  die  Gesamtheit 
der  Werte  einer  mehrdeutigen  Funktion  ein  Zeichen  einzuführen:  er 
schlägt  vor'^'),  dafür  das  Zeichen  des  Hauptwerts  mit  einem  unter- 
scheidenden Beizeichen,  etwa  einem  darüber  gesetzten  Strich,  zu  benutzen. 

Eine  Ergänzung  seiner  früheren  Untersuchungen  bietet  noch  eine 
Abhandlung ■'^'*),  in  der  er  die  „Variation  integrale"  einer  stetigen  (nicht 
notwendig  monogenen)  Funktion  untersucht,  d.  h.  die  Wertänderung, 
die  eine  solche  Funktion  erfährt,  wenn  ihre  unabhängige  Veränder- 
liche einen  bestimmten  Weg  durchläuft;  und  namentlich  den  Zusammen- 
hang der  Variation  integrale  des  Logarithmus  einer  monogenen  Fimk- 
tion  auf  einer  geschlossenen  Kui've  mit  den  Anzahlen  der  Nullpunkte 
und  der  Pole  der  Funktion  in  dem  von  dieser  Kurve  umschlossenen 
Bereiche  darlegt;  samt  der  daraus  folgenden  Bestimmung  der  Anzahl 
der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung,  in  der  ganzen  Ebene  oder 
in  einem  begrenzten  Bereiche.  Daran  schließt  er  auch  nocf  ^)  einen 
neuen  Beweis  des  Puiseuxschen  Satzes  ^*^). 

Mit  seinen  inzwischen  neu  gewonnenen  Anschauungen  kommt  er 
auch  noch  einmal  auf  den  Begriff  des  Residuums  zurück'""");  er  zieht 
es  jetzt  vor,  es  nicht  mehr  als  Grenzwert  (569),  sondern  als  Mittel- 
wert bzw.  ^""')  als  Integral 

(593)  fu{^  +  rwe 

genommen  um  den  betrachteten  Punkt  zu  definieren. 


Oeuvres  (1)  12,  p.  3.5,  228,  334.  An  der  erstgenannten  Stelle  schließt  er  das 
„monogene"  noch  nicht  mit  ein. 

996)  Paris  C.  R.  40  (1855).  p.  446  =  Oeuvres  (1)  12,  p.  227.  Daß  man  auch 
jeden  andern  Wert  erhalten  kann,  wenn  man  die  Variable  auf  geeignet  gewähltem 
Weg  ins  Unendliche  gehen  läßt,   scheint  er  auch  hier  nicht  bemerkt  zu  haben. 

9'J7)  Paris  C.  R.  40  (1855),  p.  383  =  Oeuvres  (1)  12,  p.  221. 

998)  Paria  C.  R.  40  (1855),  p.  651,  713,  804  =  Oeuvres  (1)  12,  p.259,  267,  270. 

999)  Paris  C.  R.  42  (1856),  p.  663  =  Oeuvres  (1)  12,  p.  312. 

1000)  Paria  C.  R.  44  (1857),  p.  406  =  Oeuvres  (1)  12,  p.  433.  Er  leitet  von 
dieser  Definition  aus  die  hauptsächlichsten  Sätze  noch  einmal  ab;  namentlich 
spricht  er  jetzt  ausdrücklich  den  Satz  aus,  daß  alle  Ableitungen  einer  mono- 
genen monodromen  Funktion  selbst  monogen  und  monodrom  .sind. 

1001)  Paris  C.  R.  41  (1855),  p.  41  =  Oeuvres  (1)  12,  p.  300. 


1024     II  A  12.    H.  Burlhardt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 

Eine  letzte  Abhandlung  Cauchys^""^)  versucht  die  Theorie  der 
Potenzreihen  mit  mehreren  unabhängigen  Veränderlichen  durch  Ein- 
führung eines  „regulateur"  zugänglich  zu  machen,  nach  dessen  Po- 
tenzen zunächst  geordnet  werden  und  der  schließlich  gleich  1  gesetzt 
werden  soll. 

Formeln,  die  mit  den  fundamentalen  Sätzen  Cauchys  im  wesent- 
lichen äquivalent  sind,  sind  übrigens  um  dieselbe  Zeit  auch  von  an- 
dern Autoren  gegeben  worden.  S.  D.  Poisson  erhält  zunächst**^)  die 
Doppelgleichung 

(594)  1    fl^  —  r  cos  ^- j  [FJa  +  e'")  ±  FJa  +  e^')]  ^^  _ 

^J    \       is'mx       J  1  —  2r  cos*  +  r= 

F{a  ±  r)  ±  F{a)  (r  <  1), 

indem  er  die  beiden  Faktoren  unter  dem  Integralzeichen,  den  ersten 
mit  Hilfe  der  Gleichungen  (2)  und  (3),  nach  Potenzen  von  r  ent- 
wickelt, dann  ausmultipliziert  und  unter  Benutzung  der  Integralrela- 
tionen (387)  gliedweise  integriert.    Die  erste  Hälfte  schreibt  er  auch: 

(59o)        -- —  /      ^    7 — ir^--^ — )-^ — -  d^  =  F(a  -\-  r). 
^        '  2»^  1  —  2r  cos  a;-(-r^  \       \      > 

0 

Ferner^""*)  gelangt  er  auf  einem  ziemlichen  Umwege,  indem  er  näm- 
lich in  seiner  allgemeinen  Darstellung  der  Lagrangeschen  Umkeh- 
rungsformel (Nr.  102)  erst  F{a)  =  a,  dann  -F(«)  =  93(0;)  setzt  und  die 


1002)  Paris  C.  R.  44  (1857),  p.  849  =  Oeuvres  (1)  12,  p.  448.  Er  deutet 
an,  daß  er  dabei  Anwendungen  auf  astronomische  Probleme  im  Auge  hatte 
(p.  851,  896  =  Oeuvres  (1),  12,  p.  452,  455);  zu  ihrer  Ausführung  ist  er  nicht 
mehr  gekommen. 

1003)  J.  de.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  482;  ohne  Beweis  auch  schon  Bull, 
philomat.  1822,  p.  138.  Er  bemerkt  ausdrücklich  (p.  487  und  498),  daß  diese 
Gleichungen  nur  so  lange  bewiesen  sind,  als  die  bei  ihrer  Ableitung  benutzten 
Taylorschen  Entwicklungen  nicht  „en  defaut"  sind.  v.  Schmidten  gibt  die  For- 
meln J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  395  ohne  diese  Gültigkeitsbedingung.  Cauchy  gibt 
Bull,  philomat.  1822,  p.  170;  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  579;  Mem.  sur  les 
int.  def,  Paris  1825,  p.  56  an,  wie  die  Formeln  eich  aus  seinen  Residuensätzen 
ergeben,  und  ergänzt  sie  durch  die  Angabe,  wie  sie  für  r  >  1  zu  modifizieren 
sind.  Exerc.  de  math.  1  (1826)  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  272  bringt  er  auch  Formeln, 
bei  denen  im  Zähler  nur  1  oder  nur  cos  x  steht,  sowohl  durch  Kombination  mit 
(585),  als  auch  durch  direkte  Anwendung  des  Residuensatzes  auf  Funktionen  wie 
z.  B.  f{z){i  —  rz)~^{l  —  rz~^)-^. 

1004)  p.  498. 
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Resultate  miteinander  kombiniert,  zu  der  Gleichung: 

(596)  ^j—  /  (p{cc  -\-  e""^')  dx=  (p  (a) ; 

er  verifiziert  sie  dann  durch  die  Bemerkung,  daß  man  sie  auch  aus 
der  Entwicklung  von  (p{a  -{-  e~")  nach  Potenzen  von  e~'",  mit  Hilfe 
der  Relationen  (387)  ableiten  könne.  Indem  er  diese  Relation  für  die 
Funktion  F{u)  benutzt,  führt  er  die  aus  Formeln  von  Nr.  102  für 
(p{a)  =  r  sich  ergebenden  Gleichungen  über  in  die  folgenden: 

(597)  ^rk5.+4p,,  =  P(;+^)  (,.<1) 

die,  wie  er  selbst  bemerkt,  von  (594)  nicht  wesentlich  verschieden  sind. 
Andererseits  hat  Poisson  auch  bereits  bemerkt'""^),  daß  das  Integral 

+  00 

(598)  Ccosazdz 

(vgl.  Nr.  59  b),  weun  man  die  In tegrations variable  komplexe  Werte  mit 
dem  konstanten  imaginären  Teil  iy  durchlaufen  läßt,  den  Wert 
n  exp  (  —  «)  oder  —  %  @tn  a  erhält,  je  nachdem  y  <il  oder  >  1  ist. 
G.  Fnillani^'"'^)  gewinnt  aus  der  Integraldarstellung  der  Koeffi- 
zienten einer  Cosinusreihe  (Nr.  16)  nicht  nur  die  Gleichung 
ff 

(599)  ;-(0)  =  ^j\f{e-')  +  /•(£-))  dx, 

0 

sondern  auch  die  folgende: 

(600)  J_  f\n)(Q^^  =  ^  /  ^f^^''^  +  /'(e-"))  cos  nxdx. 

0 

G.  Libn^""')  leitet  die  mit  (594)  im  wesentlichen  identische  Glei- 

1005)  J.  ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  333.  Darauf  macht  JP.  Stachel  aufmerk- 
sam, Bibl.  math.  (3)  1  (1900),  p.  119. 

1006)  Ricerche  sopra  le  serie,  Firenze  1816,  p.  102;  Mem.  soc.  ital.  18  (1820) 
p.  461  (von  1818).  Er  gibt  auch  entsprechende  Formeln  für  Funktionen  von 
mehreren  Variablen. 

1007)  Torino  Mem,  28  (1824),  p.  256  (von  1822);  Da  in  der  Gleichung  ^602) 
die  Variable  t  nur  noch  unter  dem  Zeichen  der  Exponentialfunktion  vorkommt, 
glaubt  er  mit  ihrer  Hilfe  Differenzen-  und  Summenbildungen,  Difterentiationen 
und  Integrationen  ebenso  leicht  vornehmen  zu  können,  als  dies  mit  Hilfe  der 
Fourierschen  Integraldarstellung  möglich  ist.  J.  f.  Math.  7  (1831),  p.  231  führt 
er  die  Formel  mit  dem  Beifügen   an:   Die  unbestimmte   Größe  a,   die   aus   dem 
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chung 

(601)  cp(a  +  Q==^f(^^-tg^  +  -^:^)äx        . 

-  ^'J   M  —  i,  e  1  —  *,  e    )   / 

aus  dem  Parsevalschen  Satze  (Nr.  23)  ab;  indem  er  die  Faktoren 
(1 — ^jg*'')"^  durch  Integrale  ersetzt,  erhält  er  noch: 

»     0 

(602)  q, (0  =  ^JJ[<p(<x  +  e-)  exp  (1  +  («  —  ^)»/e-^') 

0     —00 

-\-  q){a  -{-  e""')  exp  (1  +  («  —  t)ye^'y\d'i/ dx. 
H.  Vernier^"'"^)  gewinnt  die  Formeln: 

7t 

(*^Ö'^)       J  -^^ -Hi^- '  ^"^  =  ^^«  +  ^)  -  ^('^  -  »-) 

0 

7t 

(604)       ^  nF(o:  +  re-0-F(«  +  .e--)]<=os^^^_^^  .^ 

-^F{a—r)—2F{a) 

durch  Reihenentwickkmg  nach  Potenzen  von  r,  mit  Hilfe  des  Satzes, 
daß  für  ganzzahlige  ^;  und  q 

,gQg.       rcospxsmqx  j  .  _[">  ^^°°  P  ~  2  negativ  und  ungerade 

^       -^    J         sin  a;  *  0  in  den  übrigen  FäUen: 

0  ° 

ist;  dann  die  Gleichung: 

(606)  ff{r)dr  =  —  /  j'f{f')e'dx 

—  1  0 

zunächst  einfach  durch  Einführung  einer  komplexen  lutegrationsvari- 
ablen  in  das  Integral  links,  aber  mit  dem  nachdi-ücklichen  Hinweis'""^), 
daß  dieser  Schluß  unzureichend  ist,  und  daß  die  Gleichung  nur  richtig 
ist,  sofern  man  auf  beiden  Seiten  in  solche  Potenzreiheii  entwickeln 
kann. 


Resultat  herausfällt,  „sert  ä  detruire  les  erreurs  que  l'on  pourrait  commettre  en 
attribuant  au  developpement  de  qp(i)  une  forme  qui  ne  lui  conviendrait  point". 
Ib.  12  (1834),  p.  257  gewinnt  er  die  Formel  aus  einer  Summenformel  durch  Über- 
gang zu  unendlicher  Gliederzahl. 

1008)  Ann.  de  math.  15  (1825),  p.  175.  Er  hat  auch  noch  allgemeinere,  aber 
weniger  einfache  Gleichungen  mit  dem  Cosinus  oder  Sinus  eines  beliebigen  Viel- 
fachen von  X  als  Faktor  unter  dem  Integralzeichen  (p.  173). 

1009)  p.  180.  Gergonne  weist  ib.  p.  360,  von  einem  „quelqu'un"  veranlaßt, 
darauf  hin,  daß  diese  Formel  ein  Spezialfall  einer  Gleichung  Cauchys  (vgl.  581)  ist. 
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Auch  B.  Murphy^^^")  stellt  den  Koeffizienten  von  x''  in  der  Ent- 
wicklung von  fix)  nach   (steigenden  und  fallenden)   Potenzen  von  x 
durch  das  bestimmte  Integral 
+  1 

(607)  -^l-J [x->'-'f{x)  +  xo-'fix- 1)]  dx 

—  1 
dar,  scheint  aber  dabei  nur  au  Integration  durch  reelle  Zwischenwerte 
zu  denken  und  dem  Integral 

(608)  fx-^dx 
—1 

den  Wert  —  log  ( —  1)  =  —  ^'  zuzuschreiben. 

M.  Ostrogradshy^'"-'-)  bringt  überhaupt  die  Differenz  der  beiden 
Werte,  die  ein  Doppelintegral  mit  der  singulären  Stelle  (a,  b)  des  In- 
tegranden   je   nach   der   Reihenfolge   der   Integrationen   annimmt,   auf 

die  Form: 

+  1  +1 

(609)  A=fjif{a  +  £|,  &  4-  £■»;)  -  f(.a  +  £7;,  b  +  e^))a'd^dri 

—1  -i 

und  bemerkt  dann,  da  sie  von  e  unabhängig  ausfallen  müsse,  brauche 
man  in  der  Entwicklung  des  Integranden  nach  Potenzen  von  e  nur 
die  von  s  unabhängigen  Glieder  zu  berücksichtigen.    Für  den  Fall 

(610)  f^,,,)=.m-+M 

brauche  man  also  in  der  Entwicklung  von  /"(a  -|-  ib  -\-  s)  nach  Po- 
tenzen von  z  nur  das  Glied  Az~^  zu  berücksichtigen;  dieses  gibt 

+  1+1  -t-i  +1 

(611)  A  =  r  f\r,-^^  -  r-l-^\  d'.dri  =  2  f  r^-j)^|,^ 

-1  -1  — l  -1 

und  damit  wieder  die  Resultate  Cauchys. 

Eine  Darstellung  von  merkwürdiger  Originalität  findet  sich  bei 
Ä.  Qu.  Gregan-Craufurd^'"-').    Er  meint:  wenn  in  dem  Integral 

+  a 

f(a)  eine  ungerade  Funktion  bedeutet,  heben  sich  aus  ihm  alle  Ele- 
mente paarweise  weg,  bis  auf  die  Umgebungen   von  a  =  +  a;,  wenn 


1010)  Cambr.  trans.  3,  (1830),  p.  438. 

1011)  Petersb.  mem.  (6)  1  (1831),  p.  117  (von  1828). 

1012)  Essay  on  the  development  of  functions,  Lond.  1844,  p.  7. 

Kncyklop.  d.  math-   Wisscaach      II  1  67 
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diese  Punkte  zwischen  den  Integrationsgrenzen  liegen;  da  er  dem  Inte- 
gral (608)  den  Wert  -}-  ni  zusclireibt,  kommt  er  für  sein  Integral  auf 
den  Wert  stix~^f{x).  Indem  er  eine  analoge  Betrachtung  für  eine 
gerade  Funktion  anstellt  und  dann  die  beiden  Resultate  kombiniert, 
kommt  er  für  eine  beliebige  endlich  bleibende  Funktion  (p(a)  zu  der 
Formepoi»): 

(613,  ,(.)  =  . jl,/(^^  +  ^f),. 

und  durch  Entwicklung  nach  Potenzen  von  x  zur  Maclaurinschen 
Formel  mit  Restglied  ^"'■^j.  Zum  Ausdruck  der  Koeffizienten  durch  die 
Ableitung  gelangt  er,  indem  er  zuerst  das  Integral 

+  a 


(614)  J  --^ 


—  qp(— a) 


du 


analog  wie  (612)  behandelt  und  dabei  ohne  jede  nähere  Erläuterung 
annimmt,  aUe  Wurzeln  der  Gleichung  u"  =  x"  lägen  zwischen  den 
Integi'ationsgrenzen;  hierauf  zur  Grenze  x  =  0  übergeht""^).  Anderer- 
seits bestimmt  er  noch*"'^)  unabhängig  von  diesem  Gedankengang  die 
Koeffizienten  einer  Entwicklung  nach  fallenden  und  steigenden  Potenzen 
durch  gliedweise  Integration  und  zeigt***)  mit  Hilfe  des  Poissonschen 
Schlußverfahrens,  daß  die  so  gebildete  Reihe  die  Funktion  wirklich 
darstellt. 

0.  Bonnet  verwirft  den  Gebrauch  des  allgemeinen  Funktions- 
begriffs, „da  man  sich  dabei  keine  klare  Vorstellung  von  den  Ab- 
leitungen machen  könne"*"").  Er  setzt  zunächst  mit  Hilfe  von 
Abels  Sätzen'^*)  auseinander,  daß  die  Maclaurinsche  Entwicklung  von 
f{r  exp  ix),  soweit  sie  konvergiert,  eine  stetige  Funktion  von  r  und  x 
vorstelle,  und  schließt  daraus,  daß  sie  jedenfalls  nur  so  weit  konver- 
gieren könne,  als  f  stetig  bleibt  und  für  x  =  27t.  denselben  Wert 
wieder  annimmt  wie  für  x  =  0.  Er  wiU  dann  beweisen,  daß  diese 
Bedingungen  auch  hinreichend  seien,  und  bedient  sich  zu  diesem  Zweck 
der    trigonometrischen    Entwicklung    nach    den    Funktionen    der   Viel- 


1013)  p.  8.    Man  vgl.  damit  Cauchys  Formeln  (581)  und  (583). 

1014)  p.  10.  Gegen  den  Gebrauch  unendlicher  Reihen  hat  er  Skrupel.  Er 
entwickelt  auch  —  ehenfalls  mit  Eestglied  —  den  einen  Bestandteil  nach  stei- 
genden, den  andern  nach  fallenden  Potenzen  von  x\  auch  beide  Teile  nach  fal- 
lenden, wobei  sich  aber  alles  weghebt  (p.  17;i. 

1015)  p.  20.    Berichtigung  der  Rechnung,  p.  33. 

1016)  p.  28. 

1017)  Brux.  mem.  cour.  in  4"  15  (1850),  p.  97. 
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fachen  von  x  bei  konstantem  r;  dabei  vergißt  er,  daß  er  vorher  (vgl. 
Nr.  39)  die  Möglichkeit  einer  solchen  Entwicklung  nur  unter  einer 
Monotoniebedingung  bewiesen  hatte.  Durch  partielle  Integration  und 
Differentiation  unter  dem  Zeichen  [die  wieder  die  Stetigkeit  der  Ab- 
leitung voraussetzt],  gewinnt  er  dann  die  Art  der  Abhängigkeit  der 
Koeffizienten  dieser  Entwicklung  von  r  und  damit  die  Laurentsche 
Reihe»"'»). 

Merkwürdig  ist  übrigens,  daß  J.  Di  enger  noch  vor  Cauchy"^') 
ausgesprochen  hat»"'"),  daß  aus  der  Annahme  der  Existenz  einer  be- 
stimmten Ableitung  F'(x  -\-  iy)  —  die  er  übrigens  für  selbstverständ- 
lich zu  halten  scheint  —  die  sogenannten  Cauchy-Riemannschen  Diffe- 
rentialgleichungen folgen. 

Daß  auch  C.  F.  Gauß  den  Satz,  „daß  das  Integral  J  (pix)dx  nach 
zwei  verschiedenen  Übergängen  immer  einerlei  Wert  erhalte,  wenn 
innerhalb  des  zwischen  beiden  die  Übergänge  repräsentierenden  Linien 
eingeschlossenen  Flächenraumes  nirgends  (p{x)  =  oo  wird"  gekannt 
hat,  ist  erst  lange  nach  seinem  Tode  bekannt  geworden '"-"). 

Ebenso  hat  C.  Weiersfraß  seine  Ableitung  des  Laurentschen  Satzes 
erst  viel  später  veröffentlicht'"^').  Sie  unterscheidet  sich  von  der 
Cauchys  zunächst  dadurch,  daß  sie  den  Gebrauch  der  trigonometrischen 
Funktionen  vermeidet  und  statt  dessen  für  die  komplexen  Größen  vom 
absoluten  Betrag  1  die  Parameterdarstellung 

(615)  .  =  1±^- 

benutzt,  in  der  A  alle  reellen  Werte  durchläuft;  ferner,  daß  an  Stelle 
der  Forderung   der   Stetigkeit   der  Ableitung   die   etwas  weniger  ver- 
langende auftritt,  daß  zu  jedem  gegebenen  s  die  Ungleichung 
(■616)  j  fix  +  hk)-f{x)  _  f(x  +  k)-f(x)  j  ^  ^ 

1018)  p.  99.  Dabei  liegt  noch  insofern  ein  Versehen  vor,  als  für  die  kon- 
stanten Glieder  seine  Schlüsse  nicht  gelten;  deren  Unabhängigkeit  von  r  muß 
besonders  bewiesen  werden. 

1019)  Arch.  Math.  Phys.  10  (1847),  p.  4-J3.  Wegen  der  Zeitfolge  der  Ver- 
öffentlichungen vgl.  man  die  Bemerkung  Note  965). 

1020)  Brief  au  Bessel  vom  18.  Dez.  1811,  veröffentlicht  zuerst  im  Brief- 
wechsel zwischen  Gauß  und  Bessel,  Leipzig  1880,  p.  156  (jetzt  Werke  7,  p  91). 
Vgl.  auch  die  von  L.  Schlesinger,  Materialien  für  eine  wissenschaftliche  Biographie 
von  Gauß,  1912,  p.  118,  veröffentlichte,  allerdings  aus  sehr  viel  späterer  Zeit 
stammende  Auseinandersetzung.  Die  Anwendung  der  Sätze  auf  mehrdeutige 
Funktionen  scheint  übrigens  Gauß  dieselben  Schwierigkeiten  gemacht  zu  haben 
wie  Cauchy;  vgl.  darüber  die  Bemerkungen  von  Schlesinger,  ebd.  p.  99. 

1021)  Werke  1,  Berlin  1894,  p.  51  (von  1841);  p.  54  unten  sind  nach  „ab- 
solute Beträge"  die  Worte  einzuschalten  „einander  gleich  sind  und" 

67* 
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für  alle  in  Betracht  kommenden  x,  für  aUe  li,  deren  absoluter  Beti'ag 
eine  gewisse  Grenze  nicht  übersteigt,  und  für  aUe  hinlänglich  kleinen  k 
besteht.  Damit  führt  er  die  Änderung  der  Funktion  von  einem  Kreise 
zum  andern  auf  die  Änderung  längs  eines  Kreises  zurück;  da  die  letztere 
bei  der  Integration  nuU  ergibt,  so  folgt,  daß  Entsprechendes  auch  für 
die  erstere  gilt,  und  daß  folglich  der  Wert  des  Integrals 

(617)  I F(r  exp  ix)dx 

von  /•  unabhängig  ist  ^''-").  Indem  man  auf  Grund  dieses  Satzes  den 
Integrationsweg  für  die  Dai-steUung  der  Koeffizienten  der  Laurent- 
schen  Entwicklung  passend  verschieben  kann,  ergibt  sich  wie  bei 
Cauchy'^-)  eine  Abschätzung  dieser  Koeffizienten  und  damit  der  Kon- 
vergenzbeweis für  alle  Punkte  des  Kreisrings,  für  den  die  Voraus- 
setzungen erfüllt  sind;  daß  die  so  gebildete  Reihe  die  zu  entwickelnde 
Funktion  wirklich  darstellt,  beweist  auch  VVeierstraß *''*)  mit  dem 
Poissonschen  Verfahren. 

Die  Erkenntnis  der  fundamentalen  Bedeutung  von  Cauchys  Sätzen 
und  Methoden  hat  sich  übrigens  verhältnismäßig  langsam  verbreitet; 
Dirichlet  z.  B.  erscheint  von  ihr  kaum  berührt.  Es  liegt  das  wohl  in 
erster  Linie  daran,  daß  Cauchy  selbst  nie  eine  zusammenhängende  und 
von  der  Rücksicht  auf  ihn  gerade  beschäftigende  spezielle  Probleme 
freie  Darstellung  gegeben  hat.  Was  sein  Apostel  Moigno  bietet,  kann 
dafür  um  so  weniger  als  Ersatz  dienen,  als  er  die  verschiedenen  Ent- 
wicklungsstufen von  Cauchys  Gedanken  an  verschiedenen  Stellen  seiner 
Vorlesungen  zerstreut "'^^)  unverbuuden  wiedergibt.  A.  de  Morgan^''-^) 
kennt  und  verwendet  wohl  eine  große  Anzahl  der  von  Cauchy  aus 
seinen  allgemeinen  Sätzen  abgeleiteten  Einzelresultate,  meint  aber 
doch'"^^),  die  Grenze  zwischen  denjenigen  Fällen,  in  welchen  es  erlaubt 
sei,  den  in  einem  bestimmten  Integrale  auftretenden  Parametern  komplexe 
Werte  beizulegen,   und   denjenigen,  in  welchen   das  nicht  erlaubt  sei, 


1022)  p.  56. 

1023)  Die  von  der  VertauBchung  der  Integrationsreihenfolge  in  einem  Dop- 
pelintegral ausgehende  Ie90ns  de  calc  diif.  et  de  calc.  int.  2,  Paris  1844,  p.  83 
und  302;  die  der  Exercices '"")  ib.  1  (1840),  p.  484;  die  des  Turiner  mäm.  von 
1831«"),  2,  p.  747;  die  auf  dem  Mittelwert  (588)  beruhende  1,  p.  152.  An  der 
letzteren  Stelle,  aber  nicht  an  den  vier  zuerst  genannten  fordert  er  die  Stetig- 
keit auch  der  Ableitung. 

1024)  Den  Hauptsatz  gibt  er  di£F.  and.  int.  calc,  Lond.  1836/41,  p.  043,  in 
der  älteren  Formulierung. 

1025)  p.  G30;  vgl.  auch  die  Bemerkung  p.  636,  betr.  die  „very  great  care 
which  this  method  required"  und  das  Mißverständnis  in  der  Note  p.  638. 
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sei  nie  scharf  gezogen  worden.  Die  Darstellung  von  D.  F.  Gregory^^'^) 
gibt  nur  die  elementarsten  Sätze;  die  von  31.  Olirn^"^')  reproduziert 
nur  die  älteste,  in  mehrfacher  Hinsicht  unvollkommene  Fassung. 

E.  H.  Dirlsen  scheint  eine  von  formalen  Definitionen  ausgehende 
Darstellung  des  Rechnens  mit  komplexen  Zahlen  entvrorfen  gehabt  zu 
haben,  die  jedenfalls  bis  zu  einer  strengen  Begründung  der  Cauchy- 
schen  Integralsätze  vordringen  sollte;  doch  ist  aus  den  wenigen  ver- 
öffentlichten Andeutungen'"-*)  nicht  zu  ersehen,  wie  weit  er  damit 
gelangt  ist. 

Selbst  die  Richtigkeit  von  Cauchys  Resultaten  ist  keineswegs  so- 
gleich allgemein  anerkannt  worden.  Die  Einwendungen  von  G.JRadile^"^^) 
gegen  die  Formulierung  der  Residuensätze  beruhen  freilich  größten- 
teils auf  Mißverständnissen;  namentlich  übersieht  er,  daß  Cauchy 
immer  nur  Funktionen  im  Auge  hat,  die  in  dem  betrachteten  Bereich 
eindeutig  definiert  sind.  Immerhin  hat  er  darin  recht,  daß  Cauchy  an 
die  Möglichkeit  wesentlich  singulärer  Punkte,  mit  einer  unbegrenzten 
Anzahl  von  Gliedern  mit  negativen  Exponenten  in  der  für  ihre  Um- 
gebung geltenden  Entwicklung,  ursprünglich  nicht  gedacht  zu  haben 
scheint.  Auch  die  Darstellung  von  T.  Franke^"^"),  der  Cauchys  Beweis 
des  Entwicklungssatzes  ohne  nähere  Angabe  für  nicht  richtig  erklärt, 
ist  voll  von  Trugschlüssen.  Aber  selbst  P.  L.  Tschebijsche/f^"^^)  glaubt 
die   Stetigkeit    aller   Ableitungen    als   notwendige  Bedingung  für  den 


1026)  Cambr.  math    J.  1^  (1838),  p.  145. 

1027)  System  der  Mathematik  9,  Nürnb.  1852,  p.  178,  202,  204.  Auch  die 
Bedingungen  für  die  Anwendbarkeit  der  Sätze  auf  ins  Unendliche  sich  er- 
streckende Bereiche  gibt  er  p.  190  noch  in  der  ursprünglichen  ungenügenden 
Form.  —  p,  87  hat  er  übrigens  eine  ihm  eigentümliche  Darstellung:  um  zu 
zeigen,  daß 


f- 


a(S"dx 


von  a  unabhängig  ist,  differentiiert  er  erst  nach  a  unter  dem  Zeichen.  Aber  das 
tritt  bei  ihm  nur  als  Rechenbeispiel  auf  und  i»t  mit  den  andern  Sätzen  nicht 
iu  Verbindung  gebracht.  Die  Benutzung  des  Begriffs  des  Hauptwerts  eines  be- 
stimmten Integrals  lehnt  er  übrigens  ab  (p.  197). 

1028)  Berl.  Ber.  1839,  jj.  10;  1841,  p.  5. 

1029)  J.  f.  Math.  25  (184  3),  p.  216. 

1030)  Arch.  Math.  Phys.  15  (1849j,  p.  227.  Z.  B.  behauptet  er,  alle  Ab- 
leitungen einer  stetigen  Funktion  seien  selbst  stetig,  indem  er  eine  Form  des 
Mittelwertsatzes  benutzt,  die  die  Stetigkeit  der  ersten  Ableitung  bereits  voraus- 
setzt; dann  berücksichtigt  er  p.  233  nicht,  daß  die  von  ihm  mit  A  bezeichnete 
Größe  noch  von  x  abhängt  n.  dgl.  m. 

1031)  J.  f.  Math.  2s  (1844),  p.  283  =  Oeuvres  1,  p.  14. 
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Entwicklungssatz  fordern  zu  müssen,  da  er  die  gliedweise  Integration 
selbst  bei  einer  Potenzreihe  nicht  für  zulässig  hielt. 

0.  Schlömilch  hat  sich  wiederholt  mit  den  Cauchyschen  Sätzen 
beschäftigt.  Zunächst  scheint  er  nur  diejenige  Darstellung  Moignos'^'^j, 
die  mit  dem  Begriif  des  Mittelwertsatzes  arbeitet,  kennen  gelernt  zu 
haben,  ohne  zu  wissen,  daß  Cauchy  früher^-")  selbst  vom  allgemeinen 
Integralbegriff  ausgegangen  war.  Er  fragt  daher '"^^j,  wie  wohl  Cauchy 
auf  dieses  eigentümliche  Verfahren  gekommen  sein  möge,  und  beant- 
wortet sich  diese  Frage  dahin,  daß  hinter  der  ganzen  Untersuchung 
die  Gleichung  (585)  stehe.  Er  meint,  Cauchy  habe  diese  Gleichung 
wohl  zuerst  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet,  daß  die  Entwickel- 
barkeit  von  f{z)  in  eine  Potenzreihe  schon  bewiesen  sei,  und  sei  von 
hier  aus  zu  der  Frage  gekommen,  unter  welchen  Umständen  sich  der 
Schluß  in  umgekehrter  Richtung  durchführen  lasse.  Später ^"^'j  gibt 
er  im  wesentlichen  Cauchys  ursprüngliche  Darstellung  der  Residuen- 
sätze *^'')  wieder,  wobei  er  die  Stetigkeit  der  Ableitung  ausdrücklich 
als  Voraussetzung  einführt.  Eine  dritte  Darstellung"'*)  beginnt  mit 
dem  durch  Vertauschung  der  Reihenfolge  von  Differentiation  und  Inte- 
gration gelieferten  Nachweis,  daß  das  Integral  (617)  von  r  unabhängig 
ist.  Da  er  aber  bei  der  Anwendung  dieses  Satzes  ant  F{r)  =  r~"'f(r) 
wiederholt  partiell  integriert,  kommt  er  auch  hier^"'^)  zu  der  Meinung, 
man  müsse  die  Stetigkeit  aller  Ableitungen  voraussetzen. 

36.  Der  Cauchyschen  Beweisansatz  aus  der  Kesiduentheorie. 
Indem  A.  Cauchy  seinen  Satz**")  auf  zwei  Halbstreifen  in  den  beiden 
Halbebenen  der  z  mit  positivem  und  mit  negativem  imaginären  Be- 
standteil anwendet,  gelangt  er  zu  den  beiden  Gleichungen "''''): 


1032)  Arch.  Math.  Phys.  7  (1846),  p.  354.  Die  damit  skizzierte  Darstellung 
führt  Schlömilch  in  seiner  Differentialrechnung,  Greifswald  1847,  p.  194 — 217, 
im  einzelnen  durch;  dabei  glaubt  er  übrigens  die  Stetigkeit  aller  Ableitungen 
fordern  zu  müssen,  indem  er  sich  sonst  nicht  getraut  (p.  214),  den  Mittelwei-t 
einer  unendlichen  Reihe  durch  die  Summe  der  Mittelwerte  ihrer  Glieder  zu 
ersetzen. 

1033)  Neue  Methode  zur  Summation  endlicher  und  unendlicher  Reihen, 
Greifswald  1849  =  Arch.  Math.  Phys.  12  (1849),  p.  133. 

1034)  Math.  Abhandlungen,  Dessau  1850,  p.  17. 

1035)  p.  27.  Ähnlich  ist  auch  die  Darstellung  von  /.  Bienger,  Arch.  Math. 
Phys.  15  (1850),  p.  119.  Diengers  Aufsatz  über  bestimmte  Integrale  mit  imagi- 
nären Grenzen,  J.  f.  Math.  37  (1848),  p.  363  (von  1845)  betrifft  nur  die  Fälle,  daß 
bei   konstantem   absoluten  Betrag  oder  bei   konstantem  Winkel  integriert  wird. 

1036)  Paris  mem.  6  (1827),  p.  808  (von  1823;  Oeuvres  (1)  2,  p.  12);  mem.  sur 
l'application  du  calcul  des  r^sidus  ä  la  Solution  des  problemes  de  physique 
math.,  Paris  1827,  p.  6. 
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F    f{<^)doc  1     ?f{2^  +  ßi)-f{ßf)    ,  .,   . 

0  0 

(618)       ,„ 


/. 


(«-=r).- 


1 


und  durch  Addition  uud  Reihenentwicklung  rechts  unter  dem  Integral- 
zeichen zu: 

0  «  =  1  0 

(619)  —  e"" J%- ".* (A2;r  -  /3 ?)  —  fi  —  ßi)) < 

0 

woraus  die  zu  beweisende  Gleichung  sich  durch  abermalige  Anwendung 
des  Residuensatzes  auf  die  einzelnen  Glieder  der  rechten  Seite  ergibt. 
Die  Schlußweise  setzt  voraus,  daß  die  zu  entwickelnde  Funktion  f\x) 
für  alle  reellen  und  komplexen  Werte  ihres  Arguments  endlich  bleibt, 
außerdem  noch  bestimmte,  von  Cauchy  hier  noch  nicht  genau  an- 
gegebene Bedingungen  über  das  Verhalten  dieser  Funktion  im  unend- 
lichen. Aber  diese  Bedingungen  sind,  wie  bereits  Biricläet  bemerkt 
hat^"^'),  zusammen  nur  erfüllt,  wenn  f{x)  eine  Konstante  ist;  womit 
dieser  Beweis  hinfällig  wird^"^*). 

Die  Konvergenz  seiner  Reihe  erschließt  Cauchy  übrigens  daraus, 
daß  das  allgemeine  Glied  durch  die  Substitution  nß  ^  z  in: 

(620)  \Je-if{2.±'i)-f[±'i)yz 

0 

übergeführt  werden  kann,  und  daß  die  Summe  zweier  solcher  Glieder 


1037)  J.  f.  Math.  4  (1829);  Werke  1,  p.  119. 

1038)  B.  Eiemann  (Hab.-Schr.  Gott.  1854,  veröffentlicht  durch  B.  Bedekind, 
Gott.  Abh.  13  tl867);  Werke  2.  Aufl.,  p.  234)  deutet  an,  man  könne  ihn  so  um- 
formen, daß  man  über  fia-{-ßi)  nur  für  positive  Werte  von  ^  Yoraussetzungen 
zu  machen  brauche.  —  Riemanna  sieh  anschließende  Angabe,  daß  „umgekehrt 
dieser  Satz  (daß  eine  in  der  positiven  Halbebene  überall  endliche  Funktion 
komplexen  Arguments  existiert,  die  für  reelle  Argumente  vorgeschriebene  Werte 
annimmt)  sich  aus  der  Fourieracheu  Reihe  ableiten  lasse",  kann  verschieden 
verstanden  werden:  entweder  so,  daß  er  damals  noch  an  die  Möglichkeit  der 
Entwicklung  jeder  stetigen  Funktion  in  eine  trigonometrische  Reihe  geglaubt 
habe;  oder  so,  daß  er  auch  den  in  Rede  stehenden  Satz  nur  für  solche  Rand- 
werte habe  behaupten  wollen,  für  die  die  Entwicklung  möglich  ist. 
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samt  den  zugehörigen  Faktoren  nahezu  gleich 

(621)  j^  {  f{2 TT) -m)  sin  nx 
sei. 

Daß  mit  so  einfachen  Hilfsmitteln  nicht  zum  Ziele  zu  kommen 
ist,  muß  Cauclnj  übrigens  bald  selbst  bemerkt  haben,  nachdem  ihn 
fortgesetzte  Beschäftigung  mit  seinen  Residuensätzen  veranlaßt  hatte ^"'), 
die  Bedingungen  schärfer  zu  formulieren,  unter  denen  diese  Sätze  auf 
sich  ins  Unendliche  erstreckende  Bereiche  angewendet  werden  können  ^"^^ ). 
Er  gibt  zunächst ^''^'')  für  ein  nach  allen  Seiten  unendlich  großes  Rechteck, 
dessen  Seiten  zu  den  Koordinatenachsen  parallel  sind,  den  Satz  in  fol- 
gender Formulierung:  wenn  für  reelle  x  die  Grenzwerte 

(622)  lim  [a:/'(a;)]=/;,       lim  [xf{x)'\  =  f^ 
existieren,  und  wenn  für  komplexe  z 

(623 )  lij^  ^  =  0 

ist,  wenn  endlich  s    eine  hinlänglich   kleine  positive  reelle  Größe  be- 
deutet, so  gilt: 

(624)  ^^-B  =  ^-       ^f^.=^i- 
Wird  das  auf  die  Funktionen 

(625)  '    ^ 

angewendet,  in  denen  f(ß)  eine  Funktion  der  reellen  Variabein  a  be- 
deuten soll,  und  wird  dabei  angenommen,  daß 

y  (z)  —  1/J  (z) 

(626)  %W- 


1039)  Die  in  Rede  stehenden  Untersuchungen  Cauchys  stehen  im  engsten 
Zusammenhang  mit  seinen  später  (Nr.  83)  zu  besprechenden  Darstellungen  von 
Integralen   gewöhnlicher  und   partieller  Differentialgleichungen   durch  Residuen. 

1040)  Mem.  sur  rapplication  du  calcul  des  residus  ä  la  Solution  des  problemes 
de  physique  mathematique,  Paris  1827,  p.  1.  Da  DiricMet  und  Mümann  diese 
Untersuchungen  Cauchys  nicht  erwähnen,  sind  sie  lange  unbeachtet  geblieben, 
obwohl  schon  CS.  [Saigey?]  (bull.  F&ussac  12  (1829),  p.  200)  daraufhingewiesen 
hat,  daß  sie  von  Dirichlets  Einwänden  gegen  Cauchys  ersten  Beweis  nicht  mit 
getroifen  werden. 


36.  Der  Cauchysche  Beweisansatz  aus  der  Residuentheorie.  1035 

auch  da  endlich  bleibt,  wo  §(^)  =  0  ist,  so  ergibt  sich 

(627)  £^||^jV(-«)f(«)rf«  =  f(x) 

und  daraus  für 

(628)  g(^)  =  ,ä-_l,     ;^(,)  =  l 

die  Entwicklung  von  f(.r)  in  eine  harmonische  trigonometrische  Reihe. 
Die  Frage,  welchen  Bedingungen  die  Funktion  f  genügen  muß,  wenn 
X{z),  '-?"(.?)  die  erforderlichen  Bedingungen  erfüllen  sollen,  bespricht 
Cauchy  hier  noch  nicht,  wohl  aber  in  einer  folgenden  Abhandlung'"**). 
Er  versucht  mit  Hilfe  des  ersten  Mittelwertsatzes  der  Integralrechnung 
zu  zeigen,  daß  sich  z.  B.  die  Funktion  X{z)  im  unendlichen  wie 

(629)  ^l-^^*'"^"' 

verhält;  übersieht  aber  dabei  die  für  jenen  Satz  wesentliche  Bedingung, 
daß  die  unter  dem  Integralzeichen  stehenbleibende  Funktion  ihr  Zeichen 
im  Integrationsintervall  nicht  wechseln  darf*"*-).  Übrigens  führt  ihn 
seine  Ableitung  zunächst  zu  den  beiden  Gleichungen: 

2  f(^)  =  2nf  ^' ")  '^'"  +  le'^    l  COS  {nx— na)  f(a)  da , 

(630)  '^\  "l''\^ 

|/'(''^)=2^„  //(")^"  +  '^^    hos{nx  —  nu)f{a)da, 

die  unter  der  Voraussetzung 

0<Xf,<x<X<2n 
gelten;  erst  deren  Zusammenfassung  gibt  die  eigentlich  zu  beweisende.*"*^) 
Verwandt  mit  Cauchys  erster  Schlußweise  ist  diejenige,  vermöge 
deren  0.  ScJdiJmüch^"^*)  aus  den  in  Nr.  103  zu  besprechenden  Formeln 

1041)  Eserc.  de  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  {2)  7,  p.  396;  p.  406  die  Formu- 
lierung der  Resultate  in  einen  Satz.  —  Die  Annahme  F{z)  =  e"'  -\-  1  führt  auf 
Reihen,  die  nach  den  Funktionen  der  ungeraden  Vielfachen  des  Arguments  fort- 
schreiten (p.  411). 

10421  Auch  die  späteren  Andeutungen  Paris  C.  R.  32  (1851),  p.  212  =  Oeuvres 
(1)  11,  p.  313  geben  über  diesen  Punkt  keinen  Aufschluß. 

1043)  Wie  man  die  Reihen  mit  nur  Cosinus-  oder  nur  Sinnsgliedern  durch 
Spezialisierung  seines  allgemeinen  Ansatzes  direkt  in  der  gewöhnlichen  Form  er- 
halten kann,  gibt  Cauchy  ib.  p.  418  an. 

1044;  Neue  Methode  zur  Siimmierung  endlicher  und  unendlicher  Reihen, 
Greifswald  1849  =  Arch.  Math.  Phys.  12  (1849),  p.  149.  Die  Endlichkeit  von  f 
selbst,  die  Schlömilch  noch  besonders  fordert,  ist  bereits  eine  Folge  der  End- 
lichkeit von  f. 


1036     II  A  12.    H.  Biirkhardt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 

folgert:  die  Reihen 

(631)  2f{n)  cos  nx,      "Sfin)  sin  nx 

konvergieren  für  0  <  :r  <  jr,  wenn  f'(u  -j-  vi)  von  «t  =  0  bis  m  ^  -|-  oo 
und  von  v  =  —  oo  bis  v  ==  -{-  <xi  endlich  und  stetig  bleibt. 

37.  Der  Dirichletsche  Beweis.  Einen  andern  Ansatz,  von  dem 
aus  man  zu  einem  wirklichen  Beweis  der  Entwicklungssätze  gelangen 
kann,  hat  bereits  Fourier  selbst  skizziert.  ^**^)  Er  setzt  zunächst  aus- 
einander, daß  die  einzelnen  positiven  und  negativen  Flächenstücke, 
deren  algebraische  Summe  das  Integral  (486)  darstellt,  abgesehen  von 
dem  ersten,  für  große  Werte  von  x  absolut  genommen  sehr  wenig 
voneinander  verschieden  sind,  so  daß  sie  sich  größtenteils  gegenein- 
ander wegheben,  und  daß  daher  der  Wert  des  Integrals  größtenteils 
von  dem  ersten  unter  ihnen  geliefert  wird;  dann  bemerkt  er,  daß  man 
entsprechende  Überlegungen  für  die  Integrale 

(632)  ff(a)~^da 

0 

und 


(633)  /  f(a) 


sin  na  „ de 

1  —  cos  a 


durchführen   könne,    gibt    aber    nicht    an,    welche    Eigenschaften    man 
dazu  von  der  Funktion  f(x)  voraussetzen  muß'"**). 

Erst  P.  G.  Lejeune-Dirichlet  hat,  auf  Grund  der  von  ihm  gewon- 
nenen Erkenntnis  der  großen  Allgemeinheit  des  Begriffs  ,,wiUkürliche 
Funktion"  (vgl.  Nr.  28)  Beschränkungen  angegeben,  unter  denen  der 
Beweis  möglich  ist,  und  ihn  dann  auch  wirklich  in  allen  Einzelheiten 


1045)  Theorie  de  la  chaleur,  Nr.  415,  416,  423  =  Oeuvres  1,  p.  494,  498. 
510  (noch  nicht  in  der  Preisschrift  von  1811,  also  wohl  erst  durch  die  ibm  ge- 
machten Einwände  veranlaßt). 

1046)  Dieser  letztere  Punkt  ist  in  den  Moten  von  G.  Barhoux  zu  Fouriers 
Oeuvres,  bei  Beift',  Geschichte  der  unendlichen  Reihen,  p.  185  und  bei  G.  A. 
Gibson,  Edinb.  math.  proc.  11  (1892/93),  p.  147,  die  im  übrigen  das  Verhältnis 
dieser  Untersuchungen  Fouriers  zu  denjenigen  von  Dirichlet  alle  richtig  angeben, 
nicht  genügend  hervorgehoben.  —  Auch  bei  Ostrogradsly,  Petersb.  mem.  (6)  1 
(1831),  p.  137  (von  1828),  bei  /.  M.  C.  Duhamel  (Cours  d'analyse  2,  Paris  1840, 
p.  162),  bei  A.  A.  Cournot  (Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  207),  bei  A. 
de  Morgan  (Differential  and  integral  calculus  1841,  p.  627),  die  alle  dieselbe 
Schlußweise  benutzen,  bleibt  die  Frage  unerörtert,  unter  welchen  Voraussetzungen 
über  die  Funktion  fix)  sie  richtig  ist. 
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durcLgefülirt.    Er  geht  aus  von  dem  Integral 

h 

(634)  ^.=/i79'(/3)rf/3  (A/3)  =  cp(.x  +  2^)) 

0 

und  zerlegt  es  durch  Einschaltung  der  Zvvischenwerte 
-1        fv  =  1    2   3        1 

in  Teile,  in  welchen  der  Faktor  ?^— '-  sein  Zeichen  nicht  wechselt,  so 

sm  jj  ' 

daß  er  auf  jeden  dieser  Teile  den  ersten  Mittelwertsatz  der  Integral- 
rechnung anwenden  und  damit  die  Abschätzung  auf  die  des  Integrals 

(v-l   « 
k 

zurückführen  kann.  Diese  letztere  vollzieht  er  in  seiner  ersten  Ab- 
handlung^"'} dadurch,  daß  er  zu 

r  7t 

(636)  lim  Q^=J'''ydy 

Übergeht;  in  der  zweiten^"")  gewinnt  er  durch  direkte  Untersuchung 
der  Q^,  für  den  FaD,  daß  f[x)  im  ganzen  Intervall  positiv  ist  und  mit 
wachsendem  x  nicht  zunimmt,  die  Doppelungleichung 

(637)  (: -,,,„,>p-^)<  J,<,,/-(0)  +  (|-P:  +  (..„,..)^T) 
und  aus  ihr,  indem  er  m  so  mit  Ji  ins  Unendliche  wachsen  läßt,  daß 
lim  y  =  0  wird^""),  die  zu  beweisende  Grenzgleichung: 

(638)  lim  J,=  f  9,(0). 

Der  Übergang  zu  den  Fällen,  daß  f(x)  negativ  ist,  oder  daß  es  mit 
wachsendem  x  nicht  abnimmt,  geschieht  sofort;  den  Fall  eines  [nach 

lOiT)  J.  f  Math.  4  (18-29),  p.  157  =  Werke  1,  p.  117;  ebeuso  A.A.  Cournot, 
Theorie  des  fonctiona  2,  Paris  1841,  p.  -205. 

1048)  Repert.  Phys.  1,  Berlin  1837,  p.  152  =  Werke  1,  p.  133;  mit  An- 
merkungen von  H.  Liebmann,  Leipjig  1900;  reproduziert  auch  in  G.  F.  Meyers 
Bearbeitung  der  Vorlesungen  Dirichlets  über  bestimmte  Integrale,  Leipzig  1871, 
p.  229,  und  in  vielen  andern  Lehrbüchern  (zuerst  wohl  bei  Bl.  Ohm,  System  der 
Mathematik  9,  Nümb.  1852,  p.  294). 

1049)  W  Fr.  Bessel  (Astr.  Nachr.  16  (1839),  p.  229  =  ges.  Abhandl.  2, 
p.  393)  setzt  zu  diesem  Zwecke  »i  =  y}c-;  im  übrigen  ist  bei  ihm,  wie  schon 
2JteBJa»in ""')  bemerkt,  die  Durchführung  im  einzelnen  nicht  einwandfrei. 
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jetziger   Ausdrucksweise]    „abteilungsweise  monotonen"   f(x)    erledigt 
Dirichlet  dadurch,  daß  er  aus  (638)  zunächst  die  andere  Grenzgleichung 

(639)  Hm  J  '^J^ ^ (ß) dß  =  0  (0<g<h<n) 

9 

ableitet  und  dann  das  Integral  durch  diejenigen  Werte  von  x  in  Teil- 
integrale zerlegt,  an  welchen  f{x)  den  Sinn  seiner  Änderung  wechselt. 
0.  Sclilömüch^"^")  glaubt  Dirichlets  Beweisgang  ohne  Einbuße  an 
Strenge  vereinfachen  zu  können.  Er  bringt  alle  Bestandteile  des 
Integrals  auf  dieselben  Grenzen  und  hat  dann  noch  den  Grenzwert 


(640)       1 


"./ 


'(t)  ,  '■('-?-)      r('-r) 


~f"  31  — a  71+a  '"■" 


k  sin  — Y. —        k  sin  — 


k  sin  — =~  k  sin 


sinKda       (l-  =  2n-\-l) 


zu  untersuchen;  hier  glaubt  er  den  Grenzübergang  unter  dem  Inte- 
gralzeichen vornehmen  zu  dürfen,  da  diejenigen  Glieder,  für  die  r  von 
derselben  Größenordnung  wie  m  sei,  keinen  Beitrag  lieferten;  unter 
dem  Integralzeichen  erscheint  dann  nur  noch  f(0)  sin  «  mit  der  Partial- 
bruchzerlegung  von  cosec  cc  multipliziert. 

W.  R.  Hamüton^"^^)  bezeichnet  die  von  Founer^°**)  angewendete 
Schlußweise  als  „principle  of  fluctuation".  Er  selbst  beginnt  mit  dem 
Satze '''^^),  daß  die  Grenzgleichung 

(641)  lim   /  sin  l;at\u)da  =  0 

jedesmal  besteht,  wenn  die  Funktion  f  im  Integrationsintervall  stetig 


1050)  Arch.  Math.  Phys.  1  (1841),  p.  417;  etwas  ausführlicher  Beiträge  zur 
Theorie  bestimmter  Integrale,  Jena  1843,  p.  3. 

1051)  Dubl.  proc.  6  (1841/42),  p.  235  =  Dubl.  trans.  19j  (1843),  p.  319. 
Hamilton  wendet  seine  Schlüsse  sogleich  auf  Entwicklungen  nach  allgemeineren 
oszillierenden  Funktionen  an ;  darüber  wird  in  einem  der  Ergänzungsartikel  zu 
berichten  sein.  Er  bemerkt  übrigens  mit  Recht  (p.  237  bzw.  320),  Fourier  habe 
nicht  gezeigt,  daß  die  vernachlässigten  Größen  von  höherer  Ordnung  als  die  bei- 
behaltenen sind. 

1052)  Dubl.  trans.  19,  p.  267.  Die  Voraussetzung  der  Stetigkeit  erscheint 
bei  ihm  p.  269  in  derjenigen  Form,  die  man  jetzt  als  Voraussetzung  gleichmäßiger 
Stetigkeit  bezeichnet,  p.  270  bemerkt  er,  daß  eine  endliche  Anzahl  von  Unstetig- 
keitsstellen  dem  Schlüsse  keinen  Eintrag  tue. 
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ist;  den  Beweis  führt  er,  indem  er  den  Mittelwertsatz  auf  diejenigen 
Teilintervalle  anwendet,  in  welchen  der  Faktor  sin  ku  sein  Vorzeichen 
nicht  wechselt.    Ebenso  zeigt  er'"^*),  daß 

(G42)  lim    r?^f?«  =  0 

ist.    Für  den  dann  noch  erforderlichen  Schluß,  daß  auch 

(643)  ^Km  Z'^VM"!-!"^  ^/"'^^  -  ^^«))^«  =  0 

X 

ist,  muß  er,  um  den  Mittelwertsatz  mit  umgekehrter  Rolle  der  beiden 
Faktoren  anwenden  zu  können,  die  Voraussetzung  hinzunehmen,  daß 
/"(«)  zwischen  a  =  x  und  =  x  -\-  s  sich  immer  in  demselben  Sinn 
ändert'"^*).    Indem  er  in  dieser  Gleichung  dann  noch  f(x)  durch 

(644)  (a;  — tt)/'(a;) 
^        -                                                   sin  {kx  —  ka) 

ersetzt,  erhält  er  die  zu  beweisende  Gleichung  (638)"^^). 

Mit  Hamiltons  Aaorduung  der  einzelnen  Schritte  des  Beweises 
zeigt  eine  spätere  Darstellung  von  0.  SclduniilcJi^^"'^)  große  Verwandt- 
schaft; nur  verwendet  dieser  bei  Ableitung  der  Gleichung  (641)  mit 
Hilfe  des  ersten  Mittelwertsatzes  die  beiden  Faktoren  in  umgekehrter 
Rolle,  so  daß  er  hier  schon  f(a)  als  abteilungsweise  monoton  voraus- 
setzen muß,  was  er  übrigens  nicht  als  eine  Einschränkung  erkannt 
zu  haben  scheint.  Indem  er  dann  zeigt,  daß  diese  Gleichung  auch 
noch  gilt,  wenn  die  Funktion  /'(«)  bei  a  =  0  so  unendlich  wird,  daß 

(645)  lim  [«/■(«)]  =  0 

ist,  gelangt  er  von  ihr  direkt  zu  (638),  indem  er  /"(«)  durch 

(646)  e^M 

^        ^  sin  a 

ersetzt'""). 

38.  Beweis  der  Konvergenz  durch  partielle  Integration  in  den 
Ausdrücken  der  Koeffizienten.     Schon  S.  D.  Poisson^""^)  hat  die  Aus- 


1053)  p.  273. 
1064)  p.  275. 

1055)  p   281. 

1056)  Analytische  Studien  2,  Leipzig  1848,  p.  14. 

1057)  p.  23,  26. 

1058)  Chaleur,  p.  185.    Vorher,   Mecanique  1,   p.  647   der  2.  Autlage  (nicht 
in  der  ersten)   hatte   er  aus  den  durch  einmalige  partielle   Integration  sich  er- 
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drücke  der  Koeffizienten  trigonometrischer  Reihen  mit  nur  Cosinus- 
oder nur  Sinusgliedern  durch  bestimmte  Integrale  vermittelst  wieder- 
holter partieller  Integration  in: 


(647) 


cos  nada. 


"  n--jt  J    '     ^   ' 

0 

B„^ ^    /  f"(a]  sin  nada 


umgeformt  und  daraus  geschlossen,  daß  eine  solche  Reihe  wie  m~* 
konvei'giere.  Daß  dieser  Schluß  nur  unter  bestimmten  Voraussetzungen 
über  die  Funktion  f(x)  richtig  ist,  durch  welche  die  Allgemeinheit 
der  Untersuchung  stark  beeinträchtigt  wird,  hat  bereits  W.  B.  Hamilton 
hervorgehoben  ^°^^). 

E.  H.  Dirkseii'^''^'')  formt  die  Reihe  (384),  unter  der  Voraussetzung, 
daß  f'(x)  „innerhalb  der  Grenzen  der  Integration  einschließlich,  be- 
ständig endlich  und  bestimmt  bleibt",  durch  partielle  Integration  in 
den  Ausdrücken  der  Koeffizienten  um  in 

(648)  1  r^(,)2^  ^i" in.-  ..)j^^  J,  J^.^^^sin(^,^^^^ 

und  schließt  daraus  mit  Hilfe  der  speziellen  Gleichung  (HO),  daß 
ihre  Summe  endlich  ist,  sowie  daß  die  Grenzgleichung 

(649)  lim    r!i°i^)J^"V(«)^«  =  0 

gilt,  wenn  nur  das  Integrationsintervall  keine  Nullstelle  des  Nenners 
enthält  ^''''^).  Infolgedessen  glaubt  er  in  dem  Dirichletschen  Integral 
(638)  ohne  weiteres  die  obere  Grenze  beliebig  nahe  an  der  untern 
nehmen  und  dann  fix)  vor  das  Integralzeichen  ziehen  zu  können  *"''-). 


gebenden  Formeln  geschlossen,  daß  die  Koeffizienten  mit  lim  w  =  cX'  gegen  0 
konvergieren  und  hinzugefügt:  „Cette  remarque  est  nöcessaire  et  suffit  ponr 
Temploi  qu'on  fera  de  la  formule".  Für  einen  speziellen  Fall  auch  schon  conn. 
des  temps  pour  1836[33],  add.  p.  7.  Von  den  Formeln  (047)  setzt  die  erste 
voraus,  es  sei  /"(O)  =  /"(jr)  =  0,  die  zweite,  es  sei  /"(O)  =  /'(re)  =  0;  vgl.  darüber 
Note  "'«=), 

1059)  Dubl.  proc.  6  (1841/42),  p.  235  =  Dubl.  trans.  19  (1843),  p.  319. 

lOGO)  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  172.  Zum  Beweis  dafür,  daß  f  {x)  auch  an 
einzelnen  Stellen  unendlich  werden  darf,  beruft  er  sich  auf  die  doch  gerade  dann 
nicht  mögliche  Entwickelbarkeit  von  f{x)  in  eine  Taylorsche  Reihe  (p.  173). 

1061)  p.  175. 

1062)  p.  176.    In  der  ausführlicheren  Darstellung  Berl.  Abh.  1829[32],  p.  183 
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Aucli  N.  I.  LobatscJwfsJiij^"''^)  behandelt  Reihen,  die  Cosinus-  und 
Sinusglieder  nebeneinander  enthalten;  da  er  aber  in  den  Integralaus- 
drückeu  der  Koeffizienten  die  Integration  nur  über  das  halbe  Intervall 
erstreckt  (vgl.*'*)),  so  bleiben  ihm  bei  der  zweimaligen  partiellen  Inte- 
gration Glieder  vom  Integralzeichen  frei,  und  er  muß  sich  auf  seinen 
Beweis  ^^'')  der  Konvergenz  der  speziellen  Reihe  (110)  berufen,  um 
behaupten  zu  können,  daß  diese  für  sich  eine  konvergente  Reihe 
geben.  Zum  Beweis,  daß  die  Summe  der  Reihe  wirklich  gleich  der  zu 
entwickelnden  Funktion  ist,  bedient  er  sich  zunächst  des  Poissonschen 
Verfahrens  (Nr.  34-);  nachher  noch  der  folgenden  Schlußweise:  wird 
die  Reihensumme  zwischen  irgend  zwei  Grenzen  gliedweise  integriert 
und  dann  die  Reihenfolge  der  Summation  und  der  zur  Bildung  der 
Koeffizienten  erforderlichen  Integration  vertauscht,  was  jetzt  möglich 
ist,  da  durch  die  erste  Integration  das  w'"  Glied  den  Nenner  n  be- 
kommen hat,  so  ergibt  sich  mit  Hilfe  von  (110),  daß  das  Integral  der 
Reihensumme  gleich  dem  der  zu  entwickelnden  Funktion  ist.  Weiß 
man  nun  schon,  daß  die  Reihensumme  eine  stetige  Funktion  ist,  so 
ergibt  sich  der  Schluß  unmittelbar.  Um  zu  zeigen,  daß  das  überall 
da  der  Fall  ist,  wo  die  zu  entwickelnde  Funktion  selbst  stetig  ist, 
zieht  Lobatschefskij  in  der  Dirichletschen  IntegraldarsteUung  (638) 
zweier  benachbarter  Werte  der  Reiheusumme  für  die  Umgebung  des 
betrachteten  Punktes  die  Differenz  der  zugehörigen  Werte  der  zu  ent- 
wickelnden Funktion  vor  das  Integralzeichen,  während  er  in  den 
übrigen  Bestandteilen  dieses  Integrals  die  Difi'erenz  f{cc-\-d)  —  /"(«) 
durch  öf'{cc)  ersetzt  und  daraus  folgert,  diese  Bestandteile  konver- 
gierten mit  ö  zugleich  gegen  Null. 

Auch  C.  Navier^"^^)  und  J.  Di  enger  ^''^^)  suchen  die  Konvergenz 
der  allgemeinen  Reihe  aus  der  speziellen  Reihe  (HO)  zu  erschließen, 
indem  sie  zeigen  wollen,  daß  in  jener  die  Koeffizienten  von  der  Größen- 
ordnung —  sind.  Navier  bedient  sich  zu  diesem  Zwecke  einer  nicht 
streng  durchgeführten  Abschätzung,  indem  er  die  Kurve  y  =  f{x) 
durch  ein  Polygon  ersetzt;  Dienger  bedient  sich  der  partiellen  Inte- 
gration.    Daß    die    Summe   aber   den    behaupteten  Wert   hat,   berührt 


will  er  den   Schluß  damit  rechtfertigen,  daß  er  sowohl  auf  /' a)   als  auf  1/siu    - 

das  Rollesche  Theorem  anwendet;  das  setzt  aber  eben  auch  die  Existenz  von 
/"(.t)  iin  der  betrachteten  Stelle  voraus. 

1063)  Kasan  Schriften  1634,  p.  1Ü7;  vgl.  Note  217. 

1064'   Levons  d'analyse  2  (1S40),  p.  IGT. 

1Ü6Ö1  J.  f.  Math.  34  (1847),  p.  80.  Er  behauptet  auch,  einzelne  Unstetig- 
keitsstellen  täten  dem  Schlüsse  keinen  Abbruch,  doch  ist  seine  Begründung  dieser 
Behauptung  ganz  ungenügend. 
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Navier  überhaupt  nicht;  Dieiiger  zieht  in  dem  Dirichletschen  Ausdruck 
für  die  Summe  der  2n  -\-  1  ersten  Glieder  ohne  weiteres  f(x)  vor  das 
Integralzeichen  und  ersetzt  dann  in  dem  Nenner  des  übrigbleibenden 
Integrals  den  Sinus  durch  den  Bogen. 

G.  G.  Stokes^"^^)  wendet  das  Verfahren  wieder  auf  Reihen  an,  die 
nur  Cosinus-  oder  nur  Sinusglieder  enthalten,  jedoch  ohne  das  Vor- 
kommen von  ünstetigkeitsstellen  in  der  Funktion  oder  ihren  Ablei- 
tungen auszuschließen.  Es  bleiben  dann  bei  den  partiellen  Integra- 
tionen vom  Integralzeichen  freigewordene  Glieder  stehen;  die  Konver- 
genz der  von  diesen  gebildeten  Reihen  erschließt  auch  er  aus  der 
Konvergenz  der  speziellen  Reihe  (HO),  die  er  wie  Fourier""^)  beweist. 
Daß  die  Reihensumme  der  zu  entwickelnden  Funktion  gleich  ist,  er- 
schließt er  dann  aus  dem  Poissonschen  Verfahren  (Nr.  34),  unter 
Hinzunahme  des  Abelschen  Lemmas '^^).  Durch  ümkehrung  der 
Schlußweise  ergibt  sich  ihm  die  Möglichkeit,  aus  der  Natur  der  Koeffi- 
zienten der  Entwicklung  auf  die  Unstetigkeiten  der  Funktion  zu 
schließen,  vermöge  verschiedener  Sätze,  die  er  schließlich^"''')  zu  dem 
einen  zusammenfaßt:  wenn  die  Funktion  und  alle  ihre  Ableitungen 
nur   eine  endliche  Anzahl   von   Stetigkeitssprüngen  aufweisen,  so  ist: 

f  cos  \ 


(650) 


-  ^(r («  +  0)  -f"{a  -  0))  I '?' I ««++_  +  + 


die  Summation  ist  dabei  über  alle  ünstetigkeitsstellen  der  betr.  Ab- 
leitung im  Intervall  zu  erstrecken,  die  Funktion  ist  über  das  Intervall 
hinaus  den  Gleichungen 

(651)  /•(-«)  =  +/■(«),     /■(:r-|-«)  =  +/-(;r-«) 

gemäß  fortgesetzt  zu  denken,  wobei  die  oberen  Zeichen  für  die  Co- 
sinusreihe, die  untern  für  die  Sinusreihe  gelten  und  etwa  daraus  ent- 
springende Unstetigkeiten  an  einem  oder  dem  andern  Endpunkt  des 
Intervalls  sind  mit  dem  halben  Betrag  in  Rechnung  zu  bringen. 


1066)  Cambr.  trans  8^  (1849),  p.  539  (von  1847)  =  papers  1,  p.  246.  Er 
bemerkt,  daß  die  Schlüsse  sich  nicht  wesentlich  ändern,  wenn  die  letzte  benutzte 
Ableitung  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  von  niedrigerer  als  der  ersten 
Ordnung  unendlich  wird.  Das  Vorkommen  von  unendlich  vielen  Unstetigkeiten 
schließt  er  ausdrücklich  aus. 

1067)  p.  551  =  262.  Die  Formulierung  betr.  die  Endpunkte  des  Intervalls 
ist  bei  Stokes  etwas  umständlicher.  Die  Gleichungen  (650)  sind  übrigens  als 
asymptotische  zu  verstehen. 


40.  Integral  des  Quadrats  des  übrigbleibenden  Fehlers.  1043 

30.  Benutzung  des  zweiten  Mittelwertsatzes  der  Integralrech- 
nung durch  O.  Bonnet.  0.  Boiind  hat  gezeigt,  daß  man  die  Ab- 
schätzung des  Integrals  (634)  auch  mit  Hilfe  desjenigen  Satzes  vor- 
nehmen kann,  den  man  jetzt  als  zweiten  Mittelwertsatz  der  Integral- 
rechnung bezeichnet.  Dieser  Satz  erscheint  bei  ihm  in  der  Gestalt ^'"'*): 
wenn  für  alle  x  des  Intervalls  (a  .  .  .  i)  die  Funktion  f{x)  positiv  ist 
und  abnimmt  und  die  Ungleichung  gilt: 

(652)  Ä<J'ij{ß)dß<B, 
daun  ist: 

b 

(653)  Äfia)  <fm  i'  iß)  dß  <  Bf{a) . 

Wird  hier  fix)  durch    - f^  ersetzt,    wobei  qp   denselben    Bedingungen 
genügen  muß   wie  vorher  f,  so  ergeben   sich   die  Ungleichungen^*"''): 

(654)  -T'-^<J'Piß)^''f^-äß<l^^^l       iab>0) 
und 

(6r,5)       0  <ficp{ß)  -  g>ie))'^dß<i<p{0))  -  q>{e))f'^dß, 

u  0 

aus  denen  zunächst  die  Grenzgleichung  (643)  folgt.    Um  von  ihr  zu 
(638)  zu  kommen,  muß  noch  qp(x)  durch 

X  qp  (x) 
sina; 

ersetzt    werden;    das  verlangt,   daß  diese  Funktion   in   der  Umgebung 
von  a;  =  0  abnimmt'"'"). 

40.  Integral  des  Quadrats  des  beim  Abbrechen  einer  trigono- 
metrischen Entwicklung  übrigbleibenden  Fehlers.  Ist  s,^  die  Summe 
der  n  ersten  Glieder  einer  trigonometrischeu  Entwicklung  der  Funk- 


1008)  J.  de  matli.  14  (1849),  p.  249;  Brux.  möm.  cour.  in  4»  23  (1848/50), 
p.  8.  Bonnet  gewinnt  den  Satz,  indem  er  in  dem  entsprechenden,  für  endliche 
Summen  geltenden  Lemma  Abels  die  Gliederzahl  unbegrenzt  zunehmen  läßt;  er 
fügt  dann  nur  hinzu,  er  sei  „tres-facile  ä  etablir  en  toute  rigueur".  Vgl.  darüber 
II A  2,  Voß,  Nr.  35,  p.  98,  sowie  die  dort  zitierte  historische  Darstellung  von 
A.  Pringsheim,  Münch.  Ber.  1900,  p.  209. 

1069)  J.  de  math.  14,  p.  254;  Brux.  mem.  cour.  23,  p.  13. 

1070)  Brux.  mem.  cour.  23,  p.  17.  Die  Bedingung  ist  insofern  unbequem, 
als  der  Faktor  x/sin  x  dort  zunimmt. 

Enoyklop.  d.  matli.  Wisaensch.     II  1.  68 
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tion  f,  so  ergibt  eich  aus  den  Gleichungen  (368)  bzw.  (385)  daß 

(656)  jlf—sjs„dx  =  0, 
also 

(657)  jy'dx>fsjdx 

ist.  Dieser  Satz  ist  als  sehr  spezieller  Fall  in  einem  allgemeinen  von 
J.  L-iouville^"''^)  enthalten;  seine  Verwendung  zu  Untersuchungen  über 
die  Konvergenz  trigonometrischer  Reihen  gehört  einer  späteren  Zeit  an. 
41.  Differentiation  und  Integration  trigonometrischer  Reihen. 
Solange  mau  an  der  formalen  Auffassung  auch  divergenter  trigono- 
metrischer Reihen  festhielt  und  sich  um  die  Reihenfolge  von  Grenz- 
übergängen nicht  kümmerte,  glaubte  man  sich  auch  berechtigt,  tri- 
gonometrische Reihen  beliebig  oft  gliedweise  zu  differentiieren  oder 
zu  integrieren'"'^).  Auch  S.D.Poisson  zweifelt  nicht  daran,  daß  das 
im  allgemeinen  zulässig  sei;  doch  stellt  er  bereits  folgende  Überlegung 
an'"''):  Wird  die  Gleichung  (384)  gliedweise  differentiiert  und  werden 
dann  die  Integrale  durch  partielle  Integration  umgeformt,  so  wird  zu- 
nächst erhalten: 

(658)  f'{x)  ==—^  j  lf'{a)(iOs(nx—ncc)da—{f\n)—fl—n))cosnxcoBnji].. 

Wird  hier  die  Summe  rechts  in  zwei  Bestandteile  gespalten  und  dem 
zweiten  Bestandteil,  der  für  sich  genommen  divergiert,  auf  Grund  der 
Gleichung  (25)  der  Wert 

(659)  ^(f{7c)  -n-n.)  =  ±Jf'{a)da 

—  n 

zugeschrieben,  so  stimmt  das  Resultat  mit  demjenigen  überein,  das 
durch  direkte  Anwendung  der  Formel  (384)  auf  die  Funktion  fix)  er- 
halten wird.  Poisson  meint  aber,  das  gelte  nicht  mehr  für  x=-\-%, 
da  dann  der  erwähnten  Reihe  nicht  der  Wert  — \,  sondern  oo  zuzu- 
schreiben sei;  daraus  glaubt  er  schließen  zu  müssen,  daß  die  Ent- 
wicklung von  f'(x)  an  den  Grenzen  ihres  Gültigkeitsintervalls  diver- 
•giere,  wenn  nicht  fin)  =  /'( —  n)  sei  [was  wieder  nach  der  andern 
Seite  hin  zu  viel  behauptet  ist]. 

Entsprechende  Überlegungen  stellt  er  dann  auch  für  diejenigen 
Reihen  an,  die  nur  Sinus-  oder  nur  Cosinusglieder  enthalten""*). 


1071)  J.  de  math.  1  (18.t6),  p.  265. 

1072)  Vgl.  Nr.  i;j,  8. 

1073)  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1&23),  p.  438;  chaleur  p.  193. 

1074)  Auch  A.  Cauchy  bemerkt,  daß  die  Sinusreihe   durch  gliedweise  Inte- 
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Dagegen  wird  durch  Integration  nach  x  und  Umformung  der 
Koeffizienten  durch  partielle  Integration  aus  der  Gleichung  (369)  er- 
halten'""): 

f{x) (^X=~^  l-^s_«^    j  ^.^^^  ^.^  ^^^ ^^^ 
0  /l  =  1  0 

=  — ^cos«a;    /  F(K)coanada —    -^     /  F{a)cosncxda 

ii  =  l  0  11  =  1    0 

und  da  F(0)  =  0  ist,  so  ist  das  gleich 

n  ,^  n 

(<">01)  /  F{ii)di'.  -f  —  ^  cos  nx  I  F{a)  cos  nada, 

0  7!  =  1  0 

wie  es  sein  soll.  Poisson  glaubt  daraus  schließen  zu  können,  daß  die 
durch  gliedweise  Integration  einer  Sinusreihe  erhaltene  Reihe  auch  an 
den  Grenzen  des  Intervalls  das  richtige  Resultat  ei-gebe,  wenn  nur 
i^(0)  und  F{7i)  überhaupt  endlich  seien.  Aus  der  Cosinusreihe  (365) 
wird  ebenso  erhalten: 

(662)  F{x)  =  [f  +  I-  2  ^~n-  ^'°  «^]  ^W 


-|-— ^  sin  MX  /  -F(«)sinMo:(Z« 


der  richtige  Wert  komme  also  hier  dadurch  heraus,  daß  das  Zusatz- 
glied  nach  (111)  überall  gleich  0  ist,  außer  für  x  ^  Ji. 

Auch  G.  G.  Stohes  bemerkt'"'^),  daß  man  aus  einer  Sinusreihe 
durch  Integration  immer  eine  noch  besser  konvergente  Reihe  erhalte, 
durch  Differentiation  dagegen  häufig  eine  divergente;  man  könne  aber 
mit  Hilfe  der  bereits  in  Nr.  38  besprochenen  Umformungen  diese 
divergenten  Reihen  durch  konvergente  ersetzen.  Ist  z.  B.  B^  der 
Koeffizient  von  sin  nx  in  der  Entwicklung  einer  Funktion  f(x),  die 
mit    ihren    Ableitungen    bis    zur    (2ft)'™   Ordnung    einschließlich    im 


gration   aus  der  Cosinusreihe   abgeleitet   werden   kann,   exerc.  de  math.  2  (1827)- 
=  Oeuvres  (2)  7,  p.  419. 

1075)  J.  ec.  polyt.  cah.  19,  p.  441;  chaleur  p.  196. 

1076)  Cambr.  trans.  8  (1849),  p.  545  (von  1847)  =  papers  1,  p.  255.  Er  be- 
merkt kurz,  für  die  Cosinusreihe  gelte  Analoges;  die  von  Poisson  an  die  Glei- 
chung (662)  geknüpfte  Bemerkung  findet  sich  bei  ihm  nicht,  p.  264  =  651  fügt 
er  noch  nachträglich  bei,  daß  einzelne  Unstetigkeiten  der  letztei  berücksich- 
tigten Ableitung  den  Schluß  nicht  stören. 

68* 
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Innern  des  Intervalls  stetig  ist,  so  ist  der  Koeffizient  B^^f')  in  der 
entsprechenden  Entwicklung  ihrer  (2,«.)''"  Ableitung   gegeben  durch: 

(663)      (-iy'Bi2.}=n'.B,-^n'"-^[m-(-l)''f(n)] 

+  l-n>-'[f"{0)  -  (-  1)Y"  W]  -  +  -■■• 

+  (-  l)"^[/-(^"-^)(0)  -  ,-  l)Y<^"--'(:r:)]. 

Läßt  sich  B^  in  der  Form  (650)  darstellen,  so  kann  man  das  Resultat 
auch  so  aussprechen^""):  man  erhält  die  Koeffizienten  der  Entwick- 
lung von  /'"'(a;),  wenn  man  gliedweise  diff'ereutiiert,  dabei  aber  aus 
der  Formel  (650)  alle  Glieder  wegläßt,  die  zu  divergenten  Bestand- 
teilen Veranlassung  geben  würden""^).  Die  Entwicklung  von  f  (x)  in 
eine  Sinusreibe  kann,  wenn  f(x)  im  Innern  des  Intervalls  keine  Un- 
stetigkeiten  aufweist,  ohne  weiteres  aus  der  Entwicklung  von  f(x)  in 
eine  Cosinusreihe  durch  gliedweise  Differentiation  gefunden  werden; 
aus  ihr  ergeben  sich  dann  die  Entwicklungen  der  Ableitungen  un- 
gerader Ordnung  durch  das  vorhin  genannte  Verfahren. 

0.  Bonnet^"^^)  sieht  den  Grund  dafür,  daß  man  eine  ti-igono- 
metrische  Reihe  nicht  immer  gliedweise  differentiieren  könne,  in  dem 
Umstände,  daß  die  Konvergenz  der  Reihe  den  Vorzeichen  ihrer  Glieder 
und  nicht  allein  ihrem  Abnehmen  zuzuschreiben  sei. 

42.  Verhalten  der  Keihe  an  SprungsteUen  der  zu  entwickeln- 
den Funktion.  Schon  D.  Bertwulli^'^^^)  hat  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, daß  man  beim  Übergang  von  (25)  zu  (110)  für  jedes  der  Inter- 
valle {2  k  —  1)  it  <,  X  <^  (2  k  -\-  1)  jc  die  lutegi-ationskoustante  anders 
bestimmen  müsse,  und  daß  infolgedessen  die  letztere  Reihe  eine  an 
den  Trennungsstellen  dieser  Intervalle  unstetige  Funktion  vorstellt. 
Auch  Euler  hat  bemerkt'"^"),  daß  die  Gleichung  (lll)füra;  =  n:  nicht 
mehr  richtig  sein  kann;  er  legt  sich  die  Sache  so  zurecht:  für  x  =  it  —  S 
wird  jedes  Glied  der  Reihe  nahezu  gleich  d,  die  Summe  unend- 
lich vieler  unendlich  kleiner  Größen  kann  aber  sehr  wohl  einen  end- 


1077)  p.  258  =  54,7. 

1078)  Brux.  mem.  cour.  in  4°  23  (1848/50),  p.  24. 

1079)  Petrop.  n.  comm.  17  (1772),  p.  8:  „integer  transitus  perficitur  non  in 
aroulo  dx,  sed  in  unico  puncto  vere  mathematico".  /.  Fr.  Ffaff  (Versuch  *')) 
p.  18  ist  mit  dieser  Erklärung  nicht  zufrieden,  weiß  aber  auch  nichts  Besseres 
beizubringen  als  die  Berufung  darauf,  daß   schon  die  [divergente]  Reihe  (25)  bei 

o;  =  0  nicht    -  ,  sondern  co  zur  Summe  habe. 

1080)  opuscula  analytica  1,  Petrop.  (1783),  p.  169  =  institut.  calc.  integr.  4, 
suppl.  V,  §  48?  (von  1772). 
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liehen  Wert  haben.  Immerhin  blieben  diese  Bemerkungen  vereinzelt; 
noch  Ch.  Bahhage  meint'*""):  die  Reihe  (110)  zeige,  daß  die  willkür- 
liche Integrationskonstante  nicht  für  die  ganze  Ausdehnung  eines 
Integrals  denselben  Wert  zu  haben  brauche;  der  Grund  hiervon  sei 
noch  nicht  genügend  aufgeklärt;  man  könne  ihn  in  Unstetigkeiten 
von  Ableitungen  des  Integranden  oder  in  besonderen  Eigentümlich- 
keiten der  Exponentialfunktion  suchen. 

Dann  hat  A.  Caucliy^"^')  aus  seinen  Residuensätzen  gefolgert,  daß 
auch  die  Summen  der  Reihen  (282),  (283)  in  verschiedeneu  Intervallen 
verschiedenen  analytischen  Funktionen  gleich  sind. 

Allgemein  ist  die  Frage  aber  erst  von  S.  D.  Poisson  behandelt 
worden.'"**^)    Er  zeigt  zunächst,  daß: 

(664)    ^    j  f(a)  da  -\-   "lim  "^  f  e~"''cos{nx  —  na)f(cc)d(( 

0  »  =  10 

10  für  —ii<x<0, 
=  I   -  f(x)  für  X  ^  0  und  für  x  =  n, 
\f{x)  für  0<x<7c 


1081)  Mem.  of  the  analytical  society,  Cambr.  1813,  p.  VIll;  die  Vorrede,  die 
■wie  auch  die  Abhandlungen  des  Bandes  keinen  A^erfassernamen  trägt,  rührt 
nach  Angabe  von  W.  W.  H.  Ball,  history  of  the  study  of  mathematics  at  Cam- 
bridge 1889,  p.  120,  von  Babbage  her. 

1082)  Paris  me'm.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  471  (von  1814).  Vgl. 
die  auf  Verlangen  der  akademischen  Kommission  [Legendre]  hinzugefügten  Er- 
läuterungen p.  493,  503.  Betr.  Legendre's  eigene  Darstellung  vgl.  man  hier 
Note  400. 

1083)  J.  ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  423.  Er  leitet  daraus  ab,  daß  die 
Keihen,  die  nur  Sinus-  oder  nur  Cosinusglieder  enthalten,  an  den  Grenzen  ihrer 
Gültigkeitsintervalle  selbst  XuU  sind,  bzw.  verschwindende  Ableitungen  liefern 
(p.  428),  sowie  entsprechende  Sätze  für  die  Reihen,  die  nach  den  Funktionen 
der  ungeraden  Vielfachen  des  Arguments  fortschreiten.  Infolgedessen  vermeidet 
er  es,  direkten  Gebrauch  von  Entwicklungen  von  Funktionen  zu  machen,  welche 
diesen  Bedingungen  nicht  genügen,  und  hilft  sich,  um  das  vermeiden  zu  können, 
damit,  daß  er  eine  der  erwähnten  einfachen  Funktionen  mit  derselben  Art  von 
Unstetigkeit  addiert  und  ihre  Entwicklung  wieder  subtrahiert  (ib.  p.  467,  489; 
19  (1823),  p.  58,  443).  Noch  im  traite  de  mecanique  (1833),  leitet  er  2,  p.  337 
die  Entwicklung  von  x  nach  den  Sinus  und  p.  344  die  von  nji  nach  den  Cosinus 
der  Vielfachen  von  x  nicht  direkt  mit  Hilfe  der  Integraldarstellungen  der  Koef- 
fizienten ab,  sondern  gewinnt  auf  diesem  Wege  nur  die  Entwicklungen  von  .x-* 
nach  den  Cosinus  bzw.  von  tix  nach  den  Sinus  und  diiferentiiert  dann.  —  Auch 
J.  Liijuville  hat  diese  Bedenken  ursprünglich  geteilt  (J.  de  math.  1,  1836,  p.  27, 
30),  aber  bald  bemerkt  (ib.  2,  1837,  p.  421,  433),  daß  sie  grundlos  sind. 
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ist;  weiter^"**)  überhaupt,  daß  dieselbe  Summe,  wie  auch  die  Summe 
(384),  wenn  f{x)  nur  in  einem  Teil  des  Gültigkeitsintervalls  von  Null 
verschieden  ist,  an  den  Grenzen  dieses  Teilintervalls  nicht  =  f{x), 
sondern  nur  =  \/2f(x)  ist;  sowie^"*^),  daß  der  Wert  der  letzteren 
Summe,  für  x  ^  —  3t  und  für  x  =  Ji,  wenn  /"( —  tc)  und  /"(sr)  von- 
einander verschieden  sind,  keinem  von  beiden,  sondei-n  ihrem  arith- 
metischen Mittel  gleich  ist.  Derselbe  Satz  sowie  der  allgemeinere: 
wenn  für  einen  besonderen  Wert  von  x   die  Grenzwerte  lim  f(x  -{-  e) 

1  =  0 

und  lim/'(3;  —  s)  zwar  beide  existieren,  aber  voneinander  verschieden 

1  =  0 

sind,  so  ist  an  einer  solchen  Stelle  die  Summe  der  Reihe  gleich  dem 
ai-ithmetischeu  Mittel  der  beiden  Grenzwerte  —  ergibt  sich  dann  sofort 
aus  DirichlctB  ßeweisverfahreu,  wie  dieser  auch  selbst  hervorhebt '^''*^). 
Die  nähere  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Keihensumme  in 
der  Umgebung  einer  singulären  Stelle  hat  F7:  W.  Newman  begonnen; 
zunächst  für  die  Reihe  (410).  Er  stellt  die  Summe  ihrer  2m  ersten 
Glieder  in  der  Form  dar^"*'): 


(605)  2/»=|/ 


.sm  imx  , 

ax 

cosa; 


1084)  J.  ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  430;  19  (1823),  p.  435;   chaleur  p.  190. 

1085)  Ib.  19,  p.  434.  —  Bei  Fourier  findet  sich  hierüber  nur  eine  Andeu- 
tung, theorie  Nr.  423  =  Oeuvres  1,  p.  511,  die  erst  Darhoux  in  einer  Note  dazu 
ausführt. 

1086)  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  168;  ßepert.  Phys.  1  (1837),  p.  170  =  Werke  1, 
p.  130,  156;  ausführlich  erörtert  auch  von  M.  Ohm,  System  der  Mathematik  9, 
Nürnberg  1852,  p.  311.  Daß  die  gegenteilige  Angabe  bei  Dirksen,  J.  f.  Math.4 
(1829),  p-  178  falsch  ist,  bemerkt  bereits  B.  Biemann,  Gott.  Abhandl.  13  (1868)  (von 
1854)  =  Werke  p.  238.  In  der  ausführlicheren  Abhandlung  Dirksens,  Berl.  Ab- 
handl. 1829  [32],  p.  186,  die  Riemann  nicht  kennt  [oder  ignoriert?],  steht  übri- 
gens die  richtige  Angabe. 

Übrigens  steht  noch  G.  Piola  (mem.  soc.  ital.  20j  (1831),  p.  603)  der 
Sch-vvierigkeit  ratlos  gegenüber,  daß  die  Sinusreihe  die  zu  entwickelnde  Funktion 
an  der  Grenze  nicht  mehr  darstellen  kann,  wenn  diese  dort  von  Null  verschie- 
den ist.  Er  meint:  wenn  auch  die  Interpolationsformel  an  der  Grenze  nicht 
mehr  richtig  sei,  könne  mau  doch  die  zur  Darstellung  der  Koeffizienten  der 
Keihe  dienenden  Integrale  bis  an  die  Gi-enze  erstrecken,  da  eine  unendlich  kleine 
Änderung  der  Grenzen  das  Integral  nur  unendlich  wenig  ändere.  Da  er  aber 
doch  weiß,  daß  diese  letztere  Behauptung  nur  „im  allgemeinen  richtig"  ist,  so 
verzichtet  er  in  Erkenntnis  seiner  unzureichenden  Kräfte  auf  eine  klare  Aus- 
einandersetzung. 

1087)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  3  (1848),  p.  108.  Er  meint  die  Frage,  ob 
m  von  X  abhängig  sein  könne,  sei  vom  „algebraischen"  Standpunkt  aus  jeden- 
falls zu  bejahen,  bei  physikalischen  Problemen  im  einzelnen  Fall  zu  untersuchen. 
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und  setzt  darin 

(606)  x  =  l  —  ^- 

indem  er  den  Grenzübergang  ohne  weiteres  unter  dem  Integralzeichen 
vornimmt,  erhält  er  für  dieses  Argument 


u 

//^.-.r-N  V  1     /  sin  I 


du. 


Er  meint,  man  könne  so  durch  geeignete  Wahl  von  u  jeden  Wert 
zwischen  den  Grenzen  +  —  erhalten,  da  dies  die  Werte  sind,  die  das 
Integral  für  z«  ==  +  oo  annimmt.  Demgegenüber  macht  H.  Wil- 
braham^"^^)  darauf  aufmerksam,  daß  die  äußersten  Werte,  die  dieses 
Integral  annehmen  kann,  vielmehr 


(668)  ±l'''^du 


sind,  daß  also  das  geometrische  Bild  der  Reihensumme  nicht  einfach 
ein  aus  abwechselnd  horizontalen  und  vertikalen  Strecken  zusammen- 
gesetzter Linienzug  sei,  sondern  daß  die  vertikalen  Strecken  beider- 
seits um  ein  endliches  Stück  zu  verlängern  sind. 

Wenn  J.  R.  Young^"^^)  behauptet,  die  Gleichung  (111)  sei  noch 
für  X  =  51  und  die  Gleichung  (410)  noch  für  x  =  ^  richtig,  so  meint 
er  dabei  doch  nur:  wenn  x  sich  der  betr.  Grenze  unbegrenzt  nähert. 

0.  Bonnet  überträgt  das  Hauptresultat  dieser  Nummer  auf  Po- 
tenzreihen komplexen  Arguments.    Aus  seinen  Untersuchungen  ergibt 


Analog,  nur  kürzer,  behandelt  er  auch  die  Eeihe  (111).  Auch  bei  A.  Cauchij, 
Paris  C.  R.  36  (1853),  p.  457  =  Oeuvres  (1)  12,  p.  33,  findet  sich  die  Bemerkung 
(1091),  daß  die  Summe  der  in  der  Reihe  (110)  auf  das  «te  noch  folgenden 
Glieder  für  a;  =  —  näherungsweise  durch  das  Integral 


/■ 


du  ~  0,6244 


sich  darstellen  läßt. 

1088)  Ib.  p.  198.  Er  erläutert  die  Verhältnisse  durch  Figuren.  Übrigens 
ist  bei  ihm  weder  bewiesen,  daß  man  (Oijö)  durch  (667)  ersetzen  darf,  noch  daß 
man  durch  Annahme  anderer  Beziehungen  zwischen  x  uud  ii  keine  andern  Werte 
erhalten  könne;  überhaupt  liegt  der  ganzen  Untersuchung  kein  scharfer  Grenz- 
begrifi'  zugrunde. 

1089)  Phil.  mag.  27  (1845),  p.  91  Dubl.  proc.  3.  (1846),  p.  46.  Cambr.  trans. 
8,  vl847),  p.  437. 
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sich^"^"):  wenn  die  Werte  einer  Bolchen  Funktion  in  einem  Punkt  s^ 
des  Konvergenzkreises  einen  endlichen  Stetigkeitssprung  aufweisen,  so 
nähert  sich  die  Funktion  dem  arithmetischen  Mittel  aus  diesen  beiden 
Werten,  wenn  die  Variable  sich  dem  Punkte  s  auf  einem  Radius 
nähert.  Auch  den  Fall  untersucht  er,  daß  die  zu  entwickelnde  Funk- 
tion in  einem  Punkte  des  Konvergenzkreises  so   unendlich   wird,   daß 

(669)  lim  {s—z^y-^f{z) 

für  einen  positiven  Werb  von  §  existiert;  er  zeigt,  daß  auch  in  diesem 
Falle  die  Entwicklung  in  allen  übrigen  Punkten  des  Konvergenzkreises 
noch  konvergiert^"'^). 

III.  Unharmonische  trigonometrische  Reihen. 
43.  Erste  Beispiele  solcher  Reihen.  Die  Methode  der  ausge- 
zeichneten Lösungen  zur  Integration  partieller  Differentialgleichun- 
gen (Nr.  69)  führt  auch  dann  nicht  immer  auf  die  im  bisherigen 
allein  besprochenen  „harmonischen"  trigonometrischen  Reihen,  wenn 
der  eine  Faktor  der  Elementarlösung  ein  Cosinus  oder  Sinus  ist; 
das  ist  vielmehr  nur  dann  der  Fall,  wenn  die  zu  erfüllenden  Grenz- 
bedingungen die  einfache  Form  u  =  0  oder  cu/dx  =  0  haben.  Treten 
kompliziertere  Grenzbedingungen  oder  neben  den  Grenzbedinguugen 
für  einzelne  Innenwerte  des  Intervalls  (bei  den  Anwendungen  auf 
physikalische  Probleme  an  Stellen,  an  welchen  die  Materialkonstanten 
sich  sprungweise  ändern)  noch  „Übergangsbedingungen"  auf,  so  erhält 
man  zur  Bestimmung  der  zulässigen  Frequenzzahlen  bzw.  Abklingungs- 
koustanten  kompliziertere  determinierende  Gleichungen.  Derartige  Glei- 
chungen sind  bereits  im  Laufe  des  18.  Jahrhunderts  mehrfach  aufge- 
stellt, zum  Teil  auch  diskutiert  worden.  So  erhalten  etwa  gleichzeitig 
B.  Bernoulli^"^-]  für  die  Schwingungszahlen  einer  Orgelpfeife  „ä  che- 


1090)  Brux.  m^m.  cour.  in  4°  23  (1848/50),  p.  103.  Der  Satz  ist  bei  Bonnet 
nicht  so  bestimmt  ausgesprochen;  er  redet  ganz  allgemein  von  dem  Wert  der 
Reihe  für  z  =  s^. 

1091)  p.  104.  Für  den  Fall,  daß  der  Grenzwert  (669)  für  keinen  positiven 
"Wert  von  d  existiert,  aber  für  S  =  0  gleich  Null  ist,  zieht  Bounet  p.  105  noch 
logarithmische  Kriterien  herbei. 

1092)  Paris  mem.  1762  [64],  p.  466.  &  D.  Poisson  (Paris  inem.  2  (1817)  [19], 
p.  361)  —  der  übrigens  glaubt,  man  müsse  das  Problem  als  ein  solches  erzwun- 
gener Schwingungen  behandeln,  und  deshalb  die  Eigenschwingungen  gerade  aus- 
schließt —  kommt  bei  anderen  Annahmen   über  die  Grenzbedinguugen   auf  die 

Form: 

tgnl  ■  cot6i  =  c. 

AVeitere  Ausführungen    über  solche   Orgelpfeifen    bei  /.  M.  C.  Duhamel,   J.   de 
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minee"  eine  Gleichung  der  Form 

(670)  tgaA  .  tg6/l  =  c, 

und  L.  Eulcr^"^^)  für  die  einer    aus    zwei    verschiedenen   Stücken  zu- 
sammengesetzten Saite  die  folgende: 


(671)  «tg';  +  ^tg',''=o, 


die  sich  in  dem  später  von  7).  Bernoidli^"^*)  besprochenen  Grenzfall 
/3  =  0  auf 

(672)  «  tg  ^;  +  A&  =  0 

reduziert;  Enler  noch""''')  für  eine  Saite,  deren  Konstante  in  bestimm- 
ter Weise  vom  Ort  abhängen: 

(673)  tgXilc-J^=-^^, 

die  für  h  =  0  wieder  in  (672)  übergeht.  Die  Frage  aber,  ob  und  wie 
man  aus  den  so  gefundenen  Pai-tikularlösuugen  die  allgemeinen  Lö- 
simgen  durch  Superposition  zusammensetzen,  also  ob  man  eine  will- 
kürliche Funktion  von  x  nach  den  so  erhaltenen  Funktionen  sin  Ix 
oder  cos  kx  entwickeln  könne,  ist  damals  noch  nicht  berührt  worden. 
Erst  J.  J.  Fourier  hat  für  das  Problem  der  Abkühlung  einer  Kugel, 
in  der  die  Temperatur  von   den  Polarwinkeln    unabhängig  ist,  nicht 


math.  15  (1850),  p.  197;  er  findet,  bei  D.  BernouUi  kompensierten  sich  zwei  Ver- 
sehen. 

logs^i  Petrop.  n.  comm.  9  (1762/63),  p.  285. 

1094)  Ib.  16  (1771),  p.  264.  —  Für  die  Diskussion  dieser  Gleichung  (durch 
Untersuchung  der  Schnittpunkte  der  Geraden  fi=  —  Xb  mit  der  Tangenslinie 
(1  =  « tg  —  )  sind  die  beiden  Fälle 

^>0,  -^-<0 

a  a 

zu  unterscheiden;  außer  der  jedesmal  vorhandenen  Wurzel  1  =  0,  die  für  b  =  a 
eine  dreifache  ist,   hat  die  Gleichung  im  ersteren  Fall  in  jedem   der  Intervalle 

(icTi ■■IcTtj  eine  Wurzel    (D.  BernouUi,    Petrop.  n.  comm.  16,   p.  266,    für 

h  =  a),  im  letzteren  in  jedem   der  Intervalle  ikit  ■  ■  /''-"r -f- -,-)  für  |6|^|a|  mit 

Ausnahme  des  ersten.  {Euler,  introductio  in  analysin  infin.  2,  Laus.  1748, 
p.  318,  für  6  =  —  n.)  —  Sind  so  die  Wurzeln  separiert,  so  kann  man  sich  zu 
ihrer  näheren  Bestimmung  der  Reihenumkehrung  bedienen,  was  ebenfalls  bereits 
von  den  genannten  Autoren  für  die  von  ihnen  behandelten  speziellen  Fälle 
durchgeführt  worden  ist. 

1095)  Taur.  misc.  3;  (1762/65),  p.  56.  Er  gibt  die  Diskussion  dieser  Glei- 
chung, unter  Benutzung  der  Schnittpunkte  der  Tangenslinie  mit  einer  Hyperbel. 
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nur  gezeigt ^''^^),  daß  sin  X„.t  eine  ausgezeichnete  Lösung  ist,  wenn  A^ 

eine  Wurzel  der  Gleichung 

((374)  igA„jr  =  a).„ 

ist,  in  der  a  eine  positive  Konstante  bedeutet,  sondern  auch  (durch 
elementare  Rechnung)  abgeleitet,  daß  für  diese  Funktionen  das  Inte- 
graltheorem gilt 

fO  für  2„=t=  ;.„, 


(675)      /  sinf.^^x  sinX^xdx  =\ 


V    aT  ^'°  ^^^n^    fÖ''   ^m  "^^  ^'n'l 


ii.„ 

so  daß  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  einer  Funktion  nach  diesen 
ausgezeichneten  Lösungen  durch  die  Methode  der  gliedweisen  Inte- 
gration sich   bestimmen.    Ebenso   zeigt  er'"''),  daß  für  das   Problem 


1096)  Paris  intim.  4  (1819/20[24])  (Preisschrift  von  1811),  p.  408;  theorie  de 
la  chaleur  Nr.  291,  424  =  Oeuvres  1,  p.  313,  513.  Ohne  Beweis  auch  bull, 
philomat.  (1820),  p.  64  =  Ann.  chim.  phys.  13  (1820),  p.  427  =  Oeuvres  2, 
p.  279.  Die  Separation  der  Wurzeln  nimmt  er  -wie  Euler  "'^*)  vor;  zu  ihrer  Be- 
rechnung bedient  er  sich  dann  der  Iteration  in  der  Form 

in  der  sie,  wie  aus  der  Figur  erhellt,  konvergiert,  während  ^5*  +  i>  =  a~itgi^*'jr, 
divergiert.  Den  Beweis  für  die  Möglichkeit  der  Entwicklung  einer  willkürlichen 
Funktion  nach  diesen  sin?,,, a;  scheint  Fourier  zuei'st  als  durch  das  Gelingen  der 
Koeffizientenbestimmung  bereits  genügend  erbracht  angesehen  zu  haben;  nach- 
träglich (theorie  Nr.  424  =  Oeuvres  1,  p.  517)  beruft  er  sich  noch  auf  den  Grenz- 
übergang von  der  entsprechenden  Interpolationsformel  her,  doch  ohne  dessen 
Zulässigkeit  zu  begründen.  Übrigens  bemerkt  er:  wenn  man  ein  ain^^a;  aus 
ihrer  Folge  weglassen  wollte,  würde  man  jedenfalls  nur  solche  Funktionen  ent- 
wickeln können,  für  die  f  f{x)sml^xdx  =  0  wäre  (Nr.  425,  p.  519).  —  Dieselbe 
Entwicklung  bei  demselben  Problem  auch  bei  S.  D.  Poisson,  J.  ec.  polyt.  19 
(1823),  p.  113;  beim  Problem  des  „Bordaschen  Pendels"  conn.  des  temps  pour 
1833[30],  p.  45.  Im  Falle  a  =  x  hat  die  Gleichung  (674)  lo  =  0  znr  dreifachen 
Wurzel;  Poisson  bemerkt  an  der  ersteren  Stelle,  die  Entwicklung  gelte  auch  in 
diesem  Fall,  nur  sei  dem  zu  X^,  =  0  gehörenden  Glied  der  Faktor  #  beizulegen. 
Fourier's  Verfahren  ist  reproduziert  von  Ph.  Kelland,  theory  of  heat,  Cambr. 
1837,  p.  78.  0.  Bonnet  (Brux.  mem.  cour.  in  4°,  23,  1848/50,  p.  35)  hebt  hervor, 
daß  es  die  Entwickelbarkeit  einer  willkürlichen  Funktion  nach  den  sini„a;  nicht 
beweist,  sondern  voraussetzt;  vgl.  hierzu  Note^®"). 

1097)  Preisschrift  p.  458;  theorie  Nr.  323  =  Oeuvres  1,  p.  361.  —  Poisson, 
j.  ('C.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  480,  hat  dieselbe  Entwicklung  bei  dem  Problem 
der  Schwingungen  eines  an  einem  elastischen  Faden  autgehängten  Massen- 
punktes; außerdem  noch  eine  Entwicklung  nach  den  sin^^a;,  mit  derselben  Glei- 
chung für  die  ?.,,  und  analoger  Koeftizieuteubestimmung.  —  Die  Entwicklung  des 
Textes  auch  in  der  Theorie  der  Schwingungen  einer  Kettenbrücke  bei  C  IL 
L.  Navier,  rapport  ä  M.  Becquey  et  mem.  sur  les  ponds  suspendus,  Paris  1823, 
p.  138. 
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der   Erkaltung    eiues    Parallelepipeds    die    Funktionen   cos  l„x   ausge- 
zeichnete Lösungen  geben,  wenn  die  A„  der  transzendenten  Gleichung 

(676)  A„  ^g^n^  =  " 

genügen;  und  daß  für  diese  Funktionen  die  Integraltheoreme 

?  |0  für  A„=4=  A„, 

(677)  /  cos  yl„,a;  cos  A„a;Y?:r  = 


+    -,  -  sin2A„:;r  für  A„ 


gelten. 


Die   Frage   der  Wärmeleitung    in   einem    Stabe  unter  den  Grenz- 
bedingungen 

(678)  ^-  =  h^u  für  x  =  —  1,     ^  =  —  holt  für  x  =  l 

führt,  wie  S.  D.  Poisson  ursprünglich *°'^)  durch  die  in  Nr.  84  zu  be- 
sprechende Methode  gefunden  und  später^"^^)  durch  die  hier  besprochene 
verifiziert  hat,  auf  eine  Entwicklung  nach  den  Funktionen 

(679 )  (Jio  —  fcj)  cos  A„  sin  l^x  —  [2  A„  cos  A„  -j-  (h^  -(-  '*ä)  ^i"  ''■J  cos  l^x 
mit  der  determinierenden  Gleichung: 

(680)  (/ij //.,  —  A')  sin  2  A  -f  (h^  +  h^)  X  cos  2  A  =  U. 

Man  erhält  etwas  einfachere  Formeln,  wenn  man  mit  J.  31.  C.  Du- 
haniel''-^'^'^)  den  Nullpunkt  in  den  einen  Endpunkt  des  Stabes  verlegt, 
also  die  Bedingungen  (678)  durch 

(681)  ^1  =  2Jt^u  für  x  =  0,     ll  =  —  27t„M  für  x  =  1 

ersetzt;  die  determinierende  Gleichung  bleibt  dieselbe,  aber  die  Eigen- 
funktionen können  einfacher 

(682)  2Äi  sin  l,^x  -\-  A„  cos  A„a; 

geschrieben  werden.  Im  Falle  Äj  =  Ju,  der  von  G.  G.  Sfokes^^"^)  direkt 
untersucht  ist,  zerfäUt  die  determinierende  Gleichung  (680)  in  die 
beiden: 

(683)  fe  tg  A  -f  A  =  0,     A  tg  A  +  /i  =  0; 


1098)  J.  Ec.  polyt.  cah.   19  (1S23),  p.  34. 

1099)  Chalexir,  p.  265,  p.  266  führt  er  noch  den  Grenzübergang  zu  dem  Falle 
aus,  daß  eine  der  Größen  /(  unendlich  wird;  der  dann  auftretende  Eigenwert 
1  =  0  erfordert  dabei  eine  besondere  Überlegung. 

1100)  J.  Ec.  polyt.  cah.  22  (1833),  p.  30  (von  1829/30). 

1101)  Cambr.  Trans.  8^  (1849)  (von  1847)  =  Papers  1,  p.  291. 
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die  zu  ihnen  gehörenden  Eigenfunktionen  können  bzw. 

(684)  sin  ?.„x,     cos  l^x 
geschrieben  werden. 

Verwandt  damit  ist  das  Problem  der  Wärmebewegung  in  einer 
Kugelschale,  ohne  Wärmeabgabe  nach  innen  und  mit  Strahlung  nach 
außen,  das  Poisson  auf  Entwicklungen  nach  den  Eigenfunktionen 

(685)  rZ„  =  (1  —  pB)rf,^  sm  {X,,R  —  X^x)  —  R"  sin  {X^x  —  X„r^) 

—  Tf^üX^lIl  cos  {X^x  —  ;i^r,)  -\-  >•(,  cos  (A^it ^n^)\ 

mit  der  determinierenden  Gleichung 

{X-r^B  +  1  —pE)  sin  {XB  —  Xr^ 


(686) 

^       '  \={B  —  r^ArP'>\B]XQQ%{XB  —  Xr^ 

führt  "ö2). . 

Die  Frage  der  radialen  Schwingungen  einer  elastischen  festen 
Kugel  führt  S.  D.  Poisson^^"^)  auf  eine  Entwicklung  einer  willkür- 
lichen Funktion  in  eine  Reihe  der  Form 

(687)  f(x)  =  ^  ^X^a^  co^  ^n^  —  sinZ^a;), 
wobei  die  A,^  einer  Gleichung  ^^^'') 

(688)  (4  —  3A=)  sin  A  —  4A  cos  A 

zu  genügen  haben.  Die  erforderlichen  Integraltheoreme  leitet  er  zu- 
nächst auf  dem  unten '^^^)  erwähnten  Umwege,  nachher""^)  durch  direkte 
Rechnung  ab. 

Unharmonische  trigonometrische  Reihen  treten  auch  bei  den 
Untersuchungen  der  Schwingungen  eines  kontinuierlichen  Sy.stems  auf, 


1102)  Chaleiir,  p.  287.  Im  Falle  ^  =  0  hat  die  determinierende  Gleichung 
1^0  zur  dreifachen  Wurzel ;  ihr  entspricht  eine  von  0  verschiedene  Konstante 
als  Eigenfunktion  (p.  288).  Die  Annahme  )\  =  0  führt  auf  die  Formeln  (674), 
(675)  zurück  (p.  289);  p.  291  behandelt  er  diese  auch  noch  einmal  direkt.  Übrigens 
gehen,  was  Poisson  nicht  bemerkt  zu  haben  scheint,  die  Gleichung  (686)  in  (680) 
und  die  Eigenfunktionen  (685)  bis  auf  irrelevante  Faktoren  in  (679),  bzw.  (682) 
über,  wenn  man 

07,         {R-r,){pR-\)        2^^   _R-r, 

"  '  R  '       '         % 

nimmt  und 

KR  -  )•„)  durch  2i,     x  durch  ^^  ^  +  ^7"°  ^  ^^"^^  >'o  +  {R  —  ''o)^ 

ersetzt;  nur  ist  zu  beachten,  daß  dabei  h  auch  negativ  ausfallen  kann. 

1103)  Paris  möm.  8  (1829),  p.  411. 

1104)  Einige  numerische  Angaben  über  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  noch 
p.  420. 

llOö)  p.  416. 


43.  Erste  Beispiele  solcher  Reihen.  1055 

das  an  einem  oder  mehreren  Punkten  mit  einem  System  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Freiheitsgraden  gekoppelt  ist.  So  stellt  S.  D. 
Poisson^^''^)  das  Problem  der  sog.  sympathischen  Pendel  durch  das 
Gleichungssystem  dar: 

^TF  =  ö- .  für  —  1  <  :c  <  1 ; 
«^  dt^  +  at^  +  ^  ==  ^'    Tx=^  2'*^  ^'^'^  .r  =  -  1; 


(689) 


^  dr-  -  a*^  +  "^  =  ö'    a^  =  ^'••'f  f"^  ^  =  !•' 

dip 


dt 


=  ß  für  t  =  0 


und  integriert  sie  —  von  Ausnahmefällen  abgesehen^"")  —  durch 
den  Ansatz: 

M  =   '^  (C  sin  kx  -}-  D  cos  Xx){L  cos  Z<  +  3?  sin  Xt), 

(690)     ö  =  V^  _^"^j^,  (C  sin  A  +  Z)  cos  l)[L  aosU  -\-  31  sin  Xt), 

^=  ^  T^DiTsC^  ^^"^  ''^  —  -^  ^°^  ^){L  cos  A<  -(-  ilf  sin  /l<). 

Die  Nebenbedingungen  ergeben  dann  zwei  Gleichungen  für  das  Ver- 
hältnis C :  D,  Elimination  desselben  eine  determinierende  Gleichung 
der  Form"»»). 

tg  A  ^  einer  gebrochenen  Funktion  4.  Grades  von  A. 

Er  leitet  die  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  der  Entwicklung  will- 
kürlicher Funktionen  nach  den  hier  auftretenden  Eigenfunktionen  er- 
forderlichen Integralsätze  ab. 

Weiter    ist    S.  D.  Poisson^^'^^)    durch    das    Problem    der    kleinen 


1106)  Conn.  des  temps  pour  1833[30],  add.  p.  3;  Auszug  BuU.  Ferussac  15 
(183),  p.  26'J. 

1107)  Diese  Ausnahmeiälle  sind  bei  ihm  nur  analytisch  charakterisiert;  es 
muß  sich  um  Fälle  der  Konsonanz  des  ganzen  Systems  mit  einem  der  Teilsysteme 
handeln. 

IIOS)  Angaben  über  die  näherungsweise  Auflösung  dieser  Gleichung 
p.  30,  34. 

1109)  J.  Ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  460.  Poisson  bespricht  auch  den  Über- 
gang von  diesem  Fall  zu  dem  der  harmonischen  Sinusreihe.  Er  kann  in  doppelter 
Weise  erreicht  werden:  einmal  durch  die  Annahme  c  ^  1,  was  keine  Schwierig- 
keit   bietet   (p.  463);    dann    aber   auch    durch    die   Annahme    a  =  b.    Bei   dieser 
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Schwingungen  einer  gestückelten  Saite  auf  die  Aufgabe  geführt  wor- 
den, simultan  zwei  Funktionen  von  zwei  verschiedenen  Veränderlichen 
in  Reihen  der  Form 

,       .  |?/i  =^-Bn  sin-l„&  sinA„a;,         0  <  a;  <  «, 

'  2/2  =  ^^n  sin  ^n*  si"^  K^         0  <  a;  <  &, 

zu  entwickeln,  wobei  die  A„  der  Gleichung 

(692)  sin  A^6  cos  X^a  -\-  c  cos  X^b  sin  A^«  =  0 

zu  genügen  haben.  Die  Koeffizienten  berechnen  sich  dabei  mit  Hilfe 
der  Gleichungen: 

(693)  sinA^ft  sin  A„,6  y  sin  A„«  sin  A„«(^« 

0 

6 

-f-  c  sin  X^tt  sin  X^a  f  sin  A,,«  sin  X^adu 
|0f«rA„4=A„ 
=  U"  ^i'^  ^s^  sin  A^i{(a  -|-  &f)  sin  A^a  sin  A„& 

\  —  (^  4~  ^c)  cos  X^a  cos  A„6 )    für  1^  =  A„. 

Bei  dem  ähnlichen  Problem  der  Wärmeleitung  in  einer  aus  Kern 
und  Schale  zusammengesetzten  Kugel  bedient  sich  Poisson^^^")  der 
Methode  Fouriers.  Es  handelt  sich  zunächst  darum,  die  Elementar- 
lösungen 

=  Ä^  cos  X^x  -\-  B^  sin  X^x,         (0  <  x  <  Z) 


(693)       , 

^       '       lMW=.4WcosA„a;  +  5WsinA„:r,         (Z  <  a;  <  i -f  ZJ 


letzteren  würde  sich  zunächst  y,  =  0  für  x^  a,  J/j  =  ^  für  x  =  b  ergeben ; 
Poisson  zeigt  (p.  469),  wie  man  das  vermeiden  kann,  wenn  man  beobachtet,  daß 
beim  Grenzübergang  das  Verhältnis  sin  l„a :  sini„6  nicht  notwendig  gleich  1 
wird,  sondern  wenigstens  für  einen  Teil  der  t„  zunächst  in  der  Form  0/0  er- 
scheint, und  seineu  Grenzwert  durch  Entwicklung  nach  Potenzen  von  b  —  a  be- 
stimmt. Er  erhält  so  Zusatzglieder,  die  überall  null  sind,  außer  für  x  ^  o,  bzw. 
x  =  b,  und  dort  gerade  die  gewünschten  Korrektionen  ergeben.  Etwas  anders 
p.  489. 

Er  erhält  die  Funktionen,  nach  denen  entwickelt  werden  soll,  nicht  als  den 
Grenzbedingungen  genügende  Elementarlöeungen  der  Ditferentialgleichung  selbst, 
sondern  als  Lösungen  derjenigen  Diiferenzengleichung,  auf  die  man  geführt  wird, 
wenn  man  die  gegebenen  Funktionen  den  Grenzbedingungen  gemiiß  nach  der 
in  Nr.  84  zu  erwähnenden  Methode  über  ihren  ursprünglichen  Defiuitionsbereich 
hinaus  fortsetzen  will. 

1110)  J.  t.c.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  374;  reproduziert,  mit  ausführlicher 
Diskussion  der  Grenzfälle,  chakur  p.  300. 
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den  Bedinsimcreii 


II  =  0  für  X  =  0, 


£^  +  (^-m;)""'  =  o  mr  x  =  i  +  i„ 


dx 
du* 


~-(^+|)»+M*"=o, 


für  X  =  l 


(695) 


gemäß  zu  bestimmen;  die  erste  verlangt  A^  =  0,  die  zweite  bestimmt 
A\l^  und  Uj''  bis  auf  einen  gemeinsamen  Faktor  6',,  die  vierte  dann 
B^^  und  dieses  C„  bis  auf  einen  gemeinsamen  Faktor  31^  und  die 
dritte  schließlich  die  determinierende  Gleichung  zur  Bestimmung  der 
zulässigen  Werte  von  X,  eine  bilineare  Beziehung  zwischen  tg  XI  und 
tg  Xli  mit  rationalen  ganzen  Funktionen  zweiten  oder  dritten  Grades 
von  A  als  Koeffizienten.  Sollen  dann  zwei  willkürliche  Funktionen  in 
die  Reihen 

j <p ix)  =^M„ u„ {x),         [i)  <x<  l) 

\f{x)=  ^M„u„^'){x),         {l<x<l-j-li) 

entwickelt  werden,  so  sind  noch  die  Faktoren  M.„  aus  diesen  Be- 
dingungen zu  bestimmen:  die  dazu  erforderlichen  Integralrelationen 
leitet  Poisson  diesmal  dadurch  her,  daß  er  auf  die  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen des  Problems  zurückgeht  und  zunächst  die  Integral- 
relationeu  zwischen  je  zwei  ausgezeichneten  Lösungen  derselben  durch 
partielle  Integration  ziemlich  umständlich  ableitet ^"^).  Der  Grenz- 
übergang zum  Falle  der  homogenen  Kugel  läßt  sich  hier  auf  zwei 
Arten  dui-chführen :  entweder  indem  man  die  Übergangskonstanten 
erst  einander  gleich  und  dann  unendlich  groß  werden  läßt,  oder  in- 
dem mau  l  =  0  nimmt;  Poisson  führt  beides  durch "^^).  Außerdem 
betrachtet  er  noch'^")  den  Fall  eines  sehr  kleinen  l]  das  gibt  die- 
selben Resultate  wie  bei  einer  homogenen  Kugel,  mit  einem  modifi- 
zierten Wert  der  „äußeren  Leitfähigkeit"  (nicht  einfach  dem  der 
Schale).  Endlich  gibt  er  noch  Näherungswerte  für  die  beiden  kleinsten 
Werte  von  X„  für  den  Fall,  daß  l  und  l^  beide  sehr  klein  sind'"^). 


1111)  J.  Ec.  polyt.  cah.  19,  p.  377.  Desselben  umständlichen  Verfahrens 
bedient  sich  Poisson  auch  noch  später  (conn.  des  temps  pour  1836[33],  add.  p.  14; 
mecanique  2,  p.  379;  chaleur  p.  263,  292);  warum  eigentlich?  Ebenso  A.  A.  Cour- 
not, Theorie  de.<!  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  415.     Tgl.  auch   '"''). 

1112)  J.  £c.  polyt.  cah.  19,  p.  384,  386. 

1113)  p.  389. 

1114)  p.  390. 
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Lame  und  Clapeyron^^^^)  zeigen,  daß  man  auch  die  Koeffizienten 
der  Entwicklung 

(696)  f{x)=^A,^&mr,^x 

auch  dann  durch  die  Methode  der  gliedweisen  Integration  bestimmen 
kann,  wenn  unter  den  r^  die  (paarweise  konjugiert  komplexen)  Wur- 
zeln der  einen  oder  der  andern  der  beiden  Gleichungen 

(697)  r  +  sinr  ^  0 
verstanden  werden;  es  ist  nämlich  dann: 

[  0  für  m  =)=  n, 

[^(cosr^  +1)  ^^^  "*  =  "■ 

Indem  sie  die  hieraus  durch  die  Substitution  von  12  —  x  und 
1/2  -f-  X  sich  ergebenden  Resultate  kombinieren,  erhalten  sie  noch: 


f( 

(698)         /  sin  i\^a  sin  {r,^^a  —  r^dx  =  | 


(699) 


f{x]  =  ^ ^j  sinra;  /  f(a)  amruda         {r  -\-  sinr  =  0), 

0 

f{x)  =  2  ^  cos  rx  I  f{u)  cos  rada         (»•  —  sin  r  =  0). 


Ebenfalls  nicht  mehr  rein  trigonometrisch  sind  die  von  J.  Liou- 
uiffe"'^)   behandelten  Entwicklungen  nach  den  Funktionen 

(700)   r{f.„x)  =  exp (—  A„a,'j — exp  (—  ^)  (cos  ^^  —  ]/3  sin  ^^^), 
mit  der  determinierenden  Gleichung'*^'): 

(TOI)  --(2>'^-f)  =  -Y-p(-v); 

das  zugehörige  Intesraltheorem  lautet  hier: 


(702)  ,/ V(2„a;)F(A„  —  X^x)dx  =  0  für  A„  =H  A„,. 

0 

Dasselbe  gilt  von  den  von  J.  M.  C.  DuliameV^^^)  behau 
Wicklungen  nach  den  Funktionen 

(703)  l^'il  +  ?^\  sin  l^x  —  B'x{sm  A„  —  k^  cos  A  J 


1115)  J.  f.  Math.  6  (1830),  p.  45.    Sie   behaupten,  man  könne   die  Richtig- 
keit der  Resultate  leicht  mit  Hilfe  der  Residuensiltze  beweisen. 

1116)  J.  fic.  polyt.  cah.  25  (1837),  p.  103;  Ankündigung  Paris  C.  R.  3  (1836), 
p.  572. 

1117)  Über  die  Verteilung  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  noch  einige  An- 
deutungen J.  de  math.  3  (1838),  p.  571. 

1118)  J.  Ec.  polyt.  cah.  25  (1837),  p.  44. 
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mit  der  determinierenden  Gleichung 

(704)  (a=  (l  +  ^')  —  7J2)  sin  l  +  Bn  cos  A  =  0. 

Er  erhält  sie  zunächst  nach  der  in  Nr.  84  zu  besprechenden  Methode 
und  leitet  dann"^'^^)  die  Integraltheoreme  auch  noch  aus  der  Integral- 
gleichimg,  bzw.  linearen  Differentialgleichung  mit  zweitem  Glied,  ab, 
der  die  Entwicklungsfunktioiieu  genügen.  J.  Liouville  bemerkt  dazu^'^"): 
weder  das  eine  noch  das  andere  Verfahren  gebe  einen  Beweis,  daß 
die  Reihe  konvergiert  und  die  zu  entwickelnde  Funktion  wirklich  dar- 
stellt; er  zeigt,  wie  sich  auch  diese  Entwicklungen  unter  seine  allge- 
meinen Ansätze  subsumieren. 

Von  wirklich  ausgeführten  Entwicklungen  der  in  dieser  Nummer 
besprochenen  Art  wüßte  ich  nur  die  Gleichungen  zu  nennen: 

(705)  ZW 


sm  . 

f  cos  ' 


)rx 


=  (sinas-)-scosas)  ^  ( 1-  b)^-, — , — r — , =, 

die  A.  Cauchy^^^^)  aus  den  Formeln  (677)  abgeleitet  hat;  die  Summe 
erstreckt  über  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

(706)  tg  ar  +  r  =  0 

(6  bedeutet  eine  willkürliche  Konstante). 

44.  Die  Realität  der  Wurzeln  der  determinierenden  Gleichungen. 
Daß  die  zulässigen  Werte  von  A^,  also  die  Wurzeln  der  determinieren- 
den Gleichungen,  alle  reeU  sein  müssen,  hat  man  vielfach  durch  physi- 
kalische Überlegungen  darzutun  sich  begnügt:  ein  komplexes  l^  würde 
für  physikalische  Probleme,  für  die  das  Energiegesetz  gilt,  eine  Lösung 
mit  Schwingungen  unbegrenzt  ab-  oder  zunehmender  Amplitude  geben, 
und  umgekehrt  für  dissipative  Erscheinungen  periodische  oder  doch 
unbegrenzt  oszillierende  Lösungen"-^).  Ein  derartiger  Schluß  würde 
selbst  vom  Standpunkte    des  Physikers  nur  zulässig  sein,   wenn  man 


1119)  p.  45. 

1120)  J.  de  math.  2  (1837),  p.  439;  Auszug  Paris  C.  R.  5  (1837),  p.  598. 

1121)  Exerc.  de  math.  2  (1827)  ==  Oeuvres  2  (7),  p.  381,  385,  389. 

1122)  Die  erste  Überlegung,  für  ein  Problem  mit  einer  endlichen  Anzahl 
von  Freiheitsgraden,  bei  J.  J.  Lagrange,  Taur.  misc.  3  (1762/65)  =  Oeuvres  1, 
p.  538,  für  solche  mit  unendlich  vielen  bei  S.  D.  Poisson,  j.  ec.  polyt.  cah.  18 
(1820),  p.  459,  481,  die  zweite  bei  /.  J.  Fourier,  theorie  Nr.  428  =  Oeuvres  1, 
p.  529;  bull,  philomat.  (1826),  p.  178  =  bull.  Förussac  8  (1827),  p.  11  =  Paris 
mem.  7  (1827),  p.  605  =  Oeuvres  2,  p.  132;  Paris  mem.  8  (1829),  p.  614;  10 
(1831)  p.  144  =  Oeuvres  2,  p.  175,  207. 

Enoyklop.  d.  math.  Wissensch.     11  1.  ,  69 
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Überzeugt  sein  könute,  daß  die  Differentialgleichungen  bereits  alle  für 
den  Vorgang  in  Betracht  kommenden  Umstände  berücksichtigend^-^). 
Fourier  selbst  hat  schon  angedeutet,  wie  man  wenigstens  für  die 
einfache  Gleichung  (674)  den  Beweis  dadurch  führen  könne,  daß  man 
ein  komplexes  Argument  einführt,  die  trigonometrischen  Funktionen 
desselben  durch  solche  und  Exponentialfunktionen  reellen  Arguments 
ausdrückt,  die  Gleichung  in  ihren  reellen  und  imaginären  Teil  spaltet 
und  zeigt,  daß  man  auf  einen  Widerspruch  geführt  wird,  wenn  der 
imaginäi-e  Teil  nicht  Null  ist."^*)  Ausführlicher  gibt  er  einen  anderen 
Beweisansatz:  wird  mit  9'„,('^)  ^^^  rationale  ganze  Funktion 

bezeichnet,  so  folgt  aus  algebraischen  Sätzen,  daß  für  0  <  c  <  1  die 
Gleichung 

(708)  C9„(A)  —  l-(p',„{}.)  =  0 

nur  reelle  Wurzeln  hat.  Da  aus  dieser  durch  Grenzübergang  zu  m  =  co 
die  Gleichung  (674)  entsteht,  so  glaubt  sich  Fourier  ohne  weiteres  be- 
rechtigt, das  Resultat  auf  die  letztere  zu  übertragen  "^^). 

Poisson  dagegen  hat  es  ursprünglich ^*^^)  als  einen  Vorzug  seiner 
Methode  (der  Ableitung  der  Lösungen  von  partiellen  Differential- 
gleichungen durch  Reihen  aus  ihren  Lösungen  durch  Integrale  (Nr.  84)) 
betrachtet,  daß  man  bei  ihr  nicht  nötig  habe,   die  Realität  der  Wur- 

1123)  Gelegentlich  hat  diese  Schlußweiee  in  der  Tat  zu  falschen  Resultaten 
verführt:  so  glaubte  z.  B.  Brock  Taylor  (Lond.  trans.  28  (1713),  p.  26;  metho- 
dus  incrementorum,  Lond.  1715  u.  1717,  p.  88)  aus  dem  Umstände,  daß  Ober- 
schwingungen einer  Saite  gegenüber  dem  Grundton  rasch  abklingen,  schließen 
zu  dürfen,  daß  man  sich  auch  bei  der  mathematischen  Behandlung  nur  mit  der 
Aufsuchung  des  letzteren  zu  beschäftigen  brauche;  das  würde  aber  nur  richtig 
sein,  wenn  die  Reibung  im  Ansatz  berücksichtigt  wäre,  was  bei  Taylor  keines- 
wegs der  Fall  ist. 

1124)  Paris  me'm.  4  (1819/20)[24]  (Preisschrift  von  1811)  p.  427;  th^orie 
Nr.  305  =  Oeuvres  1,  p.  329.  A.  Caucliy  *''°)  und  in  anderer  Weise  G.  Darboux 
in  einer  Anmerkung  zu  Fourier  führen  diese  Andeutung  aus. 

1125)  Dieser  Grenzübergang  kann  mit  Hilfe  des  allgemeinen  von  A.  Hurwitz 
(math.  Ann.  33  (1889),  p.  249)  gegebenen  Satzes  über  die  Nullstellen  von  Grenz- 
funktionen ohne  weiteres  gerechtfertigt  werden.  —  Wenn  Fourier  p.  331  noch 
hinzufügt:  für  die  Anwendung  auf  die  Wärmeleitungsprobleme  sei  es  nicht 
nötig,  daß  alle  Wurzeln  reell  seien,  da  man  mit  Hilfe  der  zu  den  reellen  Wur- 
zeln gehörenden  Elementarlösungen  einen  beliebigen  Anfangszustand  darstellen 
könne,  so  übersieht  er,  daß  er  gerade  diese  letztere  Behauptung  eben  nicht  be- 
wiesen hatte. 

1126)  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1»23),  p.  36,  298,  381;  ebenso  /.  LiouviUe,  j.  de 
math.  1,  1836,  p.  31. 
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zeln  der  determinierenden  Gleichung  zu  beweisen;  es  ergebe  sich  da- 
bei aus  der  Ableitung  selbst,  daß  man  jedenfalls  nur  ihre  reeUen 
Wurzeln  zu  benutzen  brauche.  Er  gibt  auch  Beispiele  von  transzen- 
denten Funktionen,  wie  exp^-}~  ?'esp(a^),  für  die  Fouriers  Voraus- 
setzungen erfüllt  sind  und  die  doch  keine  oder  nur  eine  reelle  NuU- 
steUe  und  unendlich  viele  komplexe  haben ^'-').  Später ^^^*)  gibt  er 
selbst  einen  Beweis  dafür,  daß  aUe  Wurzeln  der  in  Betracht  kom- 
menden Gleichungen  reell  sind:  zu  konjugiert  komplexen  Wurzeln 
würden  konjugiert  komplexe  Eigenfunktionen  gehören,  und  die  An- 
wendung des  Integraltheorems  auf  zwei  solche  würde  zu  dem  W^ider- 
spruch  führen,  daß  das  Integral  einer  wesentlich  positiven  Größe  Null 
sein  müßte. 

Inzwischen  hatte  CaucJuj  eine  Anzahl  transzendenter  Gleichungen 
durch  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären  auf  die  Realität  ihrer 
Wurzeln  untersucht  und  u.  a.  folgende  Resultate  erhalten: 

Die  Gleichung  az  ==  tg^  hat  zwei  komplexe  Wurzeln  oder  keine, 
je  nachdem  a  dem  Intervall  (0---1)  angehört  oder  nicht '^^^). 

Die  Gleichung  tg^  ==  «,? -j- 6  hat  für  a^O  keine  komplexe 
Wurzel,  für  a  >  0  wenigstens  keine,  deren  reeller  Bestandteil  absolut 
genommen  >j?)/(2a)[  wäre"'"). 

Die  Gleichung  tg.s  =  azl{s^-\-  h)  hat  keine  komplexen  Wurzeln, 
wenn  a  >  0,  h<a  ist'*"). 

Alle  Wurzeln  der  Gleichung  tgs  =  a%Qcs  sind  entweder  reell 
oder  rein  imaginär^''-). 


1127)  j.  ec.  polyt.  cah.  19,  p.  383;  bull,  philomat.  11  (1829),  p.  167;  Paris 
mem.  9  (1830),  p.  92;  einige  Andeutungen  auch  8  (1829),  p.  367.  Fouriers  Aus- 
rede Paris  mem.  8  (1829);  10  (1831)  (von  1829)  =  Oeuvres  2,  p.  176,  187;  bull. 
Ferussac  11  (1829),  p.  27:  „die  reellen  Wurzeln  seien  ins  Unendliche  gerückt", 
widerlegt  nichts.  —  G.  Peacock  (Brit.  assoc.  rep.  3,  für  1833,  p.  344)  bespricht 
diese  Diskussion,  ohne  selbst  zu  einer  entschiedenen  Stellungnahme  zu  kommen. 

1128)  Bull,  philomat.  (1826),  p.  147;  mec  2  (1833),  p.  383;  chaleur  (1335), 
p.  178;  für  einen  weniger  einfachen  Fall  conn.  des  tempa  pour  1833  [30],  add. 
p.  15.  Eine  ergänzende  Bemerkung  noch  Paris  mem.  10  (1831),  p,  330:  der 
Schluß  versagt,  wenn  zu  einem  komplexen  Eigenwert  eine  identisch  verschwin- 
dende Eigenfunktion  gehört;  aber  dann  braucht  man  einen  solchen  Wert  über- 
haupt nicht  zu  berücksichtigen.  —  Auch  A.  A.  Cournot,  theorie  des  fonctions  2, 
Paris  1841,  p.  417  reproduziert  Poisson's  Beweis. 

1129)  Exerc.  de  math.  1  (1826)  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  358.  a,  b,  c  bedeuten 
hier  reelle  Konstante,  f{z)  eine  Funktion,  die  für  reelle  Argumentwerte  selbst 
reell  ist. 

1130)  p.  361. 

1131)  p.  366. 

1132)  p.  368. 

69* 


1062     n  A  12.    H.  Burkliardt.    Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 

Die  Gleichung  ioz  =  f{z)  hat  jedenfalls  unendlich  viele  reelle 
Wurzeln,  wenn  die  Funktion  f{s)  für  hinlänglich  große  reelle  z  end- 
lich [er  meint  in  der  Tat  nur  finie,  nicht  bornee]  bleibt "^^).  Dasselbe 
gilt  für  die  Gleichung  i^{(p{z)) — f{z),  wenn  lim  qo (.sj  =  c» "^). 

Ein  sich  anschließender  Aufsatz"'')  gibt  noch  einige  Auskunft 
über  Methoden  zur  Berechnung  der  Wurzeln  solcher  Gleichungen, 
durch  Darstellung  ihrer  reziproken  Potenzsummen  als  Residuensummen 
und  Anwendung  der  Methode  von  D.  Bernoidli  (IB3a,  Runge,  Nr.  13, 
p.  439). 

Fourier  spricht  danji^^*^)  davon,  daß  ein  von  ihm  aufgestellter 
algebraischer  Satz  auch  für  transzendente  Funktionen  [er  meint  wohl 
nur:  ganze  transzendente  Funktionen]  Gültigkeit  behalte.  Dieser  Satz 
behauptet,  man  könne  jedem  Paare  komplexer  Wurzeln  einen  bestimm- 
ten reellen  Wert  zuordnen,  der  [in  der  Folge  der  Ableitungen  der 
Funktion?]  „fait  disparaitre  deux  variations  de  signes  ä  la  fois".  Es 
ist  aber  bis  jetzt  nicht  einmal  für  Polynome  gelungen,  anzugeben, 
wie  dieser  Satz  zu  präzisieren  sein  würde,  wenn  er  richtig  werden  soll"^'). 

In  etwas  modifizierter  Form  erscheint  der  Poissonsche  Beweis 
für  die  Realität  der  Wurzeln  bei  /.  Liouville^^^^).  Er  glaubte  be- 
wiesen zu   haben*'''),   daß  f(x)   identisch  NuU  sein  müsse,   wenn  für 

1133)  p.  369.  Daran  schließen  sich  Erörterungen  über  die  etwaigen  kom- 
plexen Wurzeln  solcher  Gleichungen,  aus  denen  jedenfalls  so  viel  hervorgeht,  daß 
Poissons  Gleichung  (680)  keine  komplexen  Wurzeln  hat,  wenn  die  Konstanten  die 
durch  ihre  physikalische  Bedeutung  verlangten  Vorzeichen  haben  (p.  381). 

1134)  p.  389.  Die  p.  395  besprochene  Gleichungsform  exp  (4g)(s))  = /'(r)  ist 
davon  nicht  wesentlich  verschieden. 

1135)  p.  414. 

1136)  Bull,  philomat.  (1826),  p.  177  =  Paris  mem.  7  (1827)  =  bull.  Ferassac  8 
(1827),  p.  10  =  Oeuvres  2,  p.  130. 

1137)  Vgl.  I B  3a,  Bunge,  Nr.  4,  p.  412,  sowie  die  Bemerkungen  von  Ä.  Loeivy 
zu  seiner  Übersetzung  von  Fouriers  analyse  des  equations  determines,  Leipz.  1902, 
p.  254  Cauchy  hat  die  exerc.  1  (1826)  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  400  in  Aussicht  ge- 
stellte Behandlung  der  Frage  m.  W,  nicht  gegeben.  Auch  Gauß  hat  sich  mit 
ihr  beschäftigt,  ohne  zu  einem  Resultat  zu  kommen  (Briefwechsel  mit  Schu- 
macher, 2,  p.  328;  3,  p.  68,  72  (von  1833  und  1836);  Gott.  Anz.  1833,  p  =  Werke 
5,   p.  121). 

Die  Erläuterungen  zu  i'ouriers  algebraischen  Untersuchungen  von  A.  L.  Grelle 
(J.  f.  Math.  13  (1835),  p.  119)  und  von  Dirksen  (ib.  14  (1835),  p.  318)  lassen  die 
Frage  unberührt;  die  von  M.  Ä.  Stern  (ib.  22  (1841),  p.  49;  von  1837)  bringen 
nicht  mehr  bei  als  Fourier  selbst.  Stern  gibt  p.  29,  45  numerische  Werte  für  die 
Wurzeln  der  hier  in  Rede  stehenden  Gleichungen,  teilweise  unter  Berichtigung 
der  Angaben  seiner  Vorgänger. 

1138)  J.  de  math.  2  (1837),  p.  34. 

1139)  Ib.  1  (1836),  p.  261.    Der  Beweis  beruht  darauf,  daß  man  eine  lineare 
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alle  n 

(709)  fxj{x)dx  =  0 

sei.  Würde  es  nun  außer  den  reellen  Eigenfunktionen  noch  eine  zu 
einem  komplexen  Eigenwerte  gehörende  geben,  so  könnte  man  diese 
für  f{x)  nehmen  und  käme  so  auf  einen  Widerspruch. 

Andererseits  zeigt  LiouviUe  auch  noch^'*"),  in  Ausführung  eines 
Gedankens  von  Plana,  daß  eine  Gleichung  der  Form: 

(710)  2A-  =  /W' 

keine  mehrfachen  und  keine  komplexen  Wurzeln  haben  kann,  wenn 
die  a„  alle  reell,  die  Ä^  alle  positiv  sind  und  der  Faktor  von  i  in 
/"(A  -\-  ^i)  dasselbe  Zeichen  wie  /i  hat.  Ein  Teil  der  Gleichungen,  um 
die  es  sich  hier  handelt,  läßt  sich  auf  diese  Form  bringen. 

Nähere  Auskunft  über  die  Lage  der  Wurzeln  der  determinieren- 
den Gleichungen  erhält  man  aus  den  allgemeinen  Sätzen  von  Ch. 
Sfurm^^^^)  über  die  NullsteUen  der  Integrale  linearer  Differential- 
gleichungen; für  große  Werte  des  Index  auch  aus  J.  Liouvüles.  asympt- 
otischen Darstellungen  solcher  Integrale"*"). 

45.  Beweise  der  MöglicKkeit  solcher  Entwicklungen.  Die  Be- 
hauptung, daß  es  möglich  sei,  eine  sog.  willkürliche  Funktion  in 
solche  unharmonische  trigonometrische  Reihen  zu  entwickeln,  kann 
zunächst  als  spezieller  Fall  allgemeinerer  Sätze  über  Entwicklungen 
nach  Eigenfunktionen  aufgefaßt  werden.  So  ergibt  sich  aus  den  Ab- 
schätzungen von  J.  LiouviUe,  daß  die  Reihe: 

(711)  ^^n^n^^V-i—Kt) 
für  <>0  konvergiert"*^);  und  daß  die  Reihe: 

(712)  ^^„X„ 


Kombination  der  X„  mit  konstanten  Koeffizienten  bilden  kann,  die  an  beliebig 
vielen  vorgeschriebenen  Stellen  des  betrachteten  Intervalls  Null  wird,  setzt  aber 
voraus,  daß  f{x)  nur  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  sein  Vorzeichen 
wechseln  kann. 

1140)  Ib.  3  (1838),  p.  .'ise;  reproduziert  von  Moigno,  Le^ons  2,  Paris  1844, 
p.  296. 

1141)  J.  de  math.  1  (1836),  p.  175,  394. 

1142)  Ib.  2  (1837),  p.  29. 

1143)  J.  de  math.  2  (1837),  p.  31. 

1144)  Ib.  p.  34.  LiouviUe  erwähnt  zwar  hier  nicht,  daß  er  diese  Voraus- 
setzung macht,  hebt  aber  p.  419  sowie  Paris  C.  E.  3  (1836),  p.  622,  hervor,  daß 
sie  für  den  Schluß  unentbehrlich  sei. 
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selbst  wie  n~^  konvergiert,  wenn  die  Funktion  f'\x)  endlieh  (oder 
wenigstens  integrierbar)  ist'^**).  Eine  gemeinsame  Abhandlung  von 
Gh.  Sturm  und  J.  Liouville'^^*^)  eröffnet  dann  noch  einen  weitereu  Weg 
zu  einem  Beweise,  allerdings  unter  der  unbewiesenen  Annahme  ^"^), 
daß  die  Partialbruchzerlegung  gültig  sei: 


(713) 

da  nämlich 


X{X)  _  SJ_ 


aß)        ^  {X  —  X„)m' {l,y 

(714)  JxWXJx^-^^^^ 
und  für  A  =  /l„: 

b 

(715)  fx„'dx  =  —  X„(6)  w'(Aj 

ist,  so  würde  daraus  einerseits  folgen: 

r  _-,  /"  XX„  da;  •  /■  X,  fdx 

(716)        Jxmä.=2'    >x.4^- 

und  andererseits  würde  man  denselben  Ausdruck  auch  für  /  F(x)Xdx 
finden,  wenn  mit  F(x)  die  Summe  der  zunächst  formal  mit  Hilfe  der 
Integraldarstellung  der  Koeffizienten  gebildeten  Reihe  bezeichnet  wird. 
Wenn  Sturm  und  LiouviUe  daraus  weiter  folgern,  es  müsse  F  =^  f  sein, 
so  setzen  sie  freilich  dabei  nicht  nur  für  f,  was  sich  noch  rechtfertigen 
ließe,  sondern  auch  für  die  unbekannte  Reihensumme  F  voraus,  daß 
sie  nur  au  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  ihr  Vorzeichen  wech- 
seln"*'). Ein  dritter  Ansatz  von  LiouviUe  allein"**)  zeigt  unter  der 
Annahme,  daß  f{x)  abteilimgsweise  monoton  sei,  durch  Anwendung 
des  ersten  Mittelwertsatzes  der  Integralrechnung  auf  die  Abteilungen, 
daß  die  Integrale 

(717)  /  f{x)  cos  kxdx,    J  f(x)  s'mlxdx 

als  Funktionen    von  l    betrachtet  von  der  Größenordnung  l~^  sind; 


1145)  Ib.  p.  222;  Auszug  Paris  C.  K.  4  (1837),  p.  675. 

1146)  Sie  behaupten,  man  könne  es  beweisen,  geben  aber  nicht  an,  wie. 

1147)  Das  moniert  bereits  0.  Bonnet,  Brux.  mem.  coui.  in  4»,  23  (1848/50), 
p.  58. 

1148)  J.  de  math.  2  (1837),  p.  426.  Auszüge  Paris  C.  E.  3  (1836),  p.  654; 
5  (1837),  p.  205.  Derselbe  Gedanke,  aber  ohne  Abschätzung  der  Größenordnung 
der  Differenz,  bei  P.  Q.  E.  [W.  Thomson  Lord  Kelvin],  Cambr.  math.  J.  3  (1841), 
p.  26  =  Math.  phys.  papers  1,  p.  8. 
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daraus  ergibt  sich  dann  weiter,  daß  die  Dififerenz^"^) 

(718)  /  fix) X^dx  — /  f(x)  cos  nxdx 

Ton  der  Ordnung  n~-  ist,  daß  also  die  unharmonische  Reihe  unter 
denselben  Bedingungen  wie  die  harmonische  Entwicklung  derselben 
Funktion  konvergiert. 

Vorher  schon  hat  Ä.  Caucliy  seine  in  Nr.  36  besprochene  Methode 
auch  auf  unharmonische  trigonometrische  Entwicklungen  angewendet. 
Er  erhält  zunächst  die  Residuenformel  ^^^°): 

1 

0 

in  der  f{r)  eine  rationale  ganze  Funktion  bedeutet,  a  und  h  reelle 
Konstante,  von  denen  die  erste  positiv  und  >  ^  sein  muß.  Wird 
«  =  1,  6^0  und 

(720)  f(:r)  =  {A  +  r){B  +  r) 

genommen,  und  r  durch  ri  ersetzt,  auch,  was  erlaubt  ist,  die  deter- 
minierende Gleichung  zur  Umformung  des  Zählers  benutzt,  so  wird 
erhalten  1'"): 

f/\  TTl  »■  cos  rx  +  J.  sin  rx 

/  W  —  Jli  (o-ä  —  AB)suir  —  (A-\-  B)r  cos r| 
1 

/  [r  cos  (r  —  »•«)  +  i?siu(r  —  ru)'\f(a)du 


(721) 


^T  r  cos  rx  -\-  A  sin  rx 


^  (r*  —  AB  —  ^  —  B)  cos  r  +  tJ.  +  JS  +  2)  r  sin  r 
1 
j  [r  cos  (»•  —  ru)  -\-  B  sin  (r  —  ra)\f{tt)dtt 

0 

die  Summe  erstreckt  über  aUe  Wurzeln  der  Gleichung 
(722)  (r-  —AB)  sin  r  —  (^  +  5)r  cos  r  =  0. 

Andere  Annahmen  über  die  noch  willkürlichen  Größen  und  Funktionen 


1149)  In  einem  Ausnahmefalle  tritt  au  die  Stelle  von  cos  na;  hier  eine 
andere  erste  Annäherung. 

1150)  Mem.  sar  l'application  du  calcul  des  räsidus  ä  la  Phys.  math.,  Paris 
1827,  p.  6.  Cauchy  erwähnt,  daß  auch  Biisson  und  Ostrogradsly  zu  ähnlichen 
Formeln  gelangt  seien;  davon  scheint  nichts  publiziert  zu  sein. 

1151)  Ib.  p.  20.  Die  Formel  wird  hier  nicht  direkt  abgeleitet,  sondern  auf 
dem  Umweg  über  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  unter  ge- 
gebenen Grenzbedingungen  durch  Residuen.  In  etwas  anderer  Form  Exerc.  de 
math.  (2)  7  (1827)  =  Oeuvres  2  (7),  p.  428. 
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ergeben  dis  Entwicklung^'^-): 

1 

(723-)        f(x)  =   y^. '^^'"'g.     .-^^  ft(r,  a)f(a)da, 

^        -  '  ■  -         .^  {<Sm  r  cos  r  — <Eo\  r  am  r^J    ^  ^-  '    •"  ^   '       ' 

0 

ip(r,  x)  =  (Sinr  —  sinr)(Soyra;  —  cosrx) 


(■^24)  ,  ,^  ,  ^.  .        , 

—  {\ä,0]r  —  cos»-)(@inrx — sinra;), 

in  der  die  Summe  über  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

(725)  (So\rcosr=l     oder     tg2;;  =  SEg-J 

zu  erstrecken  ist. 

Das  letztgenannte  Problem  —  bei  dem  übrigens  nicht  mehr  rein 
trigonometrische  Entwicklungen  auftreten  —  behandelt  auch  S.  D. 
Poisson  "^^). 

Nachher '^^*)  formuliert  Cauchy  noch  das  allgemeine  Problem: 
eine  beliebige  Funktion  f(x,  f)  soll  für  einen  allgemeinen  Wert  des 
Parameters  r  nach  denjenigen  speziellen  Funktionen  f{x,  q)  entwickelt 
werden,  in  welchen  dieser  Parameter  solche  Werte  hat,  die  eine  ge- 
gebene ganze  transzendente  Funktion  F{q)  zu  Null  machen.  Diese 
Aufgabe  wird,  sofern  die  Funktion  F{x)  im  Unendlichen  gewissen  Be- 
dingungen''^^) genügt,  durch  die  Residuenformel 

gelöst.  Damit  kann  dann  auch  eine  beliebige  Funktion  von  x  nach 
diesen  speziellen  Funktionen  entwickelt  werden,  sobald  es  gelingt,  sie 
durch   eine   Summe  ^f{x,r^(p{r^^,  in  der   die  r^  jetzt  beliebig  sein 

können;  oder  auch  durch  ein  Integral   ^ /'(a;,r)qp(»-)(ir  darzustellen"^^). 


1152)  Mem.  von  1827,  p.  84;  Exerc.  2  =  Oeuvres  (2)  7  p.  428.  Au  beiden 
Stellen  noch  verschiedene  andere  ähnliche  Formeln;  u.  a.  möm.  von  1827,  p.  45, 
Reihen,  bei  denen  Eoj  r  cos  r  =  —  1  die  determinierende  Gleichung  ist.  Numerische 
Angaben  über  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  noch  Exerc.  de  math.  3  (1828)  = 
Oeuvres  (2)  8,  p.  317. 

1153)  Paris  mem.  8  (1829),  p.  478;  p.  485  einige  numerische  Angaben  über 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (725).    Auch  mecanique  2,  p.  371,  387. 

1154)  Paris  mem.  7  (1827)  =  Oeuvres  (1)  2,  p.  22;  in  etwas  anderer  Dar- 
stellung Exerc.  de  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  366. 

1155)  Diese  Bedingungen  sind  in  der  zweiten  Darstellung  sorgfältiger  an- 
gegeben als  in  der  ersteu. 

1156)  p.  25  der  ersten  Darstellung;  nicht  in  der  zweiten. 
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Endlich  gibt  er  noch  die  Formeki: 

(727)  /•(^)  =  i.2',.-I-i/^'<^-"^^«> 

die   Summe  erstreckt   über  alle  Wurzeln   der  Gleichung  e'"'  ^  r^^^"'); 
und  "5«) 

(728)  -v/"(^)  =  v  f  e^^'~"'' cos  (iix  —  fia)f{(()da 

0 

-j-  X,   /  e'-'-'^"'''  cos(fi,x  —  (la)  cos(nx  —  ntt)f{a)dtt. 

71  =  1   0 

Von  den  an  Cauchy  anknüpfenden  Untersuchungen  von  E.  H. 
Dirksen  sind  nur  Auszüge  veröfFentlicht '^°^),  die  nicht  erkennen  lassen^ 
ob  er  überhaupt  über  diesen  hinausgelangt  ist;  namentlich  bleibt  auch 
bei  ihm  die  Frage  durchaus  ungeklärt,  ob,  wie  er  behauptet,  die 
Stetigkeit  der  Funktion  f(x)  eine  hinreichende  Bedingung  dafür  ist, 
daß  ein  Integral  wie  (625)  die  für  die  Weiterführung  des  Beweises 
erforderlichen  Eigenschaften  hat. 

IT.  Mehrfache  trigonometrische  Reihen. 

46.  Mehrfache  trigonometrische  Reihen.  Die  Darstellung  der 
Koeffizienten  der  Reihenentwicklung: 

(729)  f(x,  y)  =^   ^  { An,n  <^os  (»KT  +  Hij)  +  B^^^^  sin  (frix  +  ny)} 

m  =  0    11  =  0 

durch  die  bestimmten  Doppelintegrale 

2«  2« 

(730)  ^^A^-l^^JJf^^^  ^)|  sinK"'^  +  nri)dldri 

'">"'  0      0 

findet  sich  als  naheliegende  Konsequenz  der  Formeln  (383)  bei  Fr.  W. 
BesseV^^''),    C.  H.  L.  Xavier^^^^),  S.  B.  Poisson''^-),   P.  A.  Hansen^^^% 


1157)  Exerc.  de  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  400,  iOö,  413. 

1158)  Ib.  p.  412. 

1159)  Berl.  Ber.  1842,  p.  20;  1843,  p.  83.  Wie  weit  er  Cauchy's  Unter- 
suchungen gekannt  hat,  ist  aus  seinen  hier  wie  bei  ihm  gewöhnlich  ungenügen- 
den Zitaten  nicht  zu  erkennen. 

II6O1  Berl.  Abhandl.  1820, 21  =  ges.  Abb.  3,  p.  362.  —  Bei  Fourier  kommen 
von  mehrfachen  trigonometrischen  Reihen  nur  unharmonische  vor  und  zwar  nur 
der  spezielle  Fall,  daß  eine  Funktion  entwickelt  werden  soll,  die  ein  Produkt 
einer  Funktion  von  x  allein  und  einer  Funktion  von  y  allein  ist,  wo  dann  jeder 
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G.  de  Ponte'coulaut^^^^)-    der  Fall,    daß    nur   Cosinusglieder    auftreten, 
auch  bei  G.  Fridlani'^^^^). 

C.  G.  J.  Jacöbi  ^^*^)  gibt  die  zu  (374 )  analoge  Umformung: 

7t     n 

(731)  /    /  /'(cos ß,  cos ß)  cos ma  cos nßdadß 

0     0 

2'"  +  "TO!n!    r  r  d"'-^"f(cosc,,coaß)     .     .,„        •    »„  ,  ,     ■, ^ 
(2  «i) !  (2  w !)  ^  j/     (9  cos  a)'"  (8  cos  /J)"  "^  f^ 

In  der  komplexen  Form: 

(732)  f(^,y)=2    2  ^r'^"''"'^'""' 

—  n—n 

erscheint    die    Darstellung    (730)    bei    S.  P.  de  Laplace^^^^)    und    bei 
A.  Cmichy^^^»). 

Von  speziellen  Reihen  dieser  Art  finden  sich  hier  und  da  einzelne 
angegeben,  meist  einfache  Konsequenzen  der  bekannten  Entwicklungen 
von  Funktionen  einer  Variabein;  so  benutzt  z.  B.  Navier'-^'")  die  [kon- 
vergente] Entwicklung: 

(734)  ^-^2^2^  sin..  Bin., 

m  =  1  n  =  1 

und  die  [divergente] 

^7«Fi^        VV    •  •  ■  •       ft       \<x  im-  x  =  cc,  y=ß 

[iöö)        7,  />,  smwia;  sm«w  sinm«  sinwp  = 

tr'.r^,  |0  überall  sonst. 


Koeffizient  ein  Produkt  von  zwei  Faktoren  wird,  deren  einer  nur  von  »i,  der 
andere  nur  von  n  abhängt  (Paris  midm.  4  (1819/20[24]),  p.  458;  theorie  de  la 
chaleur  Nr.  322  =  Oeuvres  1,  p.  361). 

1161)  Ann.  chim.  phys.  19  (1821),  p.  244;  bull,  philomat.  1822,  p.  77. 

1162)  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  61,  138;  connaiss.  des  temps  für 
1836[33],  add.,  p.  21;  theorie  de  la  chaleur,  p.  209. 

1163)  Astr.  Nachr.  7  (1829),  col.  473. 

1164)  Traite  du  Systeme  du  monde  3,  Paris  1834,  p.  113. 

1165)  Mem.  soc.  ital.  18  (1820),  p.  464  (von  1818). 

1166)  J.  f.  Math.  15  (1836)  =  Werke  6,  p.  103. 

1167)  Paris  mem.  \\  (1810)[11]  =  Oeuvres  12,  p.  404. 

1168)  Paris  C.  R.  11  (1840),  p.  463  =  Oeuvres  (1)  5,  p.  297. 

1170)  Bull,  philom.  1823,  p.  97.  Die  zweite  Behauptung  würde  selbst  dann 
noch  einer  nähereu  Präzisieruug  und  Rechtfertigung  bedürfen,  wenn  mau  die  Zu- 
lässigkeit  der  Benutzung  der  Gleichung  (25)  zugeben  wollte. 
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Eine  besondere  Klasse  von  mehrfachen  trigonometrischen  Reihen 
tritt  bei  G.  Lame  auf'^'^);  nämlich: 

(736)  2  -■^'««pI  sin  1  ("«K^  +  ^1?/)  +  "(«2^  +  hy)  +  i>(«3^  +  hy)), 

wobei  die  a,  h  gegebene  (übrigens  nicht  alle  willkürliche)  Konstante 
bedeuten  und  die  Summation  über  alle  Werte  der  ganzen  Zahlen  m, 
n,  p  zu  erstrecken  ist,  die  der  Relation 

m  -\-  n  -}-  p  =  0 
genügen.    Die    zur    Koeffizientenbestimmung    erforderlichen    Integral- 
theoreme   erscheinen    bei    ihm    als    spezielle    Fälle   eines   allgemeinen 
Satzes,  der  mit  dem  sog.  Greenschen  Satze  äquivalent  ist. 

47.  Rechnen  mit  mehrfachen  trigonometrischen  Reihen.  Aus- 
gearbeitete Anweisungen  für  die  Ausführung  der  Multiplikation  zweier 
doppelter  trigonometrischer  Reihen  gibt  P.  A.  Hansen^^''-). 

Was  die  Integration  doppelter  trigonometrischer  Reihen  betrifft, 
so  gibt  S.  D.  Poisson^^"'^)  Vorschriften,  wie  man  aus  der  Entwicklung 
der  Störungsfunktion  nach  den  Funktionen  der  Vielfachen  der  exzen- 
trischen Anomalien  die  Entwicklung  ihres  nach  der  Zeit  genommenen 
Integrals  nach  denselben  Funktionen  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

(737)  ,ju  =  -^^-,     du,=        ''''^* 


1  —  £  COS  J*   '  ^  1  —  Sj  COS  M, 

gewinnen  kann,  indem  man  durch  Heraufmultiplizieren  mit  den  Nennern 
lineare  Differentialgleichungen  für  die  Koeffizienten  der  letzteren  Ent- 
wicklung erhält,  in  welchen  Verbindungen  der  Koeffizienten  der 
ersteren  als  zweite  Glieder  auftreten.  Er  will  diese  Gleichungen  durch 
Entwicklungen  nach  Potenzen  von  e  und  a^  integrieren. 

8.  S.  Greatheeds  Verfahren  ^'^)  zur  Ableitung  der  Koeffizienten 
einer  trigonometrischen  Entwicklung  aus  denjenigen  einer  andern  ist 
von  Ä.  Cayley^^''^)  auf  mehrfache  Reihen  übertragen  worden. 

48.  Mehrfache  unharmonische  trigonometrische  Reihen.  Solche 
treten  bei  Fourier^^''^),  bei  Poisson'-^''^),  bei  Navier^^''),  bei  Caiichy^^''^), 

1171)  J.  Ec.  polyt.  cah.  22  (1833),  p.  200  (von  1829);  Ausführung  der  z.  T. 
Timständlichen  Rechnungen  Paris  möm.  prös.  5  (1838),  p.  418  (von  1832). 

1172)  Über  die  gegenseitigen  Störungen  des  Jupiters  und  Saturns,  Preis- 
schrift Berlin  1831,  p.  100. 

1173)  Conn.  des  temps  pour  1836[33],  add.  p.  28. 

1174)  Cambr.  math.  J.  3^  (1842),  p,  166. 

1175)  Paris  mem.  4  (1819/20[24]),  p.  458;  Theorie  Nr.  322.  p.  361.  Wenn  es 
eich  wie  bei  Fourier  um  die  Entwicklung  einer  Funktion  handelt,  die  als  Produkt 
von  Funktionen  von  nur  je  einer  Koordinate  angesehen  werden  kann,  so  kann 
man  in  der  Tat,  wie  es  Fourier  ohne  weiteres  tut,  annehmen,  daß  die  Koeffi- 
zienten ebenfalls  in  Faktoren  zerfallen,  von  denen  jeder  nur  von  je  einem  Index 
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bei  X  M.  C.  Duhamel^^''^)  auf.  Bei  ersterem  handelt  es  sich  um  Reihen, 
die  nach  Produkten  der  J'orm  sin  l^x  sin  A„,«/  fortschreiten,  wobei  A  , 
A^  zwei  (nicht  notwendig  verschiedene)  Wurzeln  derselben  charakte- 
ristischen Gleichung  sind;  bei  den  vier  andern  Autoren  müssen  die 
Koeffizienten  jeder  Koordinate  einer  andern  Gleichung  genügen;  und 
zwar  treten  bei  Navier  nur  Cosinusglieder  auf,  bei  Poisson,  Cauchy 
und  Duhamel  dagegen  lineare  Verbindungen  von  Cosinus  und  Sinus 
von  der  Art  wie  in  (682)  oder  (685). 

49.  Das  Verfahren  von  Liouville.  Sollen  von  der  Entwicklung 
einer  Funktion  von  x  und  y  nach  den  Funktionen  der  Vielfachen  der 
Argumente  diejenigen  Glieder  besonders  berechnet  werden,  deren  Ar- 
gumente nur  Vielfache  der  einen  Verbindung 

(738)  6  ^  ux  —  ßy         {a,  ß  relativ  prim) 
enthalten,  so  setzt  J.  Liouville'-^^'^)  zunächst: 

(739)  fXx,  y)=^  {Ä„  cos  nd  +  Besinne)  -}-  (p{x,y), 

,1  =  0 

wo  in  cp  kein  ganzzahliges  Vielfaches  von  6  mehr  auftreten  soll;  die 
Substitution 

(740)  x==ßö,    y  =  aa~^ 
gibt  dann: 

(741)  ^  (Ä„  cos  nd  +  B^  sin  nO)  =  -^  If(ßo,a0~  j)^'^- 

J!  =  0  0 

Für  u  =  ß  =  1  ist  das  Verfahren  etwas  zu  modifizieren;  Liouville 
bemerkt"*'),  daß  die  Substitution 

(742)  c.  =  -^-^^      r  =  ^y 

f  in  eine  um  2,t-   periodische  Funktion  von  6  und  x  überführt,   und 


abhängt;  vgl.  die  Note  von  Dorbotix  zu  der  Stelle.  Ph.  Kelland,  Theory  of  heat, 
Cambr.  1837,  p.  .'i6  meint  dazu:  „This  appeara  to  be  a  Solution  having  quite 
sufficient  generality". 

1176)  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  142. 

1177)  Bull,  philomat.  1825,  p.  51  =  Bull.  Ferussac  6  (1826),  p.  308. 

1178)  Mem.  sur  Fapplication  du  calcul  des  residns,  Paris  1827,  p.  51. 

1179)  J.  Ec.  pol.yt.  cah.  22  (1833),  p.  56  (von   1829/30). 

1180)  J.  de  math.  1  (1836),  p  201.  Zur  weiteren  Durchführung  der  Be- 
rechnung denkt  sich  Liouville  die  Methoden  mechanischer  Quadratur  herbeige- 
zogen; vgl.  darüber  II  A  9,  Nr.  13,  p.  G62. 

1181)  p.  209. 
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daß  dabei  in  der  Entwicklung  des  von  t  freien  Gliedes  nach  den 
Funktionen  der  Vielfachen  von  G  nur  gerade  Vielfache  auftreten. 

50.  Die  Entwicklung  der  Störungsfunktion  in  der  Theorie  der 
Planetenbewegung ^'^-).  ii)  Die  Massische  EntwieMu>ig.  Eine  sehr 
ausgedehnte  Literatur  beschäftigt  sich  mit  der  trigonometrischen  Ent- 
wicklung des  „Hauptteils  der  Störungsfunktion"  "^^),  d.  h.  der  Funktion 

(743)  A- '  =  {)■■'  +  r,2  —2ri\  cos  d)"  2 

nach  den  Funktionen  der  Vielfachen  der  Anomalien  der  beiden  Pla- 
neten. Dabei  bedeuten  r,  r^  ihre  Abstände  von  der  Sonne  (bzw.  über- 
haupt einem  Zentralkörper),  ö  ihren  scheinbaren  Abstand  voneinander, 
von  der  Sonne  aus  gesehen.  Bezeichnet  man  mit  a,  a^  die  großen 
Halbachsen,  mit  r^,  r^^  die  Projektionen  der  Radienvektoren  auf  die 
Ekliptik,  mit  x,  x^  die  Größen  -"  —  1,  -^  —  1,  mit  y,  y^  die  iu  der 
Ekliptik  gemessenen  Mittelpunktsgleichimgen,  mit  s,  z^  die  Elevationen 
über  die  Ekliptik,  mit  r,  r^  die  Anomalien  der  Epoche,  endlich  mit 
5,  Ji  die  mittleren  Anomalien,  so  kann  man  schreiben: 

(744)  A^=  a=(l  -f  xf  -f  a,^(l  +  x.f  -f  (z,  - zf 

—  2aa^{l+x)[l  -\-x^)  cos  (?  — §1 +  ?/  — ?/, -f  t  —  tJ. 

Nun  kann  man  zunächst  nach  Potenzen  und  Produkten  der  als 
klein  vorausgesetzten  Größen  x,  x^,  y,  y^,  z,  z.^  und  diese  Potenzen 
und  Produkte  mit  Hilfe  der  in  Nr.  12  besprochenen  Formeln  nach 
den  trigonometrischen  Funktionen  der  Vielfachen  von  t,  und  ^i  ent" 
wickeln  und  schließlich  alles  nach  diesen  letzteren  umordnen.  Die 
Anfangsglieder  der  so  entstehenden  Entwicklung  sind  im  Laufe  des 
18.  Jahrhunderts,  je  nachdem  ein  Bedürfnis  dazu  sich  einstellte,  all- 
mählich berechnet  worden*^**);  weiter  ist  diese  Rechnung  von  P.  5. 
deLaplace^^^''),  C.  BurckharcH^'»^),  J.  W .  Uibhoch^'^"') ,  J.  Ivory'^^»),  G. 


1182)  Für  ausführlichere  Angaben  muß  auf  den  Artikel  von  H.  v.  Zeipel 
VI  2,  13  verwiesen  werden ;  hier  können  nur  die  vielleicht  auch  für  andere  Auf- 
gaben als  die  zunächst  vorliegende  wichtigen  Gesichtspunkte  Berücksichtigung 
finden. 

1183)  Die  Entwicklung  des  „von  der  Bewegung  der  Sonne  abhängigen 
Teils  der  Stürungsfunktion"  erfordert  nur  die  Ausmultiplikation  von  Reihen  der 
in  Nr.  12  besprocheneu  Art,  in  denen  nur  die  Vielfachen  je  einer  Anomalie 
auftreten. 

1184)  Sie  finden  sich  z.  B.  auch,  nebst  einigen  Bemerkungen  allgemeiner 
Art,  bei  G.  B.  Äiry,  Math,  tracts.  2"  ed.,  Cambr.  1831,  p.  111. 

1185)  Mecanique  Celeste  1,  Paris  1798,  2,  Nr.  48  =  Oeuvres  1,  p.  288;  daraus 
bei  G.  Pontccoulaitt,  TraittJ  analytique  du  Systeme  du  monde  1,  Paris  1829, 
p.  346.  463. 
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de  Pontecoulant^^«^),  B.  Feirce^^^") ,  ü.  J.  Leverrier^^^^) ,  F.  Boqud'^^-} 
geführt  worden.  Allgemeine  Ausdrücke  der  Koeffizienten  der  so  er- 
haltenen Reihen  in  der  Gestalt  19-facher  Summen  finden  sich  bei 
A.  Camliy^^^^). 

l))  Funldionentheoretische  üntersnchmg  der  Koeffizienten  auf  Grund 
ihrer  Darstellung  durch  Doppelintegrale'^^^^).  Diese  ist  von  G.  G.J.Jacobi 
durch  mehrere  Spezialuntersuchungen  vorbereitet  worden.  So  redu- 
ziert er*'^^)  Doppelintegrale  der  Form 

(745)  fj  N-^  sin  ipdipdcp, 

in  der  N  eine  ganze  Funktion  zweiten  Grades  von  cos  ip,  sin  t/;  cos  cp, 
sin  ip  sin  g)  bedeutet,  auf  eine  Normalform,  in  der  nur  neben  einem 
konstanten  Glied  die  Quadrate  dieser  Größen  auftreten;  ebenso  solche 
der  Form"^«): 

(746)  J'fN-^d(pdi', 

1186)  Paris  mem.  1808,,  p.  36. 

1187)  Lond.  trans.  1830,  p.  327;  1831,  p.  26,  283;  1832,  p.  43,  601. 

1188)  Ib.  1833,  p.  559. 

1189)  Traite  analytique  du  Systeme  du  monde  3,  Paris  1834,  p.  26;  unter 
Benutzung  von  Rechnungen  von  /.  Binet,  von  denen  vorher  nur  eine  Notiz  Bull, 
philomat.  3  (1812),  p.  113  veröffentlicht  war. 

1190)  Astr.  J.  1  (1849),  p.  1?,  31?,  33? 

1191)  Paris  observ.  mem.  1  (1855),  p.  258,  358;  angekündigt  schon  Paris 
C.  R.  29  (1849),  p.  4. 

1192)  These  Paris  1885. 

1193)  Sur  la  möcanique  ci^leste  et  aur  un  nouveau  calcnl  '-'),  p.  96.  Merk- 
würdig ist  dabei,  daß  Canchy  (Glchg.  124,  p.  90)  zuerst  die  hier  in  Nr.  9  be- 
sprochenen Entwicklungen  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  ä  benutzt  und 
diese  dann  erst  in  Entwicklungen  nach  den  Potenzen  von  cos  ä  umsetzt,  die  er 
doch  einfacher  hätte  haben  können.  Im  Nachtrag  von  1833,  p.  162,  gibt  er 
Restabschätzungen  und  Angaben  darüber,  wie  weit  man  die  Reihe  fortsetzen 
muß,  wenn  man  verlangter  Genauigkeit  sicher  sein  will;  mit  numerischer  Durch- 
führung für  alle  Kombinationen  der  damals  bekannten  Planeten  zu  je  zweien. 
Von  einer  Untersuchung  Cauchys  über  die  Konvergenz  dieser  Reihe  ist  Paris 
C.  R,.  18  (1844),  p.  13  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  143  nur  der  Titel  mitgeteilt. 

1194)  Diese  Darstellung  ist  bereits  von  Fr.  W.  Bessel  (Berl.  Abh.  1820/21, 
p.  55  =  ges.  Abh.  2,  p.  362),  von  P.  A.  Hansen  (Astr.  Nachr.  7  (1829,  col.  473)  und 
von  S.  D.  Poisson  (Conn.  des  temps  pour  1836[33],  add.  p.  20)  angegeben,  aber 
nicht  weiter  benutzt  worden. 

1195)  J.  f.  Math.  2  (1827),  p.  234  =  Werke  3,  p.  67.  Es  handelt  sich  um 
Transformation  einer  quaternären  quadratischen  Form  auf  eine  Summe  von 
Quadraten  durch  eine  lineare  Substitution,  welche  die  Form  x" -{-  y^ -\-  z-  —  lü* 
in  sich  transformiert. 

1196)  J.  f.  Math.  8  (1831),  p.  259  =  Werke  3,  p.  93.  Hier  handelt  es  sich 
um  orthogonale  Transformation  einer  ternären  bilinearen  Form,   durch  verschie- 
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in  der  N  eine  bilineare  Form  von  1,  cos  <p,  sin  q)  einerseits,  1,  cos  ^, 
sin  ^  andererseits  bedeutet,  auf  eine  Normalform,  in  der  neben  einem 
konstanten  Glied  nur  die  beiden  Produkte  cos  cp  cos  ifj,  sin  (p  sin  il> 
auftreten. 

Ausführlicher  behandelt  er"'")  die  Entwicklung  der  Funktion: 

(7-iT)  A-'={l  +  2l^cosx  +  2Lcosij)-' 

nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  x  und  von  y.  Er  gewinnt  mit 
Hilfe  der  Identität: 

(748)  ?<^>  +  (»-l)|fA--0 

und  der  entsprechenden  durch  Differentiation  nach  y  entstehenden 
Relationen  zwischen  den  Entwicklungskoeffizienten,  aus  denen  her- 
Torgeht,  daß  sich  alle  diese  Koeffizienten  durch  vier  geeignet  ausge- 
wählte unter  ihnen  linear  ausdrücken  lassen'*^'*).  Entwickelt  man  nur 
nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  der  einen  Variabein,  so  genügen  die 
Koeffizienten  einer  linearen  Differentialgleichung  2.  und  einer  (weniger 
einfachen)  3.  Ordnung^'^^).  Auch  zeigt  Jacobi^''^^),  indem  er  die  Inte- 
gralausdrücke der  Koeffizienten  durch  partielle  Integration  umfonut, 
wie  sich  aus  den  für  irgendeinen  Wert  von  s  geltenden  Werten  der 
Koeffizienten  die  für  den  um  1  höheren  Wert  geltenden  ableiten  lassen. 

Ob  Jacobi  beabsichtigt  hat,  auch  die  Resultate  seiner  schon  1839 
begonnenen  aber  erst  aus  seinem  Nachlaß'-"^)  herausgegebenen  Unter- 
suchimgen  über  „kettenbruchähnliche  Algorithmen",  die  allerdings  zu- 
nächst zahlentheoretische  Zwecke  verfolgen,  auch  für  diese  astrono- 
mischen Fragen  nutzbar  zu  machen,  muß  dahingestellt  bleiben. 

c)  Berechnung  der  Koeffizienten  durch  doppelte  mechanische  Qua- 
dratur.   Hierüber  vgl.  man  HA  9a,  Nr.  13,  p.  662.     Zu  den  dort  ge- 


dene  Substitutionen  für  die  beiden  Variabeinreihen.    Verallgemeinerung  auf  be- 
liebig viele  Variable  J.  f.  Math.  12  (1834),  p.  44  =  Werke  3,  p.  240. 

1197)  J.  f.  Math.  15  (1836),  p.  205  =  Werke  6,  p.  119. 

1198)  Jacobi  zeigt  zuerst  elementar,  daß  die  von  ihm  aufgestellten  Rela- 
tionen gerade  vier  Koeffizienten  willkürlich  lassen,  woraus  aber  noch  nicht  her- 
vorgeht, daß  zwischen  diesen  nicht  noch  weitere  Relationen  existieren;  der 
Beweis,  daß  das  nicht  der  Fall  ist,  gelingt  ihm  (p.  215  bzw.  131)  nur  „casibus 
specialibus  exceptis".  Wenn  s  eine  ganze  Zahl  ist,  gilt  der  Satz  noch,  nur  ist 
man  dann  in  der  Auswahl  der  Vier  beschränkter  als  im  allgemeinen  Falle.  — 
Im  GrenzfaUe  l  ^  ^l^-\-  2 /^  reduziert  sich  die  Anzahl  der  willkürlich  bleibenden 
Koeffizienten  auf  3  (p.  225  bzw.  144). 

1199)  p.  219,  221  (136,  138). 

1200)  p.  222  bzw.  139. 

1201)  Von  E.  Heine,  J.  f.  Math.  69  (1868),  p.  29  =  Werke  6,  p.  385. 
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gebenen  Literaturangaben  ist  noch  nachzutragen,  daß  auch  Gaitß,  wie 
aus  seinem  inzwischen  veröffentlichten  Nachlaß '^^''*)  hervorgeht,  von 
•diesem  Verfahren  Gebrauch  gemacht  hat,  und  daß  sich  eine  Dar- 
stellung der  Rechnungsvorschriften  auch  bei  G.  de  Pontecoulant^^"^) 
findet.  —  ü.  J-  Leverrier^^"*)  urteilt,  die  wirkliche  Durchführung  der 
Methode  für  numerische  Rechnungen  sei  erst  durch  das  Verfahren 
von  LiouviUe  (Nr.  49)  ermöglicht  worden.  Er  selbst  legt  übrigens 
Wert  darauf,  die  Rechnungen  bei  der  einfachen  mechanischen  Qua- 
dratur so  einzui'ichten,  daß  man  den  bereits  ausgeführten  Teil  be- 
nutzen kann  und  nur  zu  ergänzen  braucht,  wenn  sich  nachträglich 
die  Berücksichtigung  einer  größeren  Anzahl  von  Entwicklungsgliedern 
als  erforderlich  herausstellt;  vgl.  darüber  IIA  9,  Nr.  7,  p.  653^'"^). 

d)  EnttvicMung  stierst  nach  den  FimMionen  der  exzentrischen  Ano- 
malien. A.  Caucliy  hat  vorgeschlagen'^"^),  zuerst  nach  den  Funktionen 
der  Vielfachen  der  exzentrischen  Anomalien  zu  entwickeln  und  erst 
am  Schlüsse  mit  Hilfe  der  Formeln  von  Nr.  12  zu  den  mittleren  Ano- 
malien überzugehen.  Ist  C, ,  der  Koeffizient  von  exp  «'(?«  -f~  ^i^i)  i^ 
der  ersten  Entwicklung,  so  ist  der  von  exp  i (n^  -\-  «iSi)  i^i  liör  zweiten: 

I,     /i 

wobei  E  die  unter  (262)  angegebene  Bedeutung  hat. 

Andererseits  kann  der  Übergang  von  der  ersten  Entwicklung  zu 
der  zweiten  auch  mit  Hilfe  des  Satzes  (263)  geschehen'^"');  will  man 
dabei  das  anwenden,  was  Cauchy  „die  logarithmische  Methode"  nennt, 
so  hat  man  vor  allem  den  Logarithmus  des  Faktors  1  —  cos  u  zu 
entwickeln,  was  mit  Hilfe  von  (146)  geschieht. 

Später'^"*)   gibt   Cauchy   noch   eine   bemerkenswerte  Umformung 


1202)  Werke  7,  p.  505. 

1203)  Traite   analytique   du  Systeme  du  monde  3,   Paris  1834,  p.  114,  492. 

1204)  Paria  C.  R.   11  (1840),  p.  698. 

1205)  Zu  den  dortigen  Literaturangaben  ist  noch  nachzutragen,  daß  sich 
■einige  Andeutungen  Paria  C.  R.  11  (1840),  p  699  und  die  Resultate  eines  durch- 
gerechneten Beispiels  ib.  12  (1841),  p.  117  finden.  —  Über  Leverriers  Unter- 
suchung der  großen  Ungleichheit  Pallas/ Jupiter  vergleiche  man  den  Bericht  von 
A.  Cauchy,  Paris  C.  R.  20  (1845),  p.  767  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  121  (in  den  OeuvTes 
ist  ein  Absatz  ausgefallen). 

1206)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  853;  in  anderer  Bezeichnung  19  (1844),  p.  63; 
in  noch  anderer  20  (1845).  p.  785  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  358;   8,  p.  253;   9,  p.  140. 

1207)  Paris  0.  R.  19  (1844),  p.  293  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  306. 

1208)  Paris  C.  R.  20  (1845),  p.  1177  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  201. 
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dieser  Rechnung.  Die  Lagrangesehe  Umkehruugsformel  liefert  zunächst 

(750)        F{n,  «,)  =2  i.  dl"  t(^  -  '  '^^^  ^)  ''''"  ?^(?'«i)]- 
Sind  (i,  (tj  die  mittleren  Bewegungen,  so  ist: 

also  kann  statt  (750)  auch  geschrieben  werden: 


(752) 


=  ^ +  (l-e  COS  t)F(t,U), 

wo  die  Funktion  ©  einfach  zu  bilden  und  die  neue  Variable  U  durch 

(758)  U—smU=^,—  '-^smt 

definiert   ist,   so    daß    sich   F{^,  U)    aus  F{^,  ^^]    durch   eine   einfach 
unendliche  Reihe  ableiten  läßt. 

e)  Enhvicklung  nach  der  zvahren  Anomalie  des  einen  und  der  exzen- 
trischen Anomalie  des  andern  Planeten.  P.  A.  ffansen^^"^)  beginnt  mit 
der  Entwicklung  nach  den  Potenzen  des  Verhältnisses  der  beiden 
Radienvektoren,  indem  er  der  Meinung  ist,  daß  diese  Entwicklung 
eine  gewisse  „natürliche  Konvergenz"  aufweise,  die  durch  die  Art  und 
Weise  der  ferneren  Umformung  wohl  verschlechtert,  aber  nicht  ver- 
bessert werden  könne.  Ihre  Koeffizienten  sind  zunächst  Legendresche 
Polynome  (vgl.  IIA  10,  Wangerin,  Nr.  2,  p.  701)  des  Cosinus  der 
scheinbaren  Distanz;  diesen  schreibt  er 

(754)  cos  H  ^  A  cos  iv  -\-  B  sin  u>, 

wobei  w  die  wahre  Anomalie  des  gestörten  Planeten  ist,  während  A, 
B  von  der  des  störenden  und  den  Bahnelementen  beider  abhängen.  Wird 

(755)  r  cos  w  =  ax,     r  sin  w  =  ay 

gesetzt,  so  erscheint  die  Entwicklung   als   eine  solche    nach  Potenzen 
von  X  und  y: 

(756)  ^C„,n^"'r- 

Die  Koeffizienten  C  lassen  sich  in  die  Form  bringen: 

(757)  r  „=  const.  (-  •  ^J-)'"""""'/;     ■ 

\  /  mn  ^(j^        ^^J  mal 

1209)  Schriften  der  Sternwarte  Seeberg,  Gotha  1843,  p.  19  (Tranz.  von 
V.  Mauvais,  Conn.  des  temps  pour  1847[44],  additions);  Auszüge  Berl.  Ber.  1843, 
p.  11;  astr.  Nachr.  20  (1843).  vol.  177;  monthly  not.  5  (1843),  p.  227;  Brui.  Bull.  9 
(1842),  p.  G21;  Taylor  scient.  mem.  3  (1843),  p.  587. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     Hl.  70 


1076     IIA  12.    H.  Burkhardt.     Trigonometrische  Keihen  und  Integrale, 
dabei  ist  D,,,,,  durch 

(758)  (1  _  2^1  —  2 Bf]  +  I-+  ^-r^  =^A«  J™»?" 

definiert,  also  eine  rationale  ganze  Funktion  von  cos  w,  sin  tv,  die 
sich  folglich  durch  die  Interpolationsformeln  genau  darstellen  läßt. 
Andererseits  sind  die  Produkte  x'"y''  Funktionen  derselben  Art  von 
der  exzentrischen  Anomalie  des  gestörten  Körpers. 

f)  Abtrennung  eines  Korrektionsgliedes.  A.  Cauchy^^^")  bemerkt 
bereits,  daß  die  klassische  Entwicklung  nur  für  kleine  Werte  des 
Achsenverhältnisses,  der  Exzentrizitäten  und  der  Neigungen  gut  kon- 
vergiert; er  schlägt  daher  vor,  mit  der  Entwicklung  nach  Potenzen  von 

,6  .  „  <5- 

rr.coB'-—  rr,  sin'' —- 

,„,..                  2rri  cos  ä        ,              '           2  ,              '2 

(7o4)               -Vi — r     oder     ---, — .-^  oder     -:~. — r^^- 

zu  beginnen.  Er  führt  zunächst *°'')  die  erste  dieser  Entwicklungen 
für  den  Fall  verschwindender  Exzentrizitäten  aus,  indem  er  die  Ent- 
wicklung nach  Potenzen  von  cos  Ö  in  eine  solche  nach  den  Cosinus 
der  Vielfachen  von  d  umsetzt  und  dann  diese  Cosinus  erst  durch  die 
wahren  Anomalien  ausdrückt^-'");  um  dann  auf  den  Fall  nicht  verschwin- 
dender Exzentrizitäten  zu  kommen,  ersetzt  er  in  diesen  Entwicklungen 
die  Halbachsen  durch  die  Radienvektoren,  entwickelt'^'')  nach  Potenzen 
der  Cosinus  der  exzentrischen  Anomalien  und  führt  schließlich'^'^)  mit 
Hilfe  der  Formeln  der  elliptischen  Bewegung  die  Funktionen  der 
Vielfachen  der  mittleren  Anomalien  ein. 

Später  hat  Cauchy  diese  Idee  nach  verschiedenen  Richtungen 
weiter  verfolgt.    Er  setzt  zunächst'-'^): 

(755)  A  =  Y2rr,  [^  (^  +  ^)  -  cos  sf, 
hierauf 

i{i  +  'i)  =  ^'   y(^+?)-^=  l('^-^Yecosu-e,cosu,)  =  ^, 

(756)  i-  =  :^(A--cosd+  (>)--i- 


1210)  Turin  mem.  von  1831,  p.  109  Er  setzt  auseinander,  daß  die  erste 
dieser  Entwicklungen  für  -willkürliche  d  am  besten  konvergiert,  daß  es  aber,  so- 
fern man  sich  entschließen  woUe,  für  verschiedene  Intervalle  verschiedene  Ent- 
wicklungen zu  gebrauchen,  zweckmäßig  sein  könne,  auch  die  beiden  andern  mit 
heranzuziehen. 

1211)  p.  113. 

1212)  p.  117.  Er  denkt  sich  diese  Umformung  durch  doppelte  mechanische 
Quadratur  ausgeführt. 

1213)  p.  127. 

1214)  p.  129.    Er  gibt  hier  ausführliche  Restabschätzungen. 

1215)  Paris  C.  R.   U  (1840),  p.  461  =  Oeuvres  (1    5,  p   296. 
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und  entwickelt  erst  nach  Potenzen  von  9;  um  dann  die  Hilfsfunktion 

1^ 

(757j  (k  —  cos  (3)    = 

und  ihre  nach  k  genommenen  Ableitungen  zu  entwickeln,  schreibt 
er**'®)  diese  Hilfsfunktion  in  der  Form 

(758)  (A  —  fi  cos  ip  —  i>i  +  11)  —  V  cos  {p  -{-  Pi-\-  Oj)    - , 

wo  p,Pi  die  wahren  Längen  sind,  J  die  gegenseitigen  Neigungen  be- 
deuten, 0  und  W  von  den  Neigungen  und  den  Knotenlängen  ab- 
hängen und 

(759)  cos^-^  =  ;t,     sin-  ^  =  v 

gesetzt  ist,  und  entwickelt  zunächst  nach  Potenzen  von  v. 

Die  Potenzen  von  p  entwickelt  er  dabei  mit  Hilfe  des  Binomial- 
satzes  nach  Produkten  von  Größen,  die  nur  auf  je  einen  Planeten 
sich  beziehen. '^'^) 

Femer  setzt  er 

(760)  A-  =2aa^{l  —  cos  {p^  —  p  -\-  H)  +  v) 

und  entwickelt  zunächst  nach  Potenzen  von  j/.'^'*) 

Dann  versucht  er'*"),  mit  der  Entwicklung  nach  den  Cosinus 
der  Vielfachen  von  d  zu  beginnen  und  die  Koeffizienten  dieser  Ent- 
wicklung nach  Potenzen  von 

(761)  '■-',  —  ~ 

zu  entwickeln,  nachdem  er  den  Integra tious weg,  wie  in  (192)  ange- 
geben, in  der  Ebene  der  komplexen  Zahlen  verschoben  hat.  Die 
Koeffizienten  dieser  Entwicklung  drückt  er  zunächst  durch  Residuen 
aus'*^*);  nachher'-'')  spaltet  er  erst  Faktoren  ab,  die  nur  von  der  Be- 
wegung je  eines  Planeten  abhängen,  und  entwickelt  nach  Potenzen  von 

(T62)  g-S-l, 


1216)  Paris  C.  R.  11  (1840),  p.  467  =  Oeuvres  (1)  5,  p.  802;  Zusammen- 
stellung der  Formeln,  Paris  C.  K.  11  (1840),  p.  501  =  Oeuvres  (1)  5,  p.  311. 

1217)  Paris  C.  R.  11  (1840),  p.  470  =  Oeuvres  (1)  5,  p.  305. 

1218)  Paris  C.  R.  12  (1841),  p.  96  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  28.  Für  Entwicklung 
dieser  Potenzen  selbst  empfiehlt  er  p.  32  Interpolationsformeln  zu  benutzen. 
Weitere  Ausführungen  C.  R.  12  (1841),  p.  194,  323  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  40,  78. 

1219)  Paris  C.  R.  15  (1842),  p.  266  =  Oeuvres  (1)  7,  p.  98 

1220)  Über  die  Bestimmung  dieser  Residuen  gibt  er  Paris  C.  R.  15,  p.  303 
=  Oeuvres  (1)  7,  p.  103  noch  einige  Andeutungen. 

1221)  Paris  C.  R.  15  (1842),  p.  360  =  Oeuvres  (1)  7,  p.  108. 

70* 
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oder'---)  er  ersetzt  (761)  durch 

(•''■)    ^.G-:','.)=:'.((i-,^:)-(i-3) 

und  entwickelt  nach  dem  Biuomialsatz. 

Später,  als  er  es  zweckmäßig  gefunden  hatte  ( vgl.  d),  mit  der 
Entwicklung  nach  den  exzentrischen  Anomalien  zu  beginnen,  schreibt 
er  das  Quadrat  der  Distanz  in  der  Form 

(764)  Aä=(.  +  S, 
wo: 

Q  =  h-\-]; cos  (u  —  Mj  —  ß)  —  /* cos (u  —  ß)  —  h,^ cos (m,  —  ßj) 

-f-  c  cos  (u  -\-  Mj  — •  y), 
S  =j  cos  2u  -\-  ;'j  cos  2t(^^ 

und  behandelt  zunächst,  was  für  kleine  Exzentrizitäten  zweckmäßig 
ist,  g  als  Korrektionsglied,  nach  dessen  Potenzen  entwickelt  wird.'--*) 
Auch  Q  spaltet  er  hier  noch  einmal  in  ganz  analoger  Weise,  indem 
er  die  beiden  ersten  Summanden  als  Hauptbestandteil  betrachtet;  l)ald 
darauf  zieht  er  es  aber  vor*^^*),  g  auf  die  Form 

(765)  Q  =  H  -\-  K  cos  (mj  —  co) 

zu  briugen,  in  der  H,  K,  a  noch  Funktionen  von  u  sind.  Die  Ent- 
wicklung von  Q  nach  den  Funktionen  der  Vielfachen  von  u^  geschieht 
mit  Hilfe  der  Formeln  von  Nr.  9,  in  denen  dabei  «  durch 

(766)  ö  =  tg  (—  arc  sin  jr) 

zu  ersetzen  ist.  Es  sind  dann  noch,  da  die  übrigen  Bestandteile  teils 
keine  Schwierigkeiten  bieten  sich  auf  die  Potenzen  dieses  6  zurück- 
führen lassen,  diese  letzteren  nach  den  Funktionen  der  Vielfachen  von 
u  zu  entwickeln:  auch  diese  Aufgabe  läßt  sich  auf  die  Formeln  von 
Nr.  9  bzw.  10  reduzieren,  indem,  wieder  bis  auf  Faktoren,  die  keine 
Schwierigkeit  bieten, 

und  die  hier  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Funktion  eine  ratio- 
nale ganze  Funktion  4.  Grades  von  cos«  und  sin  m  ist.'--^) 

Etwas   später'^-*)    findet    sich   bei   Cauchy    noch   die  Bemerkung, 


1222)  Paria  C.  R.  15  (1842),  p.  481  =  Oeuvres  (1)  7,  p.  124. 

1223)  Paris  C.  R.  19  (1844),  p.  63  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  254. 

1224)  Ib.  p.  159,  283  =  284,  296.  Ob  man  bei  diesem  Verfahren  das  Glied 
j  cos  2  m  mit  in  q  hereinnimmt  oder  bei  s  beläßt,  macht  keinen  wesentlichen 
Unterschied. 

1225)  Ib.  p.  281»  =  302. 

1226)  Ib.  20  (1845),  p.  775  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  130. 
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daß  man  die  Zerleguug  (764),  bzw.  die  Bestimmung  von  H  und  K, 
auch  interpolatorisch  vornehmen  könne,  da  j  und  jj  einfache  Werte 
haben. 

Ein  folgender  Aufsatz  Cauchys'^"')  bringt  allgemeine  Auseinander- 
setzungen über  die  zweckmäßigste  Art  der  Zerlegung  in  Hauj)tglied 
und  Korrektionsglied.  In  erster  Stelle,  meint  er,  müsse  man  darauf 
sehen,  eine  Reihe  zu  bekommen,  die  weiter  konvergiert  als  die  direkte 
Entwicklung  der  gegebenen  Funktion  nach  Potenzen  der  Variabein 
und  dabei  doch  elementar  gliedweise  integriert  werden  kann.  Eine 
solche  bekomme  man  in  der  Tat,  wenn  man  den  Ausdruck  unter  dem 
Wurzelzeichen  in  Linearfaktoren  zerlege  und  das  Produkt  der  Fak- 
toren mit  den  absolut  kleinsten  Nullstellen  als  Hauptbestandteil  be- 
trachte. Bei  Anwendung  dieses  Verfahrens  auf  die  Bestimmung  der 
Koeffizienten  35  führt  er^--^)  die  Gleichung 

(768)  1  —  2«  cos  a;  4-  er  =  0 
durch  die  Substitution  u  =  exp  ( —  ß)  in  die  Form 

(769)  cos  X  =  cos  ßi 
über,  deren  Wurzeln 

X  =  2nn  -(-  ßi 

sind,  und  spaltet  demgemäß  den  Faktor  (x^ -\-  /3^)~'  ab,  so  daß  er  eine 
Entwicklung  der  Form 

(770)  C  dx  _  y    r     x^Ux_ 
^        '                   J  yi  — 2acosa; -I- a=        ^J{x^+ßT' 

erhält;  für  s  =  4-  gibt  das  erste  Glied,  wenn 


/771\  X  +  Vx^+  ß^  ßl  1\ 

(771)  j^-*'-  =  2,     x=l[z  —  -j 

gesetzt  wird,  einfach  log  z,  die  folgenden  außer  Bestandteilen,  die  zu 
demselben  Logarithmus  proportional  sind,  noch  Entwicklungen  nach 
Potenzen  von  z  mit  ganzzahligen  Exponenten.  Cauchy  bemerkt 
noch'*^^),  daß  man  auch  mit  der  Entwicklung  von 


(772)  ]/- 


J^±ß' 


■  2a  cos  X  -{-  a' 


1227)  Ib.  p.  907  =  164. 

1228)  Ib.  p.  920  =  177.  Es  handelt  sich  eigentlich  nicht  um  die  Entwick- 
lung der  Störungsfunktion,  sondern  um  die  Entwicklung  der  unbestimmten  Inte- 
grale, durch  die  sich  die  Variationen  der  Bahnelemente  ausdrücken. 

1229)  p.  923  =  181. 


1080     IIA  12.    H.  Burichardt.     Trigonometrisclie  Eeihen  uud  Integrale, 
nach  Potenzen  von  0  beginnen  könne.     Die  Integrale  der  Formen 
(_773)         /"a     '     /  — A — '      je'"^i^dx,      /  a;e'"'^A(7a; 

lassen  sich  dann  mit  Hilfe  von  Rekursionsformeln  auf  die  vier  redu- 
zieren, die  von  den  beiden  ersten  Formen  für  «  =  0  und  w  =  1  ge- 
liefert werden;  und  wenn  man  noch  die  Formeln  von  Nr.  13  benutzt, 
so  erkennt  man,  daß  das  gleiche  auch  noch  gilt,  wenn  der  Exponent  n 
keine  ganze  Zahl  mehr  ist.  Cauchy  deutet  noch  an'^^"),  daß  man  auch 
den  allgemeinen  Fall  der  Entwicklung  der  Störungsfunktion  analog 
behandeln  könne;  man  müsse  dann  nur  statt  eines  Faktors  der  Form 
x'^  -j-  ß-  einen  solchen  der  Form 

(774)  {x  —  af  +  li' 
abspalten. 

J.  Luhhoclc^'^^)  schreibt  das  Quadrat  der  Distanz  zunächst  in  der 
Form: 

(775)  1  —  J.J  cos  «1  —  Ä.2  cos  «2 •  • 

wo  Kj,  Kj,  .  .  .  Winkel  bedeuten,  die  sich  aus  den  Vielfachen  der  Ano- 
malien der  beiden  Körper  zusammensetzen  und  die  Koeffizienten  ^j, 
A^, .  .  .  in  jedem  einzelnen  Falle  der  absoluten  Größe  nach  geordnet 
sein  sollen;  er  schreibt  dann  statt  dessen: 

(776)  (1  ^  Ä^  cos  «i)(l  —  A^  cos  «,)...  (1  —  Af.  cos  «J  —  Q, 

wo  also  Q  sowohl  die  nicht  berücksichtigten  Glieder  der  Form  A  cos  a 
als  auch  die  aus  der  Entwicklung  des  Produktes  entstehenden  in  (775) 
nicht  vorkommenden  enthält,  und  entwickelt  dann  zunächst  nach 
Potenzen  von  Q. 

g)  Entwicklung  nach  den  Funldionen  des  einen  Winkels  analytisch, 
nach  denjenigen  des  andern  interpolaforisch  (Methode  mixte).  U.  J. 
Lev&rrier  hat  auch  vorgeschlagen  ^-^^),  die  Entwicklung  nach  den  Funk- 
tionen der  Vielfachen  des  einen  Arguments  auf  analytischem  Weg, 
nach  denjenigen  des  andern  interpolaforisch  oder,  wie  die  Astronomen 
zu  sagen  gewohnt  sind,  durch  mechanische  Quadratur  vorzunehmen. 
Er  entwickelt  zu  diesem  Zweck  zunächst  nach  Potenzen  der  Exzen- 
trizität des  störenden  Körpers;  der  Hauptteil  enthält  dann  dessen  Ano- 


1230)  p.  926  =  185.  Die  sich  anschließende  Note  p.  996  =  186  enthält  nur 
Persönliches. 

1231)  Phil.  mag.  (3)  31  (1847),  p.  5,  86,  144.  Ev.  ersetzt  er  auch  noch  die 
Ai,  Ä^,  .  .  .  durch  in  den  Tafeln  vorkommende  Näherungswerte  und  schiebt  die 
dadurch  hervorgebrachte  Differenz  ebenfalls  auf  Q. 

1232)  J.  de  math.  8  (1843),  p.  282. 
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malie  nicht  in  höheren  Vielfachen  und  kann  also  für  jeden  speziellen 
Wert  der  Anomalie  des  gestörten  Planeten  nach  den  Formeln  von 
Nr.  9  entwickelt  werden.  Will  man  die  Methode  anwenden,  ohne 
vorher  ein  Korrektionsglied  abzutrennen,  so  erscheint  A"  als  Funktion 
4.  Grades  der  exzentrischen  Anomalie  des  störenden  Planeten;  diese 
ist  dann  in  Faktoren  zu  zerlegen  und  wie  am  Schlüsse  von  Nr.  10 
angegeben  zu  verfahren.  Diese  Methode  hat  schon  C.  I .  Gauß  in 
seinerzeit  nicht  veröffentlichten  Rechnungen  ^-^')  versucht,  scheint  sie 
aber  bald  verlassen  zu  haben.  A.  Cauchij  ist  wiederholt  auf  sie  zu- 
rückgekommen, namentlich  zeigt  er'-**),  daß  die  Faktorenzerlegung 
des  Quadrats  der  Distanz  geschrieben  werden  kann: 

(777)       ^'A'  =  {1  —  ae-'P'x){l  —  aev<  x-'^)(l  —  be-'P'x) 

(1  —hev'x-^),  x  =  e"'. 

Auch  gibt  er'-*^)  Anweisung,  wie  man  bei  ihr  bestimmen  kann,  wie 
viele  Funktionswerte  man  für  die  mechanische  Quadratur  benutzen 
muß,  um  verlangter  Genauigkeit  sicher  sein  zu  können. 

li)  Heranziehung  der  Theorie  der  elliptischen  FunMionen.  Ver- 
suche, die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  weiter,  als  es  bereits 
durch  die  „Funktionen  der  großen  Achsen"  (Nr.  9d)  geschehen  war, 
für  die  Störungstheorie  nutzbar  zu  machen,  gehen  auf  J.  Liouville  za- 
rück.'-'^)  Bei  geeigneter  Wahl  der  Zeiteinheit  handelt  es  sich  um  die 
Berechnung  von  Intecrralen  der  Form: 


(778)  rj;=°^^*U— ^^ 


singt]  {Ä  -{-  Ä^  cos  t)^ 
oder,  wenn  g  in  die  Summe  einer  ganzen  Zahl  n  und  eines  Bruches  l, 


1233)  Werke  7,  p.  595  (von  1814?).    Gauß  entwickelt  so  nicht  die  Kompo- 
nenten der  störenden  Kräfte  selbst,  sondern  ihre  Produkte  mit  einem  Faktor 


Vsin  Z 


^  —  cos   (Ji  —  qjjj-, 

der  nach  demselben  Prinzip  gewählt  ist  wie  in  den  oben  besprochenen  Unter- 
suchungen Cauchys  "■').  p.  599  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Bestimmung 
der  Konstanten. 

1234)  Paris  C.  R.  18  (1844),  p.  (J31;  19  (1844),  p.  1231  =  Oeuvres  (1)  8, 
p.  175,  350. 

1235)  Ib.  20  (1845),  p.  839  =  (1)  9,  p.  150.  Vgl,  auch  die  Andeutungen  ib. 
17  (1843),  p.  1158  =  (1)  8,  p.  121. 

1236)  J.  de  math.  1  (1836),  p.  445,  Ankündigung  Paris  CR.  8  (1836),  p.  41; 
einige  Andeutungen  über  die  Ausdehnung  des  Verfahrens  auf  Fälle,  in  welchen 
die  Exzentrizität  des  gestörten  Planeten  und  die  gegenseitige  Neigung  der  Bahnen 
nicht  mehr  sehr  klein  sind,  ib.  8  (18.39),  p.  696. 
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der  absolut  kleiner  als  4-  ist,  zerlegt  wird,  der  Formen: 


(779)  f{ 


cos  nt]  i  cos  lt\ 


Bin  nt  J  l  sin  lt\  {Ä-\-  Ä^  cos  t)^ 
Werden  dann  die  Faktoren,  mit  denen  cos  U  und  sin  U  multipliziert 
sind,  nach  den  Cosinus  bzw.  Sinus  der  ganzzahligen  Vielfachen  von  t 
entwickelt,  so  drücken  sich  die  Koeffizienten  durch  elliptische  Inte- 
grale aus.  Die  Integration  nach  t  führt  Nenner  der  Form  w"  —  l'  ein ; 
darauf  beruht  die  Möglichkeit  einer  Abschätzung  der  Größe  der  beim 
Abbrechen  an  einer  bestimmten   Stelle  vernachlässigten  Glieder. 

Wohl  dadurch  veranlaßt  hat  dann  die  Pariser  Akademie  die  Preisfrage 
gestellt '^^'),  die  Störungen  mit  Hilfe  von  Entwicklungen  zu  berechnen, 
die  nach  von  den  Kreisfunktionen  verschiedenen  Funktionen,  für  welche 
bereits  Tafeln  existieren,  fortschreiten;  sie  ist  aber  damals  weder  in  dieser 
Form,  noch  in  der  späteren  modifizierten'^^*)  „nach  Funktionen,  für 
welche  Tafeln  ein  für  allemal  berechnet  werden  können",  gelöst  worden. 

i)  Asymjdotische  Werk  der  Koeffizienten  für  große  Werte  der 
Indizes.  Solche  hat  zuerst  C.  G.  Jacobi^^^^)  für  die  in  Nr.  10  be- 
sprochenen speziellen  Fälle  erhalten:  die  Benutzung  seiner  allgemeinen 
Transformationsformel  (374)  führt  die  Integraldarstellung  der  Koeffi- 
zienten in  diejenige  Form  über,  wie  sie  zur  Anwendung  der  Laplace- 
schen  Formeln  für  Funktionen  großer  Zahlen  verlangt  wird. 

Dann  hat  A.  Cauchy  seine  allgemeinen  in  Nr.  109  zu  besprechenden 
Untersuchungen  auf  das  hier  vorliegende  Problem  angewendet.  Soll 
zunächst  der  Koeffizient  A^  von  x"  exp  (n^i)  in  der  Entwicklung  der 
Störungsfunktion  nach  den  Funktionen  der  Vielfachen  der  mittleren 
Anomalie  bestimmt  werden,  so  ist  wegen   des  Satzes  (263): 

(780)  F{x)  =  -i  (1  —  f  (X  +  X- 1) )  exp  (^  {x  —  x' ')) 

zu    nehmen*^");    dabei   ist   für  A  die  Zerlegung  (777)    zu    setzen  und 


1237)  Paris  C.  R.  5  (1837),  p.  291;  wiederholt  7  (1838),  p.  360;  9  (1839), 
p.  844;    11  (1840),  p.  72. 

1238)  Paris  C.  E.  12  (1841),  p.  637;  wiederholt  13  (1841),  p.  1177;  15  (1842), 
p.  1143;  18  (1844),  p.  333.  Schließlich  wurde  nur  überhaupt  eine  Vervollkomm- 
nung der  Störungstheorie  verlangt  (20  (1845),  p.  599;  22  (1846),  p.  768);  den 
Preis  erhielt  dann  P.A.Hansen  (30  (1850),  p.  250);  seine  Untersuchung  ist  aber 
erst  einige  Jahre  später  veröffentlicht. 

1239)  J.  f.  Math.  15  (1836),  p.  16  =  Werke  6,  p.  104.  Er  behandelt  nach- 
einander die  Fälle,  daß  bei  großem  m  das  n  endlich,  von  der  Ordnung  von  ]/»! 
oder  von  der  von  m  selbst  ist. 

1240)  Paris  C.  R.  20  (1846),  p.  224  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  449.  Bei  der  An- 
kündigung ib.  13  (1841),  p.  318  =  (1)  6,  p.  281  scheint  Canchy  ein  sehr  ähn- 
liches, aber  nicht  genau  dasselbe  Verfahren  im  Auge  gehabt  zu  haben. 
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ebeuso 

(781)  1  -  e(x-{-x-^)  =  /^,(1  —  fx)(l  —  fx-'), 

wo  f  dieselbe  Bedeutung  wie  in  (230)  hat.    Also  i.st  in  der  in  betracht 
kommenden  Gleichung  von  Nr.  109 

(782).   9'(,^)  =  (l-|^e^''*)"^(l--f7^e'^')exp(|^^e'^*), 

;f  (j:)  =  (l  —  a^x)~'^  (l—aixe~^''")~'^(l  —  afxe~''")  exp  ( ^  xe~''"\ 

zu  nehmen;  das  gibt  dann'^*'): 

(783)  A^[^]  -^i^-eZ, 
mit: 

(784)  2;=!^(|_|->)_  ;(|  +  |-')_±^„  |  =  a-^en 

Diese  Rechnung  führt  er  für  eine  Anzahl  geeigneter  Werte  der 
exzentrischen  Anomalie  des  andern  Planeten  aus  und  gewinnt  daraus 
den  asymptotischen  Wert  des  Koeffizienten  Ä_^  ^  in  der  Entwicklung 
nach  den  Funktionen  der  Vielfachen  der  beiden  mittleren  Anomalien 
durch  mechanische  Quadratur. 

In  einer  späteren  Note'-'")  deutet  er  noch  an,  wie  man  ebenfalls 
durch  Benutzung  einer  der  Formeln  von  Nr.  109  sogleich  einen  asym- 
ptotischen Wert  für^,^j_^  selbst  erhalten  könne;  wenn  sich  die  Indizes 
m,  n  näherungsweise  wie  die  mittleren  Bewegungen  verhalten,  können 
die  Differentiationen  nach  den  Anomalien  durch  eine  einzige  solche 
nach  der  Zeit  ersetzt  werden;  man  erhält  so 

(785)  Ä„    .-'^^"^^{i^K 

^  '  m,-n  27C  OT   \  2     dr   1       ' 

und  die  einzusetzenden  Werte  der  Anomalien  sind  aus  den  Gleichungen 


(786)  A===0,  m^^  +  «|t— 0 


zu  bestimmen. 


1241)  Paris  C.  R.  20  (1845),  p.  845  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  160.  In  einer  vor- 
hergehenden Note  (ib.  p.  83.3  =  148)  hatte  er  die  Rechnung  zuerst  für  die  Koeffi- 
zienten der  Entwicklung  nach  den  Vielfachen  der  exzentrischen  Anomali  durch- 
geführt und  war  von  diesen  mit  Hilfe  der  Gleichung  (749)  —  oder  vielmehr  der 
entsprechenden  Cileichung  für  Funktionen  eines  Planeten  —  zu  den  Koeffizienten 
der  Entwicklung  nach  den  exzentrischen  Anomalien  übergegangen. 

1242)  Paris  C.  R.  20  (1845),  p.  1616  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  209. 
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51.  Entwicklung  der  Wärmemenge,  die  ein  Teil  der  Erdober- 
fläche von  der  Sonne  erhält,  nach  trigonometrischen  Funktionen 
der  Zeit.  Die  Frage,  wie  die  von  der  Sonne  der  Erde,  bzw.  einem 
bestimmten  Punkt  ihrer  Oberfläche,  durch  Strahlung  zugesendete 
Wärmemenge  mit  Ort  und  Zeit  variiert,  ist  bereits  von  E.  Halley  in 
Angriif  genommen  worden.  Er  findet'^*'),  daß  die  während  eines 
Tages  einem  Ort  von  der  geographischen  Breite  (p  zugesendete  Wärme- 
menge zu 

(787)  sin  %  cos  (9  —  £)  +  %  cos  {cp  -\-  i) 

pi-oportional  ist;  dabei  bedeutet  s  die  Exzentrizität  der  Erdbahn,  % 
den  halben  Tagesbogen  der  Sonne,  und  das  obere  Zeichen  gilt  für  das 
Sommer-,  das  untere  für  das  Winterhalbjahr.  Diesen  Ausdruck  hat 
J.  H.  Lambert^^*^}  nach  den  Funktionen  der  Vielfachen  der  Länge  der 
Sonne  entwickelt  und  daraus  den  Satz  abgeleitet,  daß  die  gesamte 
einem  Orte  im  Verlaufe  eines  Jahres  zugeführte  Wärmemenge  von  dem 
Vorzeichen  der  Breite  unabhängig  ist;  auch  hat  er  gezeigt'"*^),  daß 
die  gesamte  der  ganzen  Erde  während  irgendeines  Zeitintervalls  zu- 
geführte Wärmemenge  der  Änderung  der  wahren  Anomalie  der  Erde 
während  dieses  Intervalls  proportional  ist. 

Daß  diese  Sätze  für  geologische  Untersuchungen  von  Bedeutung 
sein  können,  indem  sie  eine  Abhängigkeit  der  Wärmezufuhr  von  den 
säkularen  Veränderungen  der  Elemente  der  Erdbahn  erkennen  lassen, 
scheint  zuerst  J.  F.  Mohde^-*^)  bemerkt  zu  haben.  Schärfer  formuliert 
erscheint  diese  Bemerkung  bei  J.  Fr.  W.  Herschel,  der  die  Sätze  aus- 
spricht'-*'),  daß  die  der  ganzen  Erde  im  Laufe  eines  Jahres  von  der 
Sonne  zugesendete  Wärmemenge  der  kleinen  Achse  der  Erdbahn  pro- 
portional ist,  und  daß  eine  Vergrößerung  der  Exzentrizität  auf  der 
einen  Halbkugel  eine  Verminderung,  auf  der  andern  eine  Verstärkung 


1243)  Lond.  trans.  17  (1693),  p.  878.  Die  erforderliche  Integration  oder,  wie 
er  sich  ausdrückt,  „Summation  aller  Sinus  der  Sonnenhöhe,  solange  die  Sonne 
über  dem  Horizont  ist",  stellt  er  geometrisch  durch  die  Komplanation  eines 
Zylinderhnfes  dar;  diese  ließ  sich  mit  Hilfe  damals  bekannter  geometrischer  Sätze 
ausführen. 

1244)  Photometi-ie,  Berlin  1773,  p.  317.  Tralles,  Berl.  Abhandl.  1818/19[20], 
math.  p.  86,  gibt  an,  wie  der  Satz  bei  Berücksichtigung  der  Absorption  zu 
modifizieren  ist. 

124Ö)  Photometrie  p.  310. 

1240)  Jahreszeiten  höherer  Ordnung,  Königsberg  1809. 

1247)  Lond.  geol.  trans.  (2)  3,  (1832),  p.  295  (von  1830);  Auszug  Lond.  geoL 
proc.  1  (1826/33),  p.  244.  —  Beweis  bei  S.  Haughton,  Phil.  mag.  (4)  31  (1866), 
p.  375. 
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des  Gegensatzes  zwischen  Sommer  und  Winter  bedingt,  je  nachdem 
das  Perigäum  der  Sonne  in  ihren  Winter  oder  in  ihren  Sommer 
fällt. ^"**)  S.  D.  Poisson^-^^)  hat  dann  diese  Sätze  und  den  von  Lam- 
bert aus  den  Formeln  der  Theorie  der  elliptischen  Bewegung  abge- 
leitet, auch  angegeben,  daß  bei  Berücksichtigung  der  Abweichung  der 
Erde  von  der  Kugelgestalt  noch  Korrektionsglieder  hinzutreten,  die 
von  der  Schiefe  der  Ekliptik  abhängen.  Auch  hat  er  die  gesamte 
einem  bestimmten  Ort  der  Erdoberfläche  in  einem  bestimmten  Moment 
von  der  Sonne  zugeführte  Wärmemenge  nach  den  Cosinus  der  Viel- 
fachen des  Stundenwinkels  der  Sonne  entwickelt*-"*);  sie  ist  von 
diesem  eine  „diskontinuierliche"  Funktion  im  alten  Sinne  des  Wortes 
(Nr.  28),  die  zur  Bestimmung  der  Entwicklungskoeffizienteu  erforder- 
lichen Integi-ationen  lassen  sich  elementar  ausführen.  Sie  hängen 
ihrerseits  vom  halben  Tagesbogen  der  Sonne  ab  und  lassen  sich  in- 
folgedessen nach  den  Funktionen  der  Vielfachen  der  wahren  Sonüen- 
länge  entwickeln;  doch  führt  Poisson  diese  Entwicklung  nur  für  den 
ersten  dieser  Koeffizienten,  also  das  Tagesmittel  der  zugeführten 
Wärmemenge,  aus.  Die  Koeffizienten  drücken  sich  durch  elliptische 
Integrale  (aller  drei  Gattungen)  aus;  er  reduziert  sie  auf  die  Legen- 
dreschen Normalformen '-^*). 

V.  Das  Pouriersche  Integral. 
52.  Übergang  von  der  trigonometrischen  Reihe  zum  Fourier- 
schen Integral.    J.  J.  Fourier^-''^)  läßt  in  den  Gleichungen: 


(788)     f{x)  =  ^A,+^A,^. 


{0<x<  l) 


1248)  Lond.  geol.  trans.  (2)  S^ ,  p.  298. 

1249)  Conn.  ides  temps  pour  1836[33],  add.  p,  .53;  im  wesentlichen  ebenso 
chaleur  p.  477. 

1250)  Chaleur  p.  481.  Der  Auszug,  Paris  C.  R.  4  (1837),  p.  137,  gibt  nur 
im  allgemeinen  den  Gang  der  Rechnung  an. 

1251)  Chaleur  p.  485. 

1252)  Preissohrift  von  1811,  Paris  mem.  4  (1819/20)[24],  p.  485;  theorie  ana- 
lytique  de  la  chaleur,  Paris  1822,  Nr.  345  =  Oeuvres  1,  p.  390.  Fourier  nimmt 
für  l  ein  Vielfaches  von  3t,  wodurch  nichts  vereinfacht  wird;  übrigens  deutet  er 
bereits  an,  daß  man  ebenso  gut  wie  von  einer  harmonischen  auch  von  einer  un- 
harmonischen trigonometrischen  Reihe  ausgehen  könne.  Das  hat  dann  Poisson, 
theorie  de  la  chaleur,  Paris  1835,  p.  297  ausgeführt.  —  Veröffentlicht  sind  die 
Formeln  790  und  791  zuerst  ann.  chim.  phys.  3  (1816),  p.  361;  dann  auf  Grund 
einer  Mitteilung  Fouriers  von  .S'.  F.  Lacioi.v,  traitd  3  (1819),  p.  562,  ohne  Be- 
weis.    A.   Cauchy,    der    die    Formeln    schon    vorher    benutzt    hatte,    sagt    (bull. 
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(vgl.  389)  die  Intervallänge  l  über  alle  Grenzen  wachsen  und  sieht 
dabei  die  Differenz  je  zweier  aufeinanderfolgender  Werte  von  nn/l, 
also  die  Größe  n/l,  die  dann  unendlich  klein  wird,  als  das  Differen- 
tial einer  stetig  sich  ändernden  Größe  |,  die  verschiedenen  Werte  von 
nTi/l  als  Werte  dieser  Variabein,  die  Werte  von  lA^n  als  Werte  einer 
Funktion  qp  von  diesem  |,  die  Summe  als  Integral  an;  so  gelangt  er 
zu  den  Gleichungen: 

(789)  f{x)  =  Ccpi^)  cos  xU^,      qp(i)  =  'l-  Cf{a)  cos  ^ada    (0  <  x) 

0  0 

und  faßt  sie  zu 

(790)  f{x)  =  ^  ;    //■(«)  cos  Ix  cosU  dadi 

0       0 

zusammen.  ^^^')     In  derselben  Weise   erhält  er  die  zweite  FormeP^^*): 

(791)  f{x)=~l   ff(a)  sin  ^xsin^adad^.  {0  <  x) 


pMlomat.  (1818),  p.  179  und  Paris  mem.  pre's.  1  (1827)  =  Oeu-vres  (1)  1,  p.  300): 
„au  moment  oü  j'ai  redige  sur  cet  objet  l'article  dejä  cite'^'"),  je  ne  connais- 
sais  d'autre  memoire  ou  l'on  eüt  employe  les  formules  en  question  que  ceux  de 
Mr.  Poisson  et  de  moi  sui  le  mouvement  des  ondes  [auch  keine  mündliche  Mit- 
teilung?]. Depuis  cette  epoque,  M.  Fourier  m'ajant  donne  communication  de 
ses  recherohes  sur  la  chaleur,  presentes  ä  Tinstitut  dans  les  annöes  1807  et  1811, 
j'y  ai  reconnu  les  memes  formules".  Wo  er  die  Formeln  später  benutzt,  nennt 
er  sie  nach  Fourier;  z.  B.  j.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  511.  —  Auch  Poisson 
erkennt  nach  Fouriers  Tode  dessen  Priorität  für  die  Formeln  (790)  und  (791)  an 
(Paris  mem.  10  (1831)  p.  322  und  theorie  de  la  chaleur,  Paris  1835,  p.  205); 
traite  de  m^canique,  2""  ed.  1,  Paris  1833,  p.  652  schreibt  er  sogar  (692) 
Fourier  zu. 

Der  Grenzübergang  von  der  Reihe  zum  Integral  findet  sieh  auch  bei  G.  Plana, 
Toiino  mem.  25  (1820),  p.  142;  bei  H.  G.  v.  Schmidten,  ann.  de  math.  12  (1822), 
p.  220  und  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  392;  bei  G.  Piola ,  mem.  soc.  ital.  20^  (1831), 
p.  598;  bei  /.  M.  G.  Duhamel,  cours  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  168;  bei  Ä. 
A.  Cournot,  theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  212  (bei  diesem  aber  doch  mit 
der  Bemerkung,  das  Resultat  sei  illusorisch,  wenn  das  Doppelintegral  nicht  einen 
endlichen  bestimmten  Wert  habe);  bei  0.  Schlömüch,  Beiträge  zur  Theorie  be- 
stimmter Integrale,  Jena  1843,  p.  24;  bei  J  Dinger,  J.  f.  Math.  34,  1847,  p.  89. 
In  etwas  anderer  Form  erscheint  er  im  Nachlaß  von  C.  F.  Gauß  (Werke  8,  p.  88; 
aus  der  Zeit  zwischen  1799  und  1813),  indem  dort  von  der  hier  in  Nr.  99  be- 
sprochenen Entwicklung  ausgegangen  wird. 

1253)  Über  die  Schreibung  mehrfacher  bestimmter  Integrale  besteht  keine 
Übereinstimmung,  auch  nicht  in  den  bisher  erschienenen  Artikeln  der  Enzy- 
klopädie. Ich  finde  es  am  zweckmäßigsten,  dieDiiferentialzeichen  in  der  umgekehrten 
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Durch  Anwendung  derselben  Betrachtungsweise  auf  die  für  ein  Inter- 
vall ( —  jc  ■••  -\-  jr)  geltenden,  Glieder  beider  Arten  enthaltenden  Reihen 
kommt  S.  D.  Foisson^'''^^)  zu  der  für  alle  reellen  x  geltenden  Formel: 

(792)  f(x)  =  ^J  Jfia)  cos  {ix  -  la)dadl . 

Fourier^^^^)  leitet  diese  durch  folgende  Überlegung  aus  seinen  beiden 
Formeln  ab:  ist  f{x)  eine  gerade  Funktion,  so  gilt  (790)  auch  für 
negative  x,  dagegen  ist  die  rechte  Seite  von  (791)  in  diesem  Falle 
gleich  —  f{x) ;  für  eine  ungerade  Funktion  verhält  es  sich  umgekehrt. 
Andererseits  kann  man  in  beiden  Integralen  die  Integrationsvariable 
a  durch  —  a  ersetzen  und  die  so  entstehenden  Gleichungen  dann  mit 
den  ursprünglichen  verbinden. 

Da  in  (792)  unter  den  Integralzeichen  eine  gerade  Funktion  von 
I  steht,  kann  man  auch  schreiben  *^^') : 

+  00    +00 

(793)  f(x)  =  -L  r  /}(«)  cos  {Ix  -  la^dadi. 

In  einer  anderen  Abhandlung  ^^^)  gewinnt  A.  Caucliy  die  Integral- 
formel,   indem  er  zunächst  für  den  Fall,  daß  x  ein  ganzzahliges  Viel- 


Reihenfolge  zu  schreiben  wie  die  zugehörigen  Integralzeichen,  so  daß  jedes 
Integralzeichen  zusammen  mit  seinem  DiflFerentialzeichen  zugleich  die  Stelle  einer 
Klammer  vertritt  und  nach  der  allgemeinen  Klammerregel  die  innerste  Integra- 
tion die  zuerst  auszuführende  ist.  —  In  der  Zeit  Fourieis  ist  übrigens  von  der 
Unterscheidung  der  Integrationsreihenfolge  bei  Integralen  mit  konstanten  Grenzen 
überhaupt  nicht  die  Rede;  vgl.  Nr.  29. 

1254)  Preisschrift  von  1811,  Paris  mem.  4  (1819'-20[24]),  p.  492;  theorie  Nr.  353 
=  Oeu\Tea  1,  p.  399. 

125.5)  J.  ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  429;  19  (1823),  p.  47,  452.  An  den 
früheren  Stellen  bull,  philomat.  (1815),  p.  1(55  und  Paria  mem.  1  (1816[18]),  p.  85 
gibt  er  nur  die  in  Nr.  54  zu  besprechende  Modifikation.  —  In  den  Formeln  von 
A.  Cauchy,  Paris  mem.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  144  (Preisschrift  von 
1815)  ist  die  Zusammenfassung  von  (789)  zu  (790)  nur  implizite  enthalten. 

1256)  Theorie  Nr.  354  =  Oeuvres  1,  p.  400  (noch  nicht  in  der  Preisschrift 
von  1811).  Ebenso  Poisson,  j.  ec.  polyt.,  cah.  19  (1823),  p.  455  und  Cauchy, 
bull,  philomat.  1818,  p.  179;  Paris  mem.  präa.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  301. 
Den  Rückweg  von  (792)  zu  (790)  und  (791)  erörtert  ausführlich  A.  Pioch,  Brux. 
mem.  cour.  in  4»,  15  (1841/42),  p.  34. 

1257)  Diese  Form  tritt  bei  Fourier  theorie  Nr.  404  =  Oeuvres  1,  p.  475 
unvorbereitet  auf,  während  er  vorher  immer  nur  die  anderen  gebraucht  hatte. 
Die  Begründung  gibt  G.  Piola,  mem.  soc.  ital.  20^  (1831),  p.  599. 

1258)  Paris  mem.  22  (1850)  (von  1824)  =  Oeuvres  (1)  2,  p.  198. 
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faches  von  h  ist,  die  Gleichung  aufstellt: 

('94)  ~';;7 

=  Y^f2  ^^  (^  ^^  ~  "^) «)/■(« 70/'  dl 

—nßi  "  =  <' 
und  in  dieser  dann  zu  h  =  0,  nli  =  a  übergeht. 

Daß  man  bei  dem  Fourierschen  Integral  die  Grenzen  der  Inte- 
gration in  bezug  auf  u  beliebig  wählen  kann,  wenn  nur  x  zwischen 
ihnen  liegt,  ist  von  jedem,  der  sich  mit  ihm  beschäftigte,  bald  be- 
merkt worden;  so  von  Foisson^-'^^),  Plana^^),  Cauchij''--^^),  Fourier.^-^^) 
Fällt  X  in  eine  Grenze  dieser  Integration  selbst,  so  ist  der  Wert  des 
Integrals  nicht  f{x),  sondern  nur  -J-/'(|^:  will  man  das  vermeiden,  so 
kann  man  mit  Poisson^-^^)  einen  Ausdruck  subtrahieren,  der  dieselbe 
Art  von  Unstetigkeit  aufweist:  z.  B.: 

(795)  /•(0)[l-4j'^f  ^l]. 

0 

53.  Die  komplexe  Form  des  Fourierschen  Integrals.  A.  Cawhy 
hat  alsbald'-*^)  bemerkt,  daß  es  vielfach  zweckmäßig  ist.  die  Fouriei-sche 
Int«gralformel  in  der  Form  zu  schi-eiben: 


i961 


f{x)=^J J^'^-'-^mdadl; 


der  imaginäre  Bestandteil  dieses  Integrals  ist  nämlich  Xull. 

54r.  Die  Auffassung  der  Integralrelation  als  Grenzgleichung. 
Wie  für  die  Darstellung  einer  willkürlichen  Funktion  durch  eine  tri- 
gonometrische Reihe,    so    sind   auch   für   ihre  Darstellung   durch  ein 

1-2Ö9)  Paris  mem.  3  (ISIS),  p.  151;  bull,  philomat.  i^lS-22},  p.  83  (zunächst  für  die 
Laplacesche  Form  des  Integrals  der  Wäxmeleitungsgleichung) ;  j.  ec.  polyt. 
cah.  19  (1823"i,  p.  47,  452.  Chaleur  p.  206  mit  dem  Znsatze:  man  müsse  es 
sogar  tnn,  wenn  die  darzustellende  Funktion  mit  wachsendem  Argument  unbe- 
grenzt wachse. 

1260;i  Torino  mem.  25  (1820),  p.  132. 

1261)  Bull,  philomat.  1821,  p.  102:  Paris  mem.  pres.  1  '18271  =  Oeuvres 
(1)  1,  p.  301. 

1262)  Theorie  Xr.  417  =  Oeuvres  1,  p.  501. 

1263)  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  60. 

1264)  Bull,  philomat.  1821,  p.  102;  j.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  512; 
mem.  von  1S27.  p.  56. 
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trigonometrisches  Integral  zuerst  Beweisansäitze  gegeben  worden,  die 
zwai-  nicht  den  eigentlichen  Satz  zn  beweisen  imstande  sind,  wohl 
aber  an  dessen  Stelle  einen  anderen,  der  für  viele  —  freilich  nicht  für 
alle  —  Zwecke  dieselben  Dienste  leisten  kann.  So  ersetzen  .-l.  Caitcht/^^^'\ 
und  5.  D.  Poissou ^•'^^^  das  Integral  {~i9'2^  durch  das  folgende: 

''9'^  liui    /   I  c"-^^ eosii-r  —  s.a'^fia'^dida: 

-"    ,1  =  0  J  J  -       /  V    .      - 

-«  0 

in  ilmi  läßt  sich  die  Integration  nach  i  zuerst  ausführen,  und  es  bleibt: 

also  ein  Integral  ähnlicher  Art  wie  (^ÖÖ7\  das  sich  auch  ebenso  weiter 
behandeln  läßt. 

(t.  Plaiia^-^"')  erhebt  gegen  diese  Schlußweise  den  Einwiuid,  daß 
die  bei  der  Integration  nach  ;  benutzte  Formel  für  d  =  0  zu  gelten 
aufhöre;  er  ersetzt  sie  daher  durch  eine  umständlichere,  aber  auch 
nicht  strengere,  indem  auch  er  auf  die  Reihenfolge  der  auszu- 
führenden Grenzübergänge  nicht  achtet  \md  statt  dessen  davon  redet, 
daß  man  die  obere  Grenze  von  |  von  höherer  Ordnung  unendlich 
nehmen  müsse  als  Id. 

CatuJiy^^^)  bemerktjdaß  man  statt  des  Konvergeuzfaktors  exjn^ — d|) 


1266)  Paris  rneru.  jirt's.  1  (^1827'  =  Oeuvres  i,!)  1,  p.  ISi  (.von  ISlö);  zuuiichst 
für  die  einzelnen  Inteiirale  {J9D)  und  ^T'.Ui.  was  etwas  uiustiiadlicher  ist;  die  Zu- 
sammenfassung bull,  philomat.  ISIS,  p.  178;  j.  ec.  polyt.  cah.  10  (,1S2S\  p.  612 
und  in  einem  Zusatz  von  1827  zn  der  zuerst  genannten  Allhandlung.  Oeuvres  ^l^i  1, 
p.  302.  lli.  p.  189  (^von  ISl.'i)  bemerkt  Caucby  bereits,  der  Schluß  setze  genügende 
Abnahme  von  /"(.r)  im  unendlichen  voraus,  meint  aber,  wenn  diese  Bedingung 
nicht  erfüllt  sei,  könne  man  durch  Benutzung  eines  stärkeren  Konvergenzfaktors 
zum  Ziele  kommen. 

1266>  Bull,  philomat.  1816,  p.  165;  Paris  mi5m.  1  (18U;[18p,  p.  86;  j.  ^c. 
polyt.  cah.  18  (1820>,  p.  429;  chaleur  p.  207.  An  den  beiden  ei-sten  Stellen 
redet  Poisson  überhaupt  nur  von  der  Gleichung  (<97\  gar  nicht  von  (792);  au  der 
dritten  erklärt  er  es  wenigstens  für  „indispensable",  (792'  so  zu  verstehen,  daß 
damit  (('97^  gemeint  sei.  —  Reproduziert  ist  das  Verfahren  auch  von  A.  PiocJi. 
Brus.  nu'm.  cour.  in  4°,  16,  184142,  p.  24. 

1267>  Torino  mem.  25  (1820\  p.  i;i2.  Derselbe  Einwand  auch  bei  M.  Ohm, 
Svstem  der  Mathematik  9.     Xürnb.  1852,  p.  :i62. 

12C81  Bull,  philomat.  1821,  p.  149;  j.  ic.  polyt.  cah.  19  (1823\  p.  TilS.  An 
der  letztgenannten  Stelle  wirft  Cauchv  die  Frage  auf,  ob  man  immer  einen  ge- 
nügend starken  Konvergenzfaktor  bestimmen  könne;  wenn  das  nicht  der  Kall 
sei.  müsse  man  die  .\nwendunsj  der  Formel  luif  solche  Funktionen  beschränken. 
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auch  andere,  wie  exp  ( —  Ö-'t,^)  oder  (1  -|-  ö^|^)~'  benutzen  könne;  die 
numerischen  Werte  von  Integralen,  die  dabei  schließlich  zu  bestimmen 
seien,  könne  man,  da  sie  von  der  Natur  der  Funktion  /"(x)  unab- 
hängig seien,  dadurch  erhalten,  daß  man  diese  Funktion  geeignet 
spezialisiere.  Für  den  Konvergenzfaktor  exp  ( — dh,^)  ist  die  Rech- 
nung auch  von  Poisson^^^^)  durchgeführt,  mit  Hilfe  der  Gleichung  (947). 

W.  R.  Hamilfon^^'"')  leitet  seine  Reproduktion  von  Poissons 
Schlußweise  (in  verallgemeinerter  Form,  für  irgendeinen  geeigneten 
Konvergenzfaktor)  mit  den  Worten  ein  „this  formula  [792]  may  also 
be  considered  as  a  limit  in  another  way". 

G.  Boole^^''^)  geht  aus  von  der  Gleichung 

(799)  lim  (arc  tg"  +  ^/~^  -  arc  tg  ^^) 

In  für  a<a;<ß  -(-  Aß, 
—  für  u  =  X  oder  «  -j-  A«  =  x, 
0  für  X  <C  a  oder  a;  >  «  -|-  Aa; 

indem  er  hier  Aß  durch  da  ersetzt  und  integriert,  kommt  er  zu  (798) 
{wobei  freilich  die  Vertauschung  der  Reihenfolge  der  beiden  Grenz- 
übergänge noch  der  Rechtfertigung  bedürfte]. 

G.  G.  Stokes^^''')  ergänzt  Poissons  Schlußweise  durch  die  wesent- 
liche Bemerkung,  daß  (792)  dann  als  Grenzwert  von  (797)  aufgefaßt 
werden  dürfe,  wenn  das  erstere  Integral  unbedingt  konvergiere.  Für 
den  Fall,  daß  die  Integration  nach  a  zwischen  endlichen  Grenzen  ge- 
nommen werde,  sei  das  jedenfalls  der  Fall,  wenn  f"{x)  endKch  sei; 
denn  dann  könne  man  zweimal  patieU  integrieren.  Er  behauptet  dann 
noch^''),  wenn  auch 

(800)  ff(.<^)äcc 

0 

unbedingt  konvergiere,  oder  wenn  f(x)  mit  wachsendem  x  schließlich 

für  welche  es  möglich  sei.  Aber  bis  jetzt  habe  man  keine  Veranlassung  zu 
glauben,  daß  man  jemals  dem  anderen  Fall  begegnen  werde. 

1269)  J,  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  453;  chaleur  p.  208. 

1270)  Dubl.  traus.  19;  (1843),  p.  284. 

1271)  Dubl.  trans.  21  (1848),  p.  126  (von  1846).  Auch  er  glaubt,  die  Formel 
sei  überhaupt  nur  in  diesem  Sinne  richtig  („extraordinary  or  limiting  meaning 
of  the  Symbol  /  ").  p.  128  gibt  er  noch  eine  spezielle  Verifikation  für  f{x)  =  x", 
unter  Benutzung  einer  für  drei  aufeinanderfolgende  Werte  von  n  geltenden  Re- 
kursionsformel. 

1272)  Cambr.  trans.  85  (1849),  p.  557  (von  1847)  =  Papers  1,  p.  272. 

1273)  p.  559  =  275. 
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monoton  gegen  nuU  abnehme,  dürfe  man  die  obere  Grenze  der  Inte- 
gration nach  a  nnendlich  nehmen. 

55.  Andere  Modifikationen  der  Integralrelation.  Mau  kann 
auch  an  Stelle  der  eigentlichen  Fourierschen  Integralformel  die  folgende 
ins  Auge  fassen: 

(801)  limi  /  ( cos  {^x  —  ^a)f{a)d^da. 

0      0 

Dann  kann  man  nämlich  zunächst  die  Integration  nach  S,  ausführen, 
wodurch  man 

(802)  lim^l/^^^^V(«)c^« 

0 

erhält;  und  nun  kann  man  aus  den  Formeln  (808,  a  endlich  und  a  =  oo) 
schließen,  daß  das  nach  a  genommene  Integral  nur  über  die  unmittel- 
bare Umgebung  der  Stelle  u  ==  x  erstreckt  zu  werden  braucht.  So 
hat  bereits  Deflei'S  selbst^"'*)  gezeigt,  daß  der  Grenzwert  von  (801), 
bzw.  (802)  =  f(x)  ist,  wenn  die  Funktion  f\x)  die  von  ihm  ange- 
gebene Bedingung  (553)  erfüllt.  Fourier  hat  dann  dargelegt '^^'*),  wie 
man  sich  dieses  Resultat  durch  eine  geometrische  Betrachtung  plausibel 
machen  kann:  die  Gleichung  (938)  bleibt  auch  noch  richtig,  wenn  x 
über  aUe  Grenzen  wächst:  das  kann  nur  so  verstanden  werden,  daß 
dann  das  Intervall  (0  .  .  .  a;)  den  Hauptbeitrag  zum  Werte  dieses  Inte- 
grals liefert,  die  abwechselnd  positiven  und  negativen  Beiträge  der 
folgenden  Intervalle  aber  sich  nahezu  gegeneinander  wegheben.  Daran 
kann  sich  aber  auch  nichts  Wesentliches  ändern,  wenn  vor  der  Inte- 
gration noch  mit  einer  Funktion /"(«)  multipliziert  wird'"-"*).    Derjenige 


1274)  Bull,  philomat.  1819,  p.  166.  Daß  er  nicht  Fouriers  eigentliche  Be- 
hauptung, sondern  eine  modifizierte  beweist,  erkennt  Deflers  nicht;  übrigens  be- 
merkt er  bereits,  daß  der  Grenzwert  nur  gleich  1/2 f{x)  ist,  wenn  x  mit  einem 
Endpunkte  des  Intervalls  zusammenfällt,  über  das  nach  a  integriert  wird.  Re- 
produziert ist  Deflers  Schlußweise  bei  Poisson,  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  454; 
chaleur  p.  209;  bei  J.  Liouvilk,  3.  de  math.  1  (1836),  p.  19;  bei  .7.  M.  C.  Duhamel, 
Cours  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  157;  bei  A.  A.  Cowrnot,  Theorie  des  fonctions  2, 
Paris  1841  p.  217;  bei  31.  Ohm,  System  der  Mathematik  9,  Nümb.  1852,  p.  362. 

1275)  Theorie  N.  415  =  Oeuvres  1,  p.  496. 

1276)  Er  gibt  nicht  genau  an,  welche  Bedingungen  die  Funktion  /'  erfüllen 
muß,  damit  mau  so  schließen  darf,  sondern  sagt  nur  (Nr.  417,  p.  499):  „la  de'- 
monstration  precedente  suppose  la  notion  des  infinies  teile  qu'elle  a  toujours  ete 
admise  par  les  geometres.  II  serait  facile  de  präsenter  la  meme  demonstration 
sous  une  autre  forme  en  examinant  les  changements  qui  resultent  de  Taccroisae- 
ment   continuel   du   facteur  „|"   sous   le  signe  sin.    Ces   considärations   sont  trop 

Encyklop.  d.  matb.  Wissensch.     II  1.  71 
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Teil  dieses  Schlusses,  der  sich  auf  den  Fall  endlicher  Integrations- 
grenzen für  a  bezieht,  ist  dann  Ton  W.  R.  Hamilton  unter  der  Vor- 
aussetzung, daß  die  Funktion  f(x)  im  allgemeinen  stetig  und  in  der 
Umgebung  der  betrachteten  Stelle  monoton  sei,  im  einzelnen  sorg- 
fältig durchgeführt  worden'*''');  welche  Bedingungen  im  Unendlichen 
noch  zu  erfüllen  sind,  damit  die  obere  Grenze  jener  Integration 
durch  oo  ersetzt  werden  darf,  bleibt  auch  bei  ihm  unerörtert. 

J.  L.  Maabe^"'^)  glaubt  diese  Überlegungen  dadurch  vereinfachen 
zu  können,  daß  er  die  Ton  ihm  als  richtig  angenommene  Gleichung 
(vgl.  Nr.  30) 


(803) 


/cos  (^x  —  ^a)d^  =  \ 


0  für  X  =^  a, 


benutzt,  um  die  Integration  nach  a  auf  die  Umgebung  der  Stelle 
cc  ^  X  zu  reduzieren.  Die  Ausführung  der  Integration  nach  |  würde 
dann  nur  noch  die  Bestimmung  des  Grenzwerts 

(804)  lim  d /cos  d  1(^5 

verlangen;  das  umgeht  Kaabe,  indem  er  sagt,  dieser  Grenzwert  müsse 
von  der  Wahl  der  darzustellenden  Funktion  f[x)  unabhängig  sein, 
so  daß  man  irgendein  aus  den  Formeln  von  Nr.  59  bekanntes  Paar 
von  reziproken  Funktionen  zu  seiner  Bestimmung  benutzen  kann. 

Ä.  Pioch^'''^)  reproduziert  das  Verfahren  von  Deflers,  will  es  aber 
nur  als  eine  Verifikation,  nicht  als  eine  Ableitung  gelten  lassen.  Er 
stellt  es  auch  '^**')  vom  andern  Ende  her  dar,  indem  er  von  der  Gleichung 

+  00 

(805)  ax)  =  j^ff(x)'^/d. 

ausgeht,  in  ihr  an  Stelle  von  2  durch 

(806)  z  =  ^{a  —  x) 


connues  pour  qu'il  soit  neeessaire  de  les  rappeler."  Von  den  Bedingungen,  die  f 
im  Unendlichen  zu  erfüllen  hat,  spricht  er  überhaupt  nicht. 

1277)  Dubl.  trans.  19  (1843),  p.  266/79;  Ankündigung  Dubl.  Proc.  4  (1839), 
p.  284. 

1278;  Differential-  und  Integralrechnung  1,  Zürich  1839,  p.  268,  274. 

1279)  Brux.  mem.  cour.  in  4",  15  (1841/42),  p.  22.  p.  27  gibt  er  an,  wie  man 
auf  demselben  Wege  zeigen  kann,  daß  der  Wert  des  Doppelintegrals  0  ist,  wenn 
X  außerhalb  des  Intervalls  fällt,  über  das  nach  a  integriert  ist. 

1280)  p.  23. 
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eine  neue  Integrationsvariable  u  einführt,  dann 

(807)  -^~Z7~  «^"'■cli  /  cos  (l x~ia)dl 

0 

ersetzt  und  scliließlich  zu  §  =  oo  übergeht. 

Bei   0.  Schlömilch^"^^)   ist    die  Reihenfolge  der  Schlüsse   insofern 
eine  andere,  als  er  die  Grenzformel 


lim/^/V(«)'^«=J/-(0) 


aus 


(809)  l^J''^f{a)da='lm 

(vgl.  Nr.  37)  dadurch  ableitet,  daß  er  in  der  letzteren  /"(«)  durch 

(810)  ^(«)^7 
ersetzt. 

Später^^*^)  geht  Schlömilch  von  der  Gleichung  (vgl.  ■'*'^^)  und(641)  aus: 

(811)  lim    /^^(ß)  sin|«(?«  =  0; 

f{a)~f(0) 


1  = 

indem  er  in  ihr  (p{(c)  durch 
(812) 


ersetzt,  erhält  er  die  Gleichung 

(813)  lim  ff{a)  "^^^  da  =  f(0)ß^da, 

ö  0 

aus  der  sich  dann  das  Weitere  wie  bei  den  andern  Autoren  ergibt. 
Der  Übergang  zu  «j  ^  oo  macht  auch  ihm  kein  Bedenken.  Nach- 
]jgj.i283-)  gj]j^  gj.  jjoch  ein  anderes  Verfahren:  er  beweist  zunächst  durch 
Umkehrung  der  Integrationsreihenfolge  die  Gleichung: 

(8UJ         JJna)^^l^^dudi  =    V  ^^"^''"  '''  '■  ^  "" 

1 0  „    a;  >  «2 

ersetzt  dann  F{x)  durch  f'{x)  und  integriert  partiell. 

1281)  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale,  Jena  1843  p.  29. 

1282)  Analytische  Studien  2,   Leipzig  1848,   p.  23;   etwas   anders  gewendet 
p.  72. 

1283)  Ib.  p.  82;  J.  f.  Math.  36  (1848),  p.  268.    Ebenso  übrigens  vorher  schon 
Ä.  Kramer,  Progr.  Gymn.  Nordhausen  1845,  p.  9. 
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0.  Bonnd^^^^)  leitet,  wenn  /"(k)  positiv  ist  imd  nicht  zunimmt, 
mit  Hilfe  des  ersten  Mittelwertsatzes  die  Doppeluugleichung  ab: 

(815)  -|^i^^</P(«)^t-'-^'«<|-f' 

aus  der  hervorgeht,  daß  der  Grenzwert  dieses  Integrals  für  |  =  <X) 
gleich  NuU  ist,  wie  klein  auch  £  gewählt  sein  mag;  und  mit  Hilfe 
des  zweiten  (vgl.  Nr.  39): 

(816)  0  <  J(f{a)  -  fie))  '^^  da  <  {f(.0)  -  /"(f ))/^/^  da, 

d  0 

woraus  wieder 

(817)  J/-(«)^^i%/«=f/-(0) 

0 

folgt.    Die  Frage  des  Grenzübergangs  zu   a^  =  oo  läßt  er  unerörtert. 

56.  Andere  Versuche,  den  Fourierschen  Integralsatz  zu  beweisen. 

Sarrus'-'^^)  will  die  Fouriersche  Integralformel  dadurch  beweisen,  daß 
er  zunächst  aus  den  Gleichungen  (834),  (835),  (847),  die  speziellen 
Formeln: 

0   0 

ableitet,  dann  beiderseits  mit  (p{ni)dm  multipliziert  und  zwischen  zwei 
positiven  Grenzen  integriei't,  endlich 

(819)  J'e-""'(p(m)dm=f{x) 

setzt  und  die  so  definierte  Funktion  /'  als  eine  willkürliche  betrachtet; 
doch  fehlt  bei  ihm  sowohl  eine  Untersuchung  darüber,  welche  Funk- 
tionen f  sich  in  der  Gestalt  (816)  darstellen  lassen,  als  auch  die 
Rechtfertigung  der  vorgenommenen  Vertauschungen  von  Grenzüber- 
gängen. 

Auch  in  Ä.  Canchys  Versuch,  den  Fourierschen  Integralsatz,  bzw 
seine  eigene  Umgestaltung  (796)  desselben  zu  beweisen'-*^),  wird  die 
Reihenfolge  von  Gi'enzübergängen  ohne  Begründung  vertauscht.  Er 
leitet  zunächst  durch  Anwendung  seines  Residuensatzes  auf  ein  Drei- 


1284)  J.  de  math.  14  (1849),  p.  253. 

1285)  Gerg.  ann.  12  (1822),  p.  39. 

1286)  Exerc.  de  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  i,2)  7,  p.  149. 
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eck  mit  deu  Ecken  0,  (a  -{-  ih)/e,  (a  -(-  ic)/s  die  Gleichung  her: 

(820)  Jl{a  +  ih)(p{ar  +  ihr)  —  (a  +  ic)(p(ar  +  icr)]dr 

0 

Wird  in  ihr 

(821)  cp{z)^fe--^^-")f{a)da 

gesetzt,   so   läßt  sich  rechts  die  Integration   nach  a  ausführen,  indem 

h  X 

(822)  ijjexp  (-  (li±M^«)y(«),;«!iP 

=  ij     /exp( — as  —  ips)f{x  —  ES)dsdp 

c         0 

in  der  Grenze  s  =  0  zu 

h 

wird.    Für  a  =  0,  h  ^  l,  c  =  —  1  wird  erhalten: 

(824)  J'J'^°^  (^^  —  ru)f{ayi(xdr  =  nf{x); 
wird  das  mit  der  analog  abzuleitenden  Gleichung 

CO     X 

(825)  .0'^°^  (''^  ~  ra)f{cf)dadr  =  itf{x) 

verbunden,  so  kommt  man  auf  die  zu  beweisende  Gleichung  (796). 
Außerdem  behandelt  Cauchy  auch  noch  den  Grenzfall  &  ^  c  ^  0; 
dieser  liefert'^"') 

»     X 

(826)  fix)  =  iffi^  {a  exp  (-  ar\x  -  a\)f{a)dadr. 

Ä.  de  Morgan^^^^)   glaubt  den   Schluß  von  der  trigonometrischen 

1287)  p.  154.  Er  bemerkt,  daß  man  die  Formel  auch  dadurch  beweisen 
könne,  daß  man  einen  Konvergenzfaktor  exp  ( — sr)  einführe  und  dann  mit 
Hilfe  der  Substitution  a\x  —  « =  fS  zuerst  die  Integration  nach  r  ausführe. 

1288)  Diff.  and.  int.  calc.  Lond.  1836/41,  p.  618,  628.  Er  setzt  ausführlich 
auseinander,  wie  man  mit  Hilfe  des  Theorems  beliebige  „diakontinuierliche" 
Funktionen  analytisch  darstellen  könne. 
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Reihe  auf  das  Fouriersche  Integral  zunächst  durch  die  Wendung 
rechtfertigen  zu  können:  „which  being  true  for  all  values  of  l  is  true 
at  the  limit  when  l  is  infinite."  Er  scheint  nicht  zu  erkennen,  daß 
der  Satz  nur  unter  bestimmten  Voraussetzungen  über  das  Verhalten 
der  darzustellend eu  Funktion  im  Unendlichen  Sinn  hat;  wohl  aber 
sieht  er,  daß  den  üblichen  Beweismethoden  solche  Voraussetzungen 
implicite  zugrunde  liegen,  und  verwirft  sie  daher:  sowohl  die  Ein- 
führung von  Konvergenzfaktoren  als  die  Deflerssche  Schlußweise,  die 
letztere  wenigstens,  wenn  man  nicht  annehmen  wolle,  daß  sin  c»  =  0 
zu  setzen  sei.  Was  er  .selbst  dann  für  einen  Beweis  au.sgibt,  besteht 
freilich  auch  nur  darin,  daß  er  die  Vertauschung  der  Integrations- 
reihenf'olge  damit  rechtfertigen  will,  daß  man  doch  IntegTation  und 
Summation  vertauschen  könne. 

Ä.  Pioch^^^'')  geht  aus  von  der  Gleichung 


(827)    ^2  J  ^[sin  (g.T  -  |a„)  -  sin  ( §,r  -  ga„^0] 


1=0   0 


(5,,  für  a„  <  X  <  a^^i, 

läßt  man  in  ihr  die  Anzahl  der  «^  über  alle  Grenzen  zu-,  die  Ab- 
stände je  zweier  aufeinanderfolgender  unbegrenzt  abnehmen,  und  er- 
setzt die  Differenzen  in  deu  Klammern  durch  Produkte,  so  kann  man 
die  a„  als  Werte  einer  kontinuierlichen  Veränderlichen  «,  die  Differenz 
zweier  aufeinanderfolgender  als  deren  Differential,  die  b^  als  Werte 
einer  Funktion  von  ihr,  die  Summation  nach  v  als  eine  Integration 
nach  a  ansehen.  Der  Übergang  zu  a,  ^  oo  macht  ihm  keine 
Skrupel  i-ä"). 

Ein  mit  G.  zeichnender  Autor '-^^)  leitet  zuerst  durch  wiederholte 
partielle  Integration  die  Gleichung  her: 

(828)  ff(a)  cos(?a;  —  ^a)da 

in  der  die  Integrationen  rechts  in  der  Klammer  sich  alle  auf  x  be- 
ziehen   und   zwischen   den  Grenzen  0  und  n:  zu  nehmen  sind;    daraus 


1289)  Brux.  me'm.  cour.  in  4",  15  (1841/42),  p.  16.  Er  erörtert  p.  29  aus- 
führlich das  Verhalten  des  Integrals  au  Sprungstellen  der  zu  integrierenden 
Punktion,  indem  er  [irrtümlicherweise,  vgl.  '-^s)]  glaubt,  daß  sei  noch  nicht 
geschehen. 

1290)  p.  20. 

1291)  Cambr.  math.  J.  3g  (1843i,  p.  288. 
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auf  Grund  der  unter  *^')  erwähnten  Annahme 

(829\//-(«)cos(|^— |«y«=/'[/-(0)+//"(0)+/)r'(0)  +  •••]  cos  Ud'i  . 

u 
Wird   dann   noch   nach  |    zwischen   den  Grenzen  0  und  c\j   mit  Hilfe 
der  Gleichungen  (517)  und  (532)  integriert,  so  wird  die  Maclauriusche 
Entwicklung  von  n/2f(x)  erhalten. 

57.  Umgestaltungen  der  Fourierschen  Integralformel.  G.  Pio- 
Za'*'-)  schreibt  die  Fouriersche  Formel  (791)  zunächst  in  der  Gestalt: 

(830)  f{x)  ==^  -—  f   f  sin  m|,i-  sin  H^uf(cc) dadt, 

0      0 

multipliziert  dann  beiderseits  mit  sinaw,  verwandelt  das  Produkt  der 
Sinus  in  eine  Summe  und  integriert  nach  u  mit  Hilfe  von  (938),  be- 
achtet aber  dabei  nicht,  daß  diese  Gleichung  nur  für  x  >  0  gilt. 

G.  Boole^^^^)  erhält  durch  Benutzung  der  Gleichungen  (796) 
und  (920): 

(831)  ^  =  -^Jffw'^-'f{a)co,(U-U-tw-^'^Pjdad^,dw. 

0'     0     —CO 

58.  Das  Fouriersche  Integral  für  den  Fall  von  Unstetigkeiten 
der  darzustellenden  Funktion.  Für  den  Fall,  daß  die  darzustellende 
Funktion  Unstetigkeiten  aufweist,  hat  A.  Cauchy^^^^)  vorgeschlagen, 
au  ihrer  Stelle  die  Funktion  f(x)  exp  ( —  ßf{xf)  darzustellen,  die  sich 
für  hinlänglich  kleine  ß  außer  in  der  Umgebung  der  Unstetigkeits- 
stelle  beliebig  wenig  von  fix)  unterscheidet. 

G.  StoJces^^^^)  bemerkt,  das  Auftreten  einer  endlichen  Anzahl  von 
Unendlichkeitsstellen  bereite  hier  ebensowenig  Schwierigkeiten,  als 
im  Falle  der  Reihen  (Nr.  42),  wenn  nur  J  f{x)dx  in  der  Umgebung 
jeder  solchen  Stelle  unbedingt  konvergent  sei. 

59.  Paare  reziproker  Funktionen.    Wird 

(832)  ]/A|*/-(|)cosx|<;|  =  9(x) 


1292)  Mem.   Soc.  ital.  20  (1831),  p.  626.    Die  "Verifikation    des    Spezialfalls 
f{x)  =  x~'  benutzt  divergente  Integrale  (p.  628). 

1293)  Dubl.  trans.  21  (1848),  p.  130  (von  1846). 

1294)  Paris  mem.  pres.  1  (1827),  p.  145  (von  1814)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  1:^9. 

1295)  Cambr.  trans.  85  (1849),  p.  561  (von  1847  =  Papers  1,  p.  279. 
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gesetzt,  so  sagt  die  Gleichung  (790)  aus,  daß  auch 


]/—  j  (p{l)  COBXldl  =  f{x) 


ist,  daß  also  die  Funktionen  f  und  qo  in  einer  involutorisehen  Be- 
ziehung zueinander  stehen.  Ebenso  kann  die  Gleichung  (791)  durch 
das  Gleichungspaar 

(833)  ]/Aj  f(^  sin xm-=  ti^),         1/4-/^©  sina;|r?|  =  f{x) 

0  0 

ersetzt  werden.  A.  CaucJiy^-^^)  nennt  daher  f  und  93  „reziproke  Funk- 
tionen erster  Art",  f  und  ^  „reziproke  Funktionen  zweiter  Art".  Von 
FäUen,  in  welchen  die  zu  einer  sog.  „elementaren"  Funktion  reziproke 
sich  ebenfalls  durch  elementare  Funktionen  ausdrücken  läßt,  ist  aus 
Untersuchungen  verschiedener  Ziele  und  verschiedener  Methoden  eine 
ziemliche  Anzahl  bekannt: 

a)  Direkt  durch  Auswertung  des  unbestimmten  Integrals  und  Ein- 
setzung der  Grenzen  läßt  sich  eigentlich  nur  ein  Fall  erledigen;  es  ist: 

(834)  fe-'-icosxm  =  p.^., 
0 

(835)  fe-isinxm'=^.~r^.- 
0 

1))  Formeln,  die  zu  den  Umkehruugeu  der  unter  a)  besprochenen 
in  Beziehung  stehen,  hat  zuerst  P.  S.  de  Laplace^^^'')  folgendermaßen 
erhalten:  Seine  Methode  der  Integration  von  DiiFerenzengleichungen 
durch  bestimmte  Integrale  führt  für  die  Gleichung 

(836)  2/,+x  =  (s  +  l)2/. 

auf  das  Integral  ja^e~'^da,  genommen  zwischen  geeigneten  Grenzen.  Ist 
S>  0,  so  können  0  und  -f-  00  als  Grenzen  angenommen  werden,  und 
man  erhält  das  später  von  Gauß  mit  11  (s)  bezeichnete  Integral  (II  A3 


1296)  Bull,  philomat.  1817,  p.  121;  1818,  p.  178;  eserc.  de  math.  2  (1827) 
=  Oeuvres  (2)  7,  p.  177.  —  In  der  der  komplexen  Form  des  Integralsatzes 
(Nr.  53)  entspi-echenden  Gestalt  findet  sich  der  Reziprozitätssatz  als  „schönes 
Theorem  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung"  im  Nachlaß  von  C.  F.  Gauß  (Werke  8, 
p.  88;  aus  der  Zeit  zwischen  1799  und  1813). 

1297)  Paris  m^m.  (1782[85])  =  Oeuvres  10,  p.  258;  reproduziert  thöorie  ana- 
lytique  des  ijrobabilite's,  livre  I,  Nr.  33  (p.  126  der  Ausgabe  von  1814).  „Par  des 
considerations  tres-delicates",  sagt  Poisson,  j.  ec.  i^olyt.,  cah.  19   (1823),  p.  481. 
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Brunei,  Nr.  12  a,  p.  157).  Aus  der  Dififerenzengleichung  folgt,  wenn 
s  —  ft  eine  positive  ganze  Zahl  ist: 

(837)  n{s)  =  77C<0  .  (f,  +  1)  (^  +  2)  .  .  .  s . 

Wird  s  durch  eine  negative  Zahl  ersetzt,  so  divergiert  diese  Form; 
Laplace  nimmt  dann  —  i  oo  und  -{-  i  ao  als  Grenzen.  *^'*)  Sei  etwa 
zur  Abkürzung**^') 

+  100 

(838)  J  (—  «)" " «"  "  '^«  =  -^1  (—  -5) 

gesetzt,  so  folgt: 

(839)  n,  (-  ii)  =  n,  (-  s)  {s  —  1)  (s  —  2)  .  .  . .« . 
Die  Gleichungen  (837)  und  (839)  zusammen  ergeben,  daß 

(840)  ft- '  /I(ft)  n,  [—  fi)  =  s- 1 77( s)  JTi  (—  s) , 

also  von  ,u  unabhängig  ist.  Nun  zeigt  Laplace  durch  die  hier  in 
Nr.  109  zu  besprechende  Methode,  daß  für  große  s  asymptotisch 

(841)  IZ(s)~s»e-»y'2^,  /7i(— s)  ~  s-'e'}/— 2n:s 
ist;  daraus  folgt i^»») 

(842)  lim  [5- 1  JT(s)  n^  (—  s)]  =  2:ri 


1298)  Die  Benutzung  komplexer  Größen  hat  ihn  später  selbst  nicht  mehr  be- 
friedigt; vgl.  Paris  mem.  11  (1810)  =  Oeuvres  12,  p.  361:  „j'ai  obtenu  ces  va- 
leurs  par  une  analogie  singuliere,  fondee  sur  les  passages  du  reel  ä  Fimaginaire, 
passages  qui  peuvent  etre  consideres  comme  moyens  de  decouvertes,  dont  les 
premieres  applications  ont  paru,  si  je  ne  me  trompe,  dans  les  memoires  cites  et 
qui  ont  coüduit  aux  valeurs  de  diverses  integrales  definies  dependantes  des 
sinus  et  cosinus.  Mais  ces  moyens,  comme  celui  d'induction,  quoique  employes 
avec  beaucoup  de  precaution  et  de  reserve,  laissent  toujours  ä  desirer  des  de- 
monstrations  de  leurs  resultats". 

1299)  Wenn  der  von  —  ioo  nach  +  i  ao  führende  Integrationsweg  den  Null- 
punkt zur  Linken  läßt,  so  ist  dieses  Integral  gleich  Null;  Laplace  kommt  nicht 
in  die  Lage,  sich  mit  dieser  Schwierigkeit  auseinandersetzen  zu  müssen,  weil 
ihn  die  Rücksicht  auf  die  nachher  zu  benutzende  asymptotische  Darstellung  ver- 
anlaßt, die  Integration  über  den  negativ  reellen  Wert  a  =  —  s  zu  führen.  — 
Übrigens  nimmt  Laplace  nicht  ( —  «i"",  sondern  «"";  ersteres  ist  bei  nicht  ganz- 
zahligem s  (Laplace  denkt  nur  au  ganzzahlige)  für  die  weitere  Rechnung  be- 
quemer, indem  man  dadurch  die  Diskussion  der  Werte  erspart,  die  den  bei  La- 
place mehrfach  in  der  Rechnung  vorkommenden  Potenzen  von  —  1  beizulegen 
sind.  —  Den  vorkommenden  Potenzen  von  komplexen  Größen  mit  positivem 
reellen  Bestandteil  sind  die  Hauptwerte  beizulegen. 

1300)  Daß  in  der  Tat  -\- i  und  nicht  — i  zu  nehmen  ist,  würde  sich  aus 
einer  genaueren  Untersuchung  der  zur  Ableitung  der  asymptotischen  Darstellung 
benutzten  Substitution  einer  neuen  Integrationsvariablen  ergeben. 
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und  also  allgemein: 

(843)  ,u- 1  n{n)  n,  (—  .u~)  =  27ii. 

Wird  scliließjicli  noch  a  =  —  fi  -\-  it,  gesetzt,  und  nur  der  reelle  Be- 
standteil beibehalten  —  der  imaginäre  ist  NuU  —  so  kommt: 

(8-l^)y'{  [(.«  +  ^  J) "+(,.«- 1 0"]  cos  ^  +  i  Kß  - 1 0"-  (,«  +  ?  ^')"]  sin  I)  (^^^-W 

speziell  für  ft  =  1^^"^): 

/Qj.r,\  "  _    /'coag  +  lsing  ;.  /^3  +  |-)g  sing     ^^ 

(«40)        ^^-j  —Y+r~ '^^  =  J  ^T+iv" ^^ • 

0  0 

Später  gibt  Laplace  noch  ein  anderes  Verfahren''"^):  das  Doppel- 
integral 

(846)  /    I  e-''"<-'-"  +  ^i'hj  cos xidr]d^ 

0       0 

läßt  sich  auswerten,  wenn  man  zuerst  nach  rj  integriert  und  die  Glei- 
chung (834)  sowie  die  zweite  Gleichung  von  II A3,  Brunei,  Nr.  9h, 
p.  153  benutzt;  führt  man  zuerst  die  Integration  nach  |  aus  und  ver- 
gleicht die  Resultate,  so  ergibt  sich: 


1301)  Laplace  gibt  nicht  an,  wie  er  von  dem  ersten  Integral  (845)  auf  das 
zweite  kommt;  daß  die  DiflFerenz  der  beiden  Integrale  in  der  Tat  Null  ist,  da- 
von kann  man  sich  durch  elementare  Ausführung  der  unbestimmten  Integration 
überzeugen.  Fourier  macht  ann.  chim.  phys.  3  (181 G)  p.  363  darauf  aufmerk- 
sam, daß  das  etwas  allgemeineie  Integral 


/ 


'cosa;|  -j-  I  sin.x'i 


1-M^ 


nur  für  positive  x  den  Wert  ne'"  hat,  für  negative  dagegen  den  Wert  0. 

1302)  Bull,  philomat.  1811,  p.  263;  Paris  mem.  11  (1810)  =  Oeuvres  12, 
p.  367;  theorie  analytique  des  probabilites,  Paris  1812  (p.  108  der  Ausgabe  von 
1847);  reproduziert  auch  von  A.  31.  Lcgendre,  exerc.  de  calc.  int.  1  (1811),  p.  361; 
von  /.  L.  Baabe,  Differential-  u.  Integralrechnung  1,  Zürich  1839,  p.  261;  von 
A.  A.  Cournot,  theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  184;  von  0.  Schlömilcli, 
Integralrechnung,  Greifswald  1848,  p.  138;  von  31.  Ohm,  System  der  Mathematik  9, 
Nürnb.  1852,  p.  145. 
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und  daraus  durch  Diiferentiation  nach  x: 


(848)  JV7v^^ 


Differentiationen'^"')  nach  r  bzw.  r^  geben  weitere  Formeln,  mit  deren 
Hilfe  sich  schließlich  jede.s  Integral  der  Formen 

(849)  jBi^cosxldl,  j^B(^)smxUn 

0  0 

auswerten  läßt,  wenn  li  eine  rationale  Funktion  bedeutet,  deren  Nenner 
keine  reellen  Nullstellen  hat.  Ä.  Cauchy^^"^)  schreibt  diese  allgemeinen 
Formeln  in  der  Gestalt: 

,     /•  fcosl  ,„  fucosax  —  Xsinax] 

(850)  Fm\    .    \x^d^  =  27c2e--'-']       ■  ,    ,  ; 
t/          '  ( sm  )                                      [fi  sm  ax  -\-  l  coswa;] 

in  ihr  bedeutet  a  -(-  i^  einen  Pol  von  F(z),  l  —  in  das  zugehörige 
Residuum,  und  die  Summe  ist  über  alle  diejenigen  Pole  zu  erstrecken, 
für  welche  /3  >  0  ist. 

G.  Bidorie  kommt  durch  Benutzung  divergenter  Reihen  und  andere 
ungenügend  begründete  Annahmen  zunächst  zu  der  Gleichung '^''^) 

0  0 

und  daraus  erst  mit  Hilfe  von  (486)  zu  (847).  Auf  dieselbe  Weise 
kommt  er  auch  noch  zu  den  Gleichungen ''"^J: 

(852)  /^Ycos^-|_^  jsinr^l 

1303)  Anweisung  zur  bequemen  Ausführung  dieser  Differentiationen  gibt 
0.  Schlömüch,  J.  f.  Math.  33  (1846),  p.  271  und  analytische  Studien  2,  Leipzig 
1848,  p.  96. 

1304)  Paris  me'm.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  429,  465  (v.  1814);  exerc. 
de  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  181  (hier  in  ausgerechneter  Form);  ann. 
de  math.  17  (1827),  p.  98  (hier  p.  97  auch  der  Fall,  daß  F{x)  gleich  einer  ratio- 
nalen Funktion  von  s,  geteilt  durch  cos&a  oder  sin&s  ist).  An  der  zuerst  ge- 
nannten Stelle  gibt  Cauchy  an,  er  habe  die  Formeln  schon  1817  in  Vorlesungen 
mitgeteilt. 

1305)  Torino  mem.  1811/12,  p.  2S8;  daran  anschließend  und  p.  313  analoge 
Formeln  für  Integrale  mit  Produkten  und  Potenzen  mehrerer  trigonometrischer 
Funktionen  im  Zähler.  —  In  dem  ähnlichen  Verfahren  von  J.  Littrow,  Anleitung 
zur  höheren  Mathematik,  Wien  1836,  p.  436,  heben  sich  mehrere  Fehler  im 
Resultat  gerade  auf. 

1306)  p.  308.    Dieselben  Resultate  erhält  G.  Plana  (ib.  23  (1818j,  p.  14;   von 
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Ein  Ver.such  zur  direkten  Behandlung  der  allgemeinen  Integrale 
(849)  findet  sich  zuerst  bei  »S'.  D.  Poisson'^"'');  er  leitet  für  das  Integral 


(853)  y  =f 


cos  x^d^ 


A  +  B^'-+C^*-] hi" 


durch  wiederholte  Differentiationen  nach  .r  unter  dem  Integralzeichen 
[von  denen  die  letzte  nicht  mehr  zulässig  ist]  die  Differentialgleichung  ab : 

(854)  ^2/  -  ^ g  +  C;3  -  +  -...  +  (-  If  '^Ji,  =  fcos  X i di 

0 

und  nimmt  dann  wie  auch  sonst  (Nr.  30)  an""*),  der  Wert  des  rechts- 

1810)  auf  dem  Umwege  über  die  entsprechenden  Integrale  mit  (|-  —  r')^  im 
Nenner.  Wenn  Poisson  (j.  ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  329,  339)  andere  Werte 
findet,  so  beruht  das  auf  einer  anderen  Annahme  über  den  dem  divergenten  Integral 


./ 


dj_ 


beizulegenden  Wert;  man  kann  das  eine  oder  das  andere  Resultat  erhalten,  je 
nachdem  man  den  Integrationsweg  in  der  einen  oder  anderen  Weise  ins  kom- 
plexe Gebiet  verschiebt.  In  der  Tat  schließt  Poisson  hier  Erörterungen  über 
die  Abhängigkeit  auch  konvergenter  Integrale  von  den  etwa  eingeschalteten 
komplexen  Zwischenwerten  an,  die  aber  doch  noch  weit  von  der  Bestimmtheit 
der  entsprechenden  Cauchyschen  Sätze  entfernt  sind.  —  Pli.  Kdlimd  (Cambr. 
traus.  7.  (1841),  p.  108;  Edinb.  träne,  lö^  (1842),  p.  319,  329)  benutzt  die  Formeln 
(847)  usw.  auch  für  rein  imaginäre  j'. 

1307)  Bull,  philomat.  1811,  p.  375;  J.  Ec.  polyt.  cah.  17  (1813),  p.  222.  An 
der  zweiten  Stelle  rechnet  er  von  p.  225  an  den  Fall  ausführlich  durch,  daß  der 
Nenner  sich  auf  1  -\-  x^"  reduziert;  für  n  ^  1  ist  die  Rechnung  von  S.  F.  Lacroix 
Traitö  du  calc.  diff.  et  du  calc.  int.  3,  (2™°  ed.)  Paris  1819,  p.  492,  sowie  von 
A.  de  Morgan,  calculus  p.  577  reproduziert.  Den  allgemeinen  Fall  für  n  =  2 
rechnet  auch  G.  Plana  durch  (Torino  mem.  23  (1818),  p.  9  (von  1816))  mit  Dis- 
kussion der  den  auftretenden  mehrwertigen  Funktionen  beizulegenden  Werte 
(p.  21)  und  des  Grenzfalles,  daß  die  determinierende  Gleichung  Doppelwurzeln 
hat  (p.  11).  Die  Formeln  für  w^l  erhält  er  aus  denjenigen  für  »i  =  2  durch 
Integration  nach  ?•;  de  Morgan  verifiziert  Poissons  Resultat  für 


/ 


cos  x^ 


durch  die  Residuensätze  (calc    p.  637);  für  n^l  auch  bei  Gelegenheit  der  unter 
p  besprochenen  Rechnungen. 

1308)  S.  Earnshatv  der  das  für  unzulässig  hält,  keine  andere  Methode  zur 
Ableitung  des  Resultats  (für  w  =  1)  kennt  und  daran  Anstoß  nimmt,  daß  ein 
solches  Integral  in  verschiedenen  Intervallen  verschiedenen  analytischen  Funktionen 
des    Parameters  x    gleich    sein    soll,    hält   deswegen    dieses   Resultat   selbst   für 
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stehenden  Integrals  sei  NuU.  Die  lutegrationskonstanten  l)estimmt  er 
teils  durch  die  Bemerkung,  daß  y  für  x  =  oo  endlich  bleiben  muß, 
teils  aus  den  Werten  der  Ableitungen  ungerader  Ordnung  für  a;  =  0 
(die  n —  1  ersten  von  ihnen  sind  =0,  die  letzte  ist  =( — l)"")- 
Die  bei  dieser  Schlußweise  in  dem  auftretenden  divergenten  Integral 
liegende  Schwierigkeit  will  A.  M.  Legendre^^"^)  dadurch  umgehen,  daß 

9  7.  _ 

er  als  obere  Grenze  zunächst  nicht  oo,  sondern  -'-  nimmt,  unter  k 
eine  ganze  Zahl  verstanden,  und  erst  am  Schlüsse  zu  i  =  oo  über- 
geht. Dagegen  wendet  B.  PaoW^^^")  mit  Recht  ein,  daß  man  nicht  ohne 
weiteres  Ic  als  ganze  Zahl  voraussetzen  dürfe;  er  zeigt  aber,  daß  man 
mit  etwas  mehr  Rechnung  auch  ohne  diese  Voraussetzung  zum  Ziele 
kommt '^^^).  Etwas  anders  verfährt  J.  31.  C.DuhameV^^^):  er  nimmt  als 
ober  Grenze  zunächst  eine  von  x  unabhängige  Größe  l,  so  daß  er  die 
Differentialgleichung 
/o^-\  d'y  I    sin  Za;         „ 

erhält;  zur  Bestimmung  der  Grenzwerte  der  in  ihrem  Integral  auf- 
tretenden Quadratliren  für  l  ==  oo  beruft  er  sich  auf  die  Fouriersche 
Schlußweise  (Nr.  37).  Einen  anderen  Ausweg  schlägt  W.  R.  Haniil- 
^gjjisia-)  gjjj.   ^ff{Y^[   der  Wert  von  (847 j  mit  B  bezeichnet,   so  zeigt  er 


■unrichtig  (Cambr.  trans.  83  (1847),  p.  265)  und  meint,  da  der  Integrand  eine 
gerade  Funktion  von  r  sei,  müsse  man  annehmen,  der  Wert  des  Integrals  (847) 
sei  B  CDS  rx;  da  er  aber  die  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  durch  die 
Annahme  a;  =  0  auch  für  unzulässig  hält,  sieht  er  kein  Mittel,  B  zu  bestimmen. 

1309)  Exerc.  de  calc.  int.  1  (1811),  p.  357;  ebenso  Navier,  le9ons  d'analyse 
2,  Paris  1840,  p.  13.  Legendre  nimmt  für  die  Koeffizienten  auch  komplexe 
Werte;  das  gibt  aber  schließlich  auch  nur  Integrale,  die  schon  unter  den  Formen 
(849)  enthalten  sind. 

1310)  Mem.  soc.  ital.  20  (1828),  p.  174.  Es  macht  ihm  auch  Bedenken,  daß 
mau  zu  keinem  bestimmten  Resultat  kommt,  wenn  man  erst  2/itjt  selbst  als  obere 
Grenze  einführt;  doch  sind  diese  Bedenken  ungerechtfertigt.  Sein  Einwand  gegen 
die  Konstantenbestimmung  durch  die  Annahme  x  =  0:  bei  dem  Integral  (848) 
würde  dieses  Verfahren  auf  falsche  Resultate  führen,  ist  insofern  gerechtfertigt, 
als  in  der  Tat  gezeigt  werden  müßte,  daß  (847)  eine  bis  x  =  0  einschließlich 
stetige  Funktion  von.-«;  ist;  Ähnliches  gilt  aber  auch  für  die  Reihenentwicklungen, 
die  er  noch  herbeizieht,  und  die  ihn  nur  in  neue  Paradoxa  verwickeln.  —  Die 
Benutzung  komplexer  Größen  will  er  p.  179  damit  rechtfertigen,  daß,  wie  er 
zeigt,  die  Integrale  als  Funktionen  von  r  und  x  der  Laplaceschen  Differential- 
gleichung genügen. 

1311)  Bei  J.  M.  C.  Buhamel,  cours  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  139  ist 
weniger  Rechnung,  aber  die  Schlußweise  ungenügend. 

1312)  Cours  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  139. 

1313)  Dubl.  trans.  9,  (1843),  p.  277.    Vgl.  auch  Serret""). 
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zunächst,  daß 

(856)  JBä^-'-l^j^'^dl 

0  0 

ist;  da  die  rechte  Seite  von  x  unabhängig  ist  (ihren  Wert  braucht 
man  nicht  zu  kennen),  so  folgt  durch  Integration 

(857)  e--[  ^Bdx  -{-  B  —   (^'""^^d:^  =  const.; 

0  0 

und  zwar  muß  die  Konstante  gleich  NuU,  also 

(858)  ^  +  £  =  0 

sein.  Damit  der  Sache  nach  identisch  ist  das  Verfahren  von  0.  Schlö- 
milch^^'^*)  und  von  M.  Ohm^^^^),  die  von  dem  Integral 

0 

ausgehen.  Auch  F.  Ärndt^^^^)  verwirft  Poissons  Schlnßweise  wegen  der 
Benutzung  der  divergenten  Integrale.  J.  E.  Young ''")  ist  der  Meinmig, 
daß  sich  bei  ihm  zwei  Fehler  gegeneinander  aufheben;  das  Legeudresche 
Verfahren  führe  deswegen  zu  einem  richtigen  Resultat,  weil  die 
Integrale  konvergierten,  so  daß  es  gleichgültig  sei,  ob  man  die  obere 
Grenze  durch  beliebige  oder  durch  spezielle  Zwischenwerte  ins  Un- 
endliche wachsen  lasse.    G.  G.  Stolces^^^^  leitet  zunächst  für  das  Integral 

(860)  v^J^^°^^di 

die  D 

(861) 


die  Differentialgleichung 


dx^  h^  -j-  x^ 


1314)  Analytische  Studien  2,  Leipzig  1848,  p.  94.  , 

1315)  System  der  Mathematik  9,  Nürnberg  1852,  p.  12G. 

1316)  Arch.  Math.  11  (1848),  p.  71. 

1317)  Cambr.  trans.  8^  (1847),  p.  436. 

1318)  Cambr.  8^  (1849),  p.  565  (von  1847)  =  Papers  1,  p.  285.  Damit  der 
Sache  nach  identisch  ist  auch  das  Verfahren  von  Br.  Bromioin,  Cambr.  Dubl. 
math.  J.  3  (1848),  p.  243,  nur  daß  dieser  sich  der  symbolischen  Rechnung  bedient, 
nicht  nach  a;,  sondern  nach  h  dififerentiiert  und  übrigens  sich  weder  um  die 
Reihenfolge  der  vorzunehmenden  Grenzübergänge  noch  um  die  Bestimmung  der 
Integrationskonstanten  Sorge  macht. 
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ab  und  meint  dann,  man  dürfe  hier  zu  h  =  0  übergehen,  indem  das 
Integral  (860)  dabei  gleichmäßig  zu  seinem  Grenzwert  konvergiere, 
solange  x  sein  Vorzeichen  nicht  wechsle. 

E.  Catalan^^^^)  führt  die  Poissonsche  Rechnung  für  das  Integral 

(862)  y"=J(x  +  Er 

0 

durch;  er  zeigt,  daß  es  gleich  dem  Produkt  von  e^  in  eine  rationale 
ganze  Funktion  (w  —  l)**""  Grades  von  x  ist,  deren  Koeffizienten  sich 
durch  Gammafunktionen  ausdrücken  lassen;  indem  er  dann  wieder  zu- 
sammenzieht, erhält  er: 

(863)  tj^  =  -^^l—    fe-''{u  +  2xy-hi''~hlu 

^   '    0 

oder 

X 

J.  A.  Serret'^^-'' )  umgeht  für  diesen  Fall  die  vorhin  besprochene  Schwie- 
rigkeit dadurch,  daß  er  erst  die  Diiferenz 

0 

betrachtet  und  zeigt,  daß  sie  der  Differentialgleichung 

genügt;  zum  Schluß  differentiiert  er  dann  noch  nach  a:^^-').  Auch 
zeigt  er  durch  Vertauschung  der  Integratiousreihenfolge  in  einem 
Doppelintegi-al,  daß  Catalans  Formel  (863)  für  alle  positiven  n  richtig 
bleibt  »522). 

Schon  vorher  hatte  C.  J.  llalmsten  gezeigt'*-^),  daß  das  Integral 
(862)  für  w  >  1  der  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  variablen  Koeffizienten 

(867)  S-'^' %-».  =  » 


1319)  J.  de  math.  5  (1840),  p.  110. 

1320)  Ib.  8  (1843),  p.  21. 

1321)  Die   Rechtfertigung    der    Zulässigkeit    dieses    Verfahrene   würde   hier 
wohl  keiner  prinzipiellen  Schwierigkeit  begegnen. 

1322)  p.  19. 

1323)  Stockh.  Handl.  1841,  p.  66. 
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genügt,  die  sich  in  eine  Riccatisclie  transformieren  läßt.  Ihre  Inte- 
gration durch  bestimmte  Integrale  nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren 
gibt  ihm  ebenfalls  die  Gleichung  (863).  Durch  Differentiation  über- 
zeugt er  sich  nachträglich,  daß  das  Resultat  für  alle  positiven  n 
richtig  bleibt.  J.  A.  Serret^^-*)  leitet  die  Differentialgleichung  (867) 
ebenfalls  ab  und  iutegi-iert  sie  durch  Produkte  aus  exp  x  oder  exp  —  x 
in  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  x  mit  ganzen  Exponenten  fort- 
schreiten und  für  gauzzahlige  positive  n  ab  brechen '^^^).  Durch  die 
Substitution 

(868)  2/  =  exp(±^)|-;^^ 

wobei  die  Differentiation  zu  beliebigem  Index  in  der  ihr  von  J.  Liou- 
ville  beigelegten  Bedeutung  (vgl.  Nr.  108)  zu  verstehen  und  die  Kom- 
plementärfunktion weggelassen  ist,  „da  man  doch  nur  ein  partikuläres 
Integral  brauche",  und  ( —  w)-malige  Integration  führt  er  diese  Glei- 
chung in  die  Gleichung  erster  Ordnung 

(869)  ^<^l^(^+2x-n  + 1)6  =  0 
über,  der  durch 

(870)  ö  =  ^.r''-iexp(+2a;) 

genügt  wird;  wird  hier  der  Faktor  x"~^  durch  f"- Integrale  dargestellt 
und  dann  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  ausgeführt,  so 
wird  wieder  die  Formel  (863)  erhalten. 

A.  Cayley'^^^^)  gibt  noch  ohne  Ableitung  die  Formel: 

0 


1324)  J.  de  math.  9  (1841),  p.  195;  wenig  gekürzt  Paris  C.  R.  17  (1843), 
p.  458.  Serret  beschäftigt  sich  auch  mit  dem  für  uns  nicht  in  Frage  kommenden 
Fall,  daß  in  der  Differentialgleichung  (867)  die  Vorzeichen  des  zweiten  oder  des 
dritten  Gliedes  andere  sind;  er  gibt  auch  für  diese  Fälle  Darstellungen  der  all- 
gemeinen Lösung  durch  bestimmte  Integrale  und  zeigt,  wie  sich  die  einen  in  die 
andern  überführen  lassen. 

1325)  Für  andere  Werte  von  n  sind  die  Reihen  semikonvergent;  es  handelt 
sich  im  Grunde  um  Zylinderfunktionen  rein  imaginären  Arguments. 

1326)  J.  de  math.  12  (1847),  p.  236  =  Papers  1,  p.  313.  Er  bemerkt,  man 
könne  sich  durch  Entwicklung  nach  Potenzen  von  c  davon  überzeugen,  daß  die 
Formel  mit  861)  übereinstimmt. 
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B.  L.  ElUs^^'^"')  erhält  für  das  Integral  (862)  einen  asymptotischen 
Ausdruck  für  große  Werte  von  n,  indem  er  unter  dem  Integralzeichen 
nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  die  Koeffizienten  dieser  Entwicklung 
vermittelst  der  Formel  von  Wallis  durch  asymptotische  Werte  ersetzt 
und  schließlich  die  beiden  ersten  Glieder  der  so  gefundenen  Dar- 
steUuug  als  Näherungsausdruck  einer  Exponentialfunktion  ansieht;  so 
erhält  er: 

0.  Schlömilch^^^^)  behandelt  die  Integrale 

fanK>\  r cos_rB|d| 

^      ^  J  r  +  1)  {V  +  9) .  . .  (i^  +  (2  m  +  1)') 

0 

yo74^^  r sinx^dt 

^      ^  J    ^(l'+4)(i^+16)...(|^  +  4»i*)  5 

u 

indem  er  in  den  Gleichungen  (35)  und  (36)  beiderseits  mit  exp  ( —  ^x)dx 
multipliziert  und  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  integriert,  dann  für 
die  rechts  auftretenden  Integrale  eine  Rekursionsformel  ableitet,  erhält 
er  die  Partialbruchzerlegungen  der  in  (873)  und  (874)  unter  den  Inte- 
gralzeichen stehenden  rationalen  Funktionen. 

Später*'-^)  leitet  er  auch  noch  den  Wert  des  Integrals 


(875)  /qi 


cos  a;|d| 


+  r 

für  ungerade  m  und  gerade  n>  m,   ebenfalls   durch   Partialbruchzer- 
legung  unter  dem  Integralzeichen,  ab. 

Dann  erscheint  die  Ableitung  von  (847)  aus  (834)  bei  J.  J.  Fourier  '^^''), 
A.  Cauchy'^^%  H.  G.  v.  SchmüUen^^'^^),  Ä.  A.  Cournot''^''),  A.  Pioch'^^% 

1327)  Cambr.  trans.  8,  (1844),  p.  213  =  Writings  p.  29.  Er  erläutert  selbst: 
die  Entwicklung  beginnt  zu  divergieren,  wenn  man  sie  über  die  Potenz  x^"~- 
hinaus  fortsetzt. 

1328)  Arch.  Math.  Phys.  7  (1846),  p.  45. 

1329)  Analytische  Studien  2,  Leipz.  1848,  p.  106. 

1330)  Paris  mem.  4  (1819/20[24])  (Preisschriit  von  1811),  p.  498;  Theorie 
Nr.  350  =  Oeuvres  1,  p.  395. 

1331)  Paris  möm.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  136  (von  1815);  Bull, 
philomat.  1817,  p.  123;  Exerc.  de  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  183. 

1332)  Ann.  de  math.  12  (1822),  p.  221;  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  392. 

1333)  Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  218. 

1334)  Brux.  mem.  cour.  in  4»,  15  (,1841/42),  p.  37. 

Encyklop.  d.  math.  Wiääeusch.     II  1.  72 
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0.  Schlömüch^'^^'-),  G.  G.  Stokes''^''),  M.  Ohm'^'''),  in  modifizierter  Form 
bei  J.  L.  Baabe^^^^)  als  das  einfachste  Beispiel  für  den  Reziprozitäts- 
satz; bei  ersterem  mit  dem  wesentlichen  Zusatz,  daß  exp  ( —  rx\) 
zu  nehmen  ist,  wenn  die  Formel  auch  für  negative  Werte  von  x 
[oder  )■]  gültig  bleiben  soU.  Caiiclty  gibt  auch  noch'^^^),  ebenfalls  aus 
dem  Reziprozitätssatz  die  allgemeineren  Gleichungen: 


C87S)/[ 


__J- +!_._  J ^-^-l  \ «^«^ \  xi dt  =  ne-''-  \ "°  )  hx 


Andererseits  erscheinen  aber  bei  Cauchy  die  Gleichungen  (847)  und 
(848)  auch  als  einfachste  Beispiele  seiner  Residuensätze,  indem  er  sie 
so  schreibt,  daß  • —  oo  und  -)-  oo  Integrationsgrenzen  werden  und 
diese  Integrale  dann  gleich  2jr;"  mal  dem  Residuum  in  dem  einzigen 
in  der  Halbebene  der  |  mit  positiv  imaginärem  Bestandteil  gelegenen 
Pole  l=\r\i  setzt.''*") 

Auch  durch  direkte  Anwendung  des  Grenzübergangs  von  der 
Reihe  zum  Integral  sind  solche  Formeln  gewonnen  woi'den;  so  bei 
Poisson'^*')   die  Gleichungen  (847)   und  (848)   aus   (283)   und  (282); 


1335)  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale,  Jena  l.s43,  p.  39;  analytische 
Studien  2,  Leipz.  1848,  p.  93. 

1336)  Cambr.  trans.  8^  (1849),  p.  565  (von  1847)  =  papers  1,  p.  28ö. 

1337)  System  der  Mathematik  9,  Nürnb.  1862,  p.  374. 

1338)  Differential-   und   Integralrechnung    1,    Zürich    1839,   p.  273.     Raabe 
bestimmt  erst 


/   arc  tg  I  sin  x^dä, 


mit  Hilfe  von  (917)  und  integriert  dann  partiell. 

1339)  Paris  mem.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  136  (von  1815).  Die  An- 
nahme Ä  =  0  gibt  ihm  die  Gleichungen  (852). 

1340)  Paris  mem.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  468  (von  1814;  in  die 
jetzt  übliche  Ausdruoksweise  übersetzt  in  der  beim  Druck  hinzugefügten  Note 
p.  466);  Bull,  philomat.  1822,  p.  171  (hier  die  Bemerkung,  daß  (852i)  richtig  ist, 
wenn  man  unter  dem  divergenten  Integral  seinen  Hauptwert  versteht);  J.  Ec. 
polyt.  cah.  lü  (1823),  p.  578,  590;  Resume  des  le^ons  sur  le  calcul  infinitesimal, 
Paris  1823  =  Oeuvres  (2)  4,  p.  236;  Mem.  sur  les  int.  def.,  Paris  1825,  p.  63; 
Exerc.  de  math.  1  (1826)  =  Oeuvi-es  (2)  6,  p.  139;  Ann.  de  math.  16  (1826),  p.  103; 
17  (1827),  p.  105,  106,  110;  Paris  mem.  pr<5s.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  291. 
—  Auch  bei  Moigno,  leyons  2  (1844),  p.  313  and  bei  M.  Ohm,  System  der 
Mathematik  9,  Nürnb.  1852,  p.  196. 

1341)  J.  Ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  317;  chaleur  p.  280. 
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bei  Fourier^^^)  aus  (300)  die  Gleichung: 


(877)  f'^sin:cm-\ 

0  ^ 


sin  ./■    für    0  ^  x  ^ji; 
0         „      a;  >  71. 


(QqQ)  C  l"^']  cosa;|rf| 


u 

r ■    .     sin  (a  4-  nix  sin«)  exp  ( —  mx  cos  «) 


gewinnt  Poisson^^^^) ,   indem    er   die    Gleichung  (847)   auch   für  kom- 
plexe Werte  von  r  in  Anspruch  nimmt. 

G.  Frullani  hat  eine  ganze  Reihe  von  Ableitungen  der  Gleichungen 
(847),  (848)  gegeben:  Zuerst i^)  führt  er  in  dem  Doppelintegral 

(879)  j  I  exp  (4:^)  cos  xldxdi, 

0    0 

das  eine  Mal  die  eine,  das  andere  Mal   die  andere  Integration   zuerst 
aus,  unter  Benutzung  der  Grenzgleichung '**^) 

(S80)  lim  /  exp  (+^)a;~^  sin  xi  dx  ^  ^• 

Daun'^**)  führt  er  in  den  Integralen 

du 


s 


a  +  log  u 


1342)  Ann.  chim.  phys.  3  (1816),  p.  363;  Theorie  de  la  chaleur  Nr.  358  = 
Oeuvres  1,  p.  405.  M.  Ohm  (System  der  Mathematik  9,  p.  377),  verwirft  dieses 
Resultat,  bzw.  da  'die  Integrale  divergent  seien;  höchstens  könne  man  fragen, 
ob  sie  vielleicht  richtig  seien,  wenn  man  unter  den  Integralen  ihre  Cauchyschen 
Hauptwerte  verstehe. 

1343)  Coun.  des  temps  pour  1833[30],  add.  p.  25. 

1344)  Mem.  soc.  ital.  20^  (1831),  p.  466  (von  1829). 

1345)  Diese  Grenzgleichung  ist  bei  ihm  allerdings  ungenügend  begründet; 
er  scheint  angenommen  zu  haben,  der  Grenzwert  eines  Integrals  auch  über  ein 
unendliches  Intervall  sei  immer  gleich  null,  sobald  der  Grenzwert  des  Integranden 
es  ist.     Übrigens  ist  die  Formel  ein  einfacher  Spezialfall  von  (808). 

1346)  Ib.  p.  663.  Dabei  ist  der  Grenzwert  einer  nach  Potenzen  von  r  fort- 
schreitenden Reihe  für  r  =  <x  zu  bestimmen;  das  gelingt  ihm  dadurch,  daß  die- 
selbe Reihe  auch  bei  der  Entwicklung  des  Integrals 


/ 
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a  +  logM  =  r  als  neue  Integrationsvariable  ein,  entwickelt  nach  deren 
Potenzen  und  setzt  dann  u  =  exp  i^ix).  Ferner'**')  nimmt  er  in  dem 
Doppelintegral 

(882)  j  I  f-'-g-i  cos  x^  sin  $t/d|r?7; 

0     0 

das  eine  Mal  die  eine,  das  andere  Mal  die  andere  Integration  zuerst 
vor.  Außerdem  '***)  erhält  er  durch  Einführung  einer  komplexen  Variabein 
in  die  Reihenentwicklungen  die  Gleichung  (vgl.  845) 

(883)  /'^^^^|/^°^c?£  =  e-'-[f  +  f'-^dr^- 

0  0 

Endlich '^*^)  geht  er  noch  in  der  Gleichung     • 

(884)  f^"^'lZ ^  ^  "T  ^"%~J\  d^=:t{l-  mrf-^ 
yw-rj        j    (^y_i')8_|_2(»jr— licos»»|  + 1     '  ^  '' 

0 

zur  Grenze  m  =  0  über. 

Andererseits  können  die  Formeln  (847)  und  (848)  auch  als  Spezial- 
fälle von  andern  angesehen  werden,  in  denen  ein  willkürlicher  (nicht 
auf  ganzzahlige  Werte  beschränkter)  Exponent  auftritt.  Schon  P.  S. 
de  Laplace  hat  durch  partielle  Integration  gezeigt '^°''),  daß  das  Integral 

(885)  '=1^ 

der  Differentialgleichung  y-  =  —  xJ  genügt,  also  gleich  C  exp( — rx) 
ist,  wo  C  eine  von  r  unabhängige  Größe  bezeichnet,  deren  Bestimmung 
er  unterlassen  konnte,  da  er  nur  den  Quotienten  zweier  solcher  Inte- 
grale brauchte.    Die  vollständige  Formel 


+ 
(886)  f 


.i^i 


dk 


{r  +  iir  r{a) 


nach  Potenzen  von  r  auftritt,  und  daß  dessen  Grenzwert  für  r  =  oo  aus  (938)  be- 
kannt ist. 

1347)  p.  673.    Auch  hier  benutzt  er  die  Gleichung  (486). 

1348)  p.  689.  Tür  das  entsprechende  Integral  mit  r  sin  |  —  i,  cos  |  im  Zähler 
erhält  er  auf  demselben  Wege  die  Differenz  zweier  divergenter  Integrale. 

1349)  p.  691.  —  Daß  er  für  das  Integral  (848)  bei  Benutzung  der  Entwicklung 
von  X  sin  x  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  x  p.  696  einen  falschen  Wert 
erhält,  liegt,  wie  er  selbst  sieht,  daran,  daß  diese  Entwicklung  nur  für  das  Inter- 
vall (, —  n-,  .  .  .,  n)  gilt. 

1350)  Theorie  analytique  des  probabilites,  add.  II  (p.  471  der  Ausgabe  von 
1814). 
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ist  von  A.  Caucliy  sowohl  aus  den  Reziprozitätssätzen ''^')  als  auch  als 
ResidueuformeP''^-)  abgeleitet  worden.  S.  D.  Poisson  gewinnt  sie  für 
den  FaU,  daß  a  eine  ganze  Zahl  ist,  durch  wiederholte  partielle  Inte- 
gration, nimmt  sie  aber  sogleich  auch  für  andere  positive  Werte  von  a 
in  Anspruch ''''');  G.  Fridlani^'^"^)  erhält  sie  durch  Reihenentwicklungen; 
J.  Liouville^^''^)  durch  DifFere;itiation  zu  beliebigem  Index.  A.  Cayley^^^) 
erhält  die  Formel,  indem  er  in  der  von  ihm  als  bekannt  bezeichneten 
Gleichung 

(887)  fiilye^^dl  =  2  sin  (1  —  a)%  ■  r(l  —  a) 

[vgl.  (532)]  einfach  g  durch  r  -\-  /|  ersetzt;  auf  analogem  Wege  findet 
er  noch: 


/. 


0        (»•  >  0). 


Die  Ableitung  der  Gleichung  (847)  durch  Umkehrung  der  Inte- 
grationsreihenfolge in  einem  Doppelintegral  (vgl.  1302)  erscheint  später 
noch  in  verschiedenen  andern  Gestalten.  J.  A.  Serret^^^'')  erhält  durch 
Vertauschung  der  Integrationsreihenfolge  in  dem  Doppelintegral 

(889)  JJr-^"rf-''^''f'^didn 

0     0 

(vgl.  882)  die  Gleichung 

(890)  -"^Jc—'r-'dn  =  -^Jcos^- V^J^  cos  {x  tg<p)d<f-, 


1351)  Paris  mem.  pre's.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  137  (von  1815);  J.  fic. 
polyt.  cah.  19  (1823),  p.  56'J;  Exerc.  de  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  182 
(hier  auch   die   durch  Differentiation  nach  x  oder  nach  a  aus  ihr  entstehenden). 

1352)  J.fic.  polyt.  cah.  28  (1844)  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  499,  502  (von  1815;  hier 
auch  die  durch  Differentiation  nach  x  aus  ihr  entstehenden);  mem.  von  1825, 
p.  34;  Ann.  de  math.  17  (1827),  p.  109.  Ebenso  Ä.  de  Morgan,  diff.  and  integr. 
calc,  Lond.   1836/41,  p.  640. 

1353)  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  480:  ..l'induction  nous  suffit  pour  etendre 
ce  resultat". 

1354^  Mem.  soc.  ital.  20,   (1831  >,  p.  678. 

1355)  .1.  f.  Math.  13  (1835),  p.  231. 

1356)  J.  de  math.  12  (1847),  p.  231.  Er  meint,  (886)  gebe  eine  bessere  De- 
finition der  P-Funktion  für  negative  Argumente  als  die  von  Cauchy  durch  „in- 
tegrales extraordinaires". 

1357)  J.  de  math.  8  (1843),  p.  494. 
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aus  der  ( 847)  für  ^  =  1  folgt.    F.  Ärndt^^^^)  erhält  aus  dem  Doppel- 
integral 

(891)  I  je- ^'1  cos  ^7]  sin  7] d^dr] 

0    0 

zunächst  die  Gleichung 


(892)  ß-T+fi=f^ 


und  aus    ihr  die  Diiferentialgleichung  (858).    0.  Sclilömilch^^^^)   zeigt, 
daß  das  Laplacesche  Verfahren  sich  auch  auf  das  aUgemeiuere  Integral 

(893)  JJ'rif'e-'i^'-'  +  ^'^  cos  x^djjdS, 

0    0 

anwenden  läßt  und  dann  den  Wert  von  (862)  liefert. 

Bei  Sclnömücli  erscheinen  die  Formeln  auch  noch  als  spezielle 
Fälle  allgemeinerer  Ansätze.  Einmal  erhält  er^^^''),  indem  er  die  ganz- 
zahligen Vielfachen  von  a;/2  als  Zwischengrenzen  einschaltet,  dann 
aUe  so  entstehenden  Teilintegrale  auf  dieselben  Grenzen  zurückführt, 
unter  Benutzung  einer  Partialbruchformel  aus  der  Theorie  der  trigono- 
metrischen Funktionen: 


00  nri  « 

(-894^  A""-^«^*:—    i       ^9 »^ cos' g dl        _    /• 

(.»y*;         J  r'-^V-     ''~J   Ig^rcos'l-f-sin^l  "  J 


irdz 


{l  J^  z'-m%- r  +  z--) 


und  die  Integration  rechts  läßt  sich  elementar  ausführen.  Dann  er- 
scheinen bei  ihm^^^*)  die  Gleichungen  (847)  und  (848)  als  einfachste 
Fälle  von  Abels  Gleichungen  (Nr.  103),  entsprechend  der  Annahme 
f{z)  =  exp  (—  U). 

J.  Dienger  ^^^-)  stellt  die  Aufgabe,  die  Gleichungen 


e— [^."'Irx 


(895)  f\L^^-^Y^l^ß^  + 

0 

zu  beweisen. 


1358)  Arch.  Math.  Phys.  11  (1848),  p.  70.  Hat  W.  Moesta  dieselbe  Schluß- 
weise im  Auge,  wenn  er  ib.  p.  10,  1847,  p.  4.ö5  die  Aufgabe  stellt,  die  Gleichung 
(892)  zu  beweisen? 

1359)  Analytische  Studien  2,  Leipz.  1848,  p.  98. 

1360)  Arch.  Math.  Phys.  10  (1847),  p.  446.    Vgl.  '"»») 

1361)  Neue  Methode  zur  Summierung  endlicher  und  unendlicher  Reihen, 
Greifswald  1849  =  Arch.  Math.  Phys.  12  (1849),  p.  140. 

1362)  Arch.   Math.    Phys.  12   (1849),  p.  97.    Der  Beweis    ergibt    sich   durch 
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Auch  die  Bidoneschen  divergenten  Integrale  (852)  sind  noch 
mehrfach  vorgenommen  worden.  0.  Schlöniikh^^'^^)  leitet  für  das  erste 
unter  ihnen  durch  Diöerentiation  unter  dem  Zeichen  die  Differential- 
gleichung ah: 

(896)  ™  cos  rx  -}-  ry  sin  rx  =  0, 

die  bei  ihrer  Integration  auftretende  Konstante  bestimmt  er  dadurch, 
daß  er  dem  Integral  für  a;  =  0  den  Wert  0  zuschreibt. 

F.  Arndt^^^*')  zerlegt  den  rationalen  Faktor  unter  dem  Integral- 
zeichen in  Partialbrüche  und  zeigt  so  an,  daß  die  Gleichungen  (852) 
die  Hauptwerte  der  Integrale  liefern. 

Später  gibt  Schlömilch  noch  zwei  andere  Ableitungen.  EinmaP^^*) 
setzt  er  in  den  allgemeinen   Formeln  (790)  und  (791): 

fsinra;  für  x  -Cc  f  cos  rx  für  .r  <  c 

(«'■'     'W=l     0       ,,>e;    ^-A')  =  |     0        „.>« 
und  hebt  dann  nach  Ausführung  der  Integration  nach  ^   zwei  diver- 
gente Integrale   gegeneinander  weg.    Dann'^*^)    leitet  er  noch  für  das 
Integral 


(898)  f^ 


sin  x$  d§ 


eine  zu  (854)  analoge  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ab.     Das 
allgemeinere  Integral 


(899)  ß 


"1  Qoax^dx 


m  ungerade,  w  gerade  und  >  m,  führt  er  durch  Partialbruchzerlegung 
unter  dem  Integralzeichen  auf  das  Bidonesche  zurück'^*'). 

Verwandlung  der  Produkte  trigonotnetrischer  Funktionen  in  Summen  bzw.  Diffe- 
renzen. 

1363)  Arch.  Math.  Phys.  7  (1846),  p.  271;  J.  f.  Math.  33  (1846),  p.  318.  An 
der  letztgenannten  Stelle  gibt  er  p.  328  eine  Zusammenstellung  der  hier  be- 
sprochenen Formeln. 

1364)  Arch.  Math.  Phys.  10  (1847),  p.  243;  ebenso  W.  Mösta,  ib.  p.  450, 
der  aber  die  auftretenden  divergenten  Bestandteile  ohne  weiteres  gegeneinander 
weghebt. 

1365)  Analytische  Studien  2,  Leipz.  1848,  p.  'J9. 

1366)  Ib.  p.  103.  Sehr  merkwürdig  ist  dabei,  daß  er  zwar  dem  Integral 
(893)  und  den  durch  ein-  und  zweimalige  Differentiation  aus  ihm  entstehenden 
bestimmte  Werte  zuschreibt,  aber  meint,  weiter  dürfe  man  die  Differentiationen 
nicht  treiben,  weil  die  dann  entstehenden  Integrale  keine  bestimmten  Werte 
mehr  hlltten. 

1367)  Ib.  p.  108. 
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Den  Umstand,  daß  man  das  Integral  (852)  nicht  einfach  durch 
Übergang  von  reellen  zu  rein  imaginären  r  aus  (847)  erhalten  kann, 
will  G.  Boole^^^)  daraus  erklären,  daß  man  das  letztere  als  Grenzwert 


(900)  lim   f 


e    ''^  coEx^d^ 


r'  +  t' 
das  erstere  aber  als  Grenzwei't: 

(901)  lim    f'^'^-^-'^-^'l^'^Ml 

1=0  0 

[so  ist  wohl  zu  lesen?]  aufzufassen  habe. 

P.  G.  Lejeune-DiricJdet^^^'-')  bemerkt,  man  könne  leicht  zeigen,  daß 
die  Gleichung 


(902)  l'e-«-- 


./a  =  -^# 


auch  für  komplexe  Werte  Ic  -f-  |/  von  z  mit  positivem  reellen  Be- 
standteil bestehen  bleibe.  Indem  er  dann  mit  ( 6^ -f- 5^)~ '  ^^P  ( — x^i)di, 
multipliziert,  die  Reihenfolge  der  Integrationen  umkehrt  und  die 
Gleichung  (847)  benutzt,  erhält  er: 


(903)  /- 


ne 


^^(k-\-^i)pb'+v-    b{h+kr 

und  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens: 

+  ~         ...  n  n 

(904)       fjff^  Yl  (''^"  +  ^'y"''^"  =  6  '~'^  TI^^  +  ^^)"'" 

-a.  "        1=1  r  =  l 

(.T>0;   mh,>%  5R(Ag>0,  $R(i)„)>0). 

Auch  zeigt  er'^'**):  wenn  links  unter  dem  Integralzeichen  noch  Faktoren 
[log  (A-)-|i)]~'  zutreten,  so  sind  rechts  noch  die  entsprechenden  Fak- 
toren [log  (?^ -j- /()]"»  beizufügen. 


1368)  Dubl.  trans.  21   (1848),  p.  133  (von  1846). 

1369)  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  95  =  AVerke  1,  p.  113.  Dirichlets  Ableitung 
der  Gleichungen  (898),  (899)  ist  reproduziert  von  O.  Schlomilch,  analytische 
Studien  2,  Leipz.  1848,  p.  110,  und  von  M.  Ohm,  System  der  Mathematik  9, 
Nürnb.  1852,  p.  427,  sovrie  in  den  Veröffentlichungen  der  Dirichletschen  Vor- 
lesungen über  bestimmte  Integrale  durch  G.  F.  Meyer,  Leipzig  1S71,  p.  190  und 
durch  <?.  Arendt,  Braunschw.  1904,  p.  167. 

1370)  p.  97  bzw.  115. 
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c)  Das  Integral 

(905)  J't'-'sm^di 

0 

hat  L.  Mascheroni^^'^)  dadurch  zu  bestimmen  versucht,  daß  er  unter 
dem  Integralzeichen  nach  Potenzen  von  |  entwickelt  und  dann  durch 
eine  ungenügend  begründete  Umformung  auf  das  Produkt  aus  dem 
Grenzwert 

(906)  lim^+i^) 

und  einer  Partialbruchreihe  kommt;  diese  summiert  er  durch  das  be- 
stimmte Integral 

ü 
das  für  rationale  tn  sich  elementar  auswerten  läßt.    Analog  behandelt 
er  auch  das  Integral 

(908)  ^/V"'cos?rfg. 

0 

Dann  ist  aus  dem  Nachlaß  von  L.  Euler  ein  Aufsatz  veröffentlicht 
worden  ^''^),  in  dem  er  eine  bekannte  Formel  der  Theorie  der  T-Funk- 
tionen  (vgl.  hier  II A3,  Brunei,  Nr.  17,  p.  180)  auch  für  komplexe 
Werte  von  n  in  Anspruch  nimmt  und  so  erhält: 

(909)  fe-'-n-'r']x^.di==    3^r°'](a^votg^). 

Damit  im  Grunde  identisch  ist  die  Schlußweise  von  F.  S.  de  Laplace^'^"^)\ 
der  Unterschied  ist  nur,  daß   er  eine  andere  Integraldarstellung   der 

1371)  Adnotationes  ad  calculum  integralem  Euleri,  1,  Ticini  1790  =  L.  Euleri 
opera  (1)  12,  p.  463.  Vgl.  aucli  den  BericM  von  G.  Bidone,  Torino  mem.  1811/12, 
p.  237,  243,  der  ein  bei  der  Durchführung  der  Rechnung  für  m  =  —  von  Mascheroni 
begangenes  Versehen  berichtigt. 

1372)  lustitutiones  calc.  integr.  4,  Petrop.  1794,  p.  342,  343  (von  1781); 
reproduziert  von  Lacroix,  Traite  3  (1819),  p.  486.  Über  die  historische  Bedeutung 
dieser  Untersuchungen  Eulers  vgl.  die  Bemerkungen  von  P.  SMckel,  Bibl.  math. 
(3)  1  (1900),  p.  115.  —  Eulers  Verfahren  ist  übrigens  auch  später  noch  öfter 
unbedenklich  reproduziert  worden ;  so  von  A.  A.  Couruot,  theorie  des  fonctions  2, 
Paris  1841,  p.  201 ;  doch  macht  B.  Moon,  phil.  mag  (3)  26,  p.  491  darauf  auf- 
merksam, daß  es  jedenfalls  versagt,  wenn  r  =^0  und  a  =  1  ist,  und  also  nicht 
zur  Begründung  der  Gleichungen  (517)  dienen  kann. 

1373)  J.  Ec.  polyt.  cah.  15  (1809),  p.  244  für  r  =  0,  p.  2.52  allgemein. 
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r'-Funktion  gewöhnt  ist.  Er  erkennt,  daß  die  Ableitung  keinen  Auf- 
schluß darüber  gibt,  welcher  Wert  der  Funktion  arc  tg  zu  nehmen 
ist;  da  er  in  einer  Anzahl  spezieller  FäUe  findet,  der  Hauptwert  gebe 
das  richtige  Resultat,  so  nimmt  er  an,  das  sei  immer  der  Fall'''*). 
Dann  gibt  er  noch  ein  anderes  Verfahren'''^):  er  entwickelt  in  dem 
Integral 

(910)  fe---i--i'l'^-Ull 

0 

unter  dem  Zeichen  nach  Potenzen  von  x,  integriert  gliedweise  und 
drückt  die  auftretenden  F- Funktionen  alle  durch  die  erste  aus;  es 
bleibt  eine  Binomialreihe. 

S.  D.  Poisson'-^"^)  bildet  das  Produkt  der  beiden  Funktionen 

(911)  il>(a)  =JV-'  cos  (b-i-^)d^,      r(l  — a)  =fe-'hr"dri 


1374)  p.  250,  253. 

1375)  Paris  mem.  11  (1810)  =  Oeuvres  12,  p.  363;  The'orie  analytique  dos 
probabilites,  add.  III  (p.  482  der  Ausgabe  von  1814);  ebenso  v.  Schmidten,  Ann. 
de  math.  12  (1822),  p.  213;  J.  f.  Math.  6  (1830),  p.  395;  ähnlich  E.  E.  Kummer, 
J.  f.  Math.  17,  1837,  p.  212.  G.  Bidone,  Torino  mem.  1811/12,  p.  320  behandelt 
den  Fall  a  =  0  in  ähnlicher  Weise  und  leitet  dann  daraus  weitere  Formeln  her, 
bei  denen  im  Zähler  ein  Produkt  von  Potenzen  verschiedener  trigonometrischer 
Funktionen  steht.  M.  Ohm,  System  der  Mathematik  9,  Nürnberg  1852,  p.  117, 
erwähnt  ohne  näheren  Nachweis  ein  Verfahren  von  Euler  zur  Verifikation  der 
Gleichungen  (909);  er  zeigt,  daß  es  ebenfalls  auf  eine  Entwicklung  nach  Potenzen 
von  X  hinauskommt  und  bemerkt  mit  Recht,  daß  die  Konvergenz  dargetau 
werden  müßte.  —  Die  allgemeineren  Formeln,  die  B.  Boncompagni,  J.  f.  Math. 
26  (1843)  p.  81  auf  diesem  Wege  erhält,  gehören  nicht  mehr  hierher,  er  spezialisiert 
sie  zu  (909). 

1376)  Bull,  philomat.  1811,  p.  249.  Die  Darstellung  bei  Poisson  ist  dadurch 
umständlicher,  daß  er  mit  einem  weniger  bequemen  Ausdruck  der  f- Funktion 
operiert.  Auch  spricht  er  zunächst  nur  von  rationalen  Werten  von  a.  —  Das 
von  A.  Catichy  (J.  Ec.  polyt.  cah.  28,  1844  (von  1815)  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  479) 
für  beliebige  r  angewendete  Verfahren  ist  von  dem  Poissons  im  Grunde  nicht 
verschieden.  Cauchy  bemerkt  auch,  daß  es  a  <[  1  voraussetze,  daß  man  aber  die 
Richtigkeit  der  Formeln  für  andere  positive  o  durch  Differentiation  nach  r  nach- 
weisen könne.  Für  negative  a  divergieren  die  Integrale;  Cauchy  zeigt  aber 
(p.  546  und  Eserc.  de  math.  1  (1826)  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  84),  daß  die  Gleichungen 
auch  für  diesen  Fall  richtig  bleiben,  wenn  man  die  Integrale  als  ,, außerordent- 
liche" faßt,  d.  h.  aus  den  Entwicklungen  der  unter  dem  Integralzeichen  stehenden 
Funktionen  nach  Potenzen  von  ^  alle  Glieder  wegläßt,  die  von  der  ersten  oder 
höheren  Ordnung  unendlich  werden.  —  Im  wesentlichen  ebenso  wie  Poisson  ver- 
fahren 0.  Schh'innlch,  J.  f.  Math.  33  (1846),  p.  354;  analytische  Studien  1,  Leipzig 
1848,  p.  69  und  M.  Ohm,  System  der  Mathematik  9,  Nürnb.  1852,  p.  140;  letzterer 
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und  führt  durch  die  Substitution  j;  =  |J  an  Stelle  von  yj  die  neue 
Integi'ationsvariable  ^  ein;  die  Integration  nach  |  läßt  sich  danu  ele- 
mentar ausführen,  die  noch  bleibenden  Integrale  in  bezug  auf  g  hatte 
bereits  Euler  bestimmt;  so  kommt 


(912)  r{l-a)tia)  =  -l 


was  mit  dem  Falle  r  =  0  von  (_909 )  übereinstimmt,  wenn  noch  F(l  —  a) 
durch  r(^a)  ausgedrückt  wird.    Später ^^"')  leitet  er  noch  für  die  beiden 
Integrale  (909)  durch  partielle  Integrationen  die  simultanen  Differential- 
gleichungen her: 
,„^  „>  dy         X   dz     ,     a  dz  x    d>i     ,     a 

(913)  —  j    =      j    H —  ~,    j    =  —  :j^  H —  y 

^        '  dx         r    dx    '     r  dx         r    dx    '     r  " 

und   integriert  sie,   indem   er  arc  tg  x  als   unabhängige  Veränderliche 
einführt. 

Bei  Fourier  finden  sich  die  allgemeinen  Gleichungen  (909)  nicht, 
sondern  nur  als  Resultat  der  Anwendung  des  Reziprozitätssatzes  auf 
die  Funktion  x~'^  die  Relation  zwischen  zwei  bestimmten  Integralen'*"'): 

(914)  _/V-'sina;|rf^^/V"sin:l•|(??=  "    z  , 

0  0 

die  nur  für  o  ^  ~  ,  wo  beide   identisch  werden,  ihren  gemeinsamen 
Wert  bestimmt. 

Seine  Rechtfertigung  findet  der  Gebrauch  komplexer  Größen  bei 
diesen  Umformungen    durch  A.  Cauchys.   allgemeinen   Satz^^'^):  wenn 


zeigt   auch,   daß    man    die    Reihenfolge   der  Integrationen   hier  in  der  Tat  ver- 
tanschen  darf. 

Sarrus  (ib.  p.  257)  will  die  Benutzung  komplexer  Größen  durch  die  Be- 
merkung rechtfertigen,  sie  sei  immer  erlaubt,  wenn  man  die  Differentiation  des 
Integrals  nach  dem  Parameter  unter  dem  Integralzeichen  ausführen  dürfe. 

1377)  J.  Ec.  polyt.  cah.  16  (1813),  p.  215;  reproduziert  von  Lacroix.  Traite 
3  (1819),  p.  490.  P.  Paoli  (Mem.  soc.  ital.  20  (1828),  p.  162)  bemerkt  dazu  mit 
Recht,  man  könne  auf  die  Einführung  dieser  Integrationsvariabein  nur  verfallen, 
wenn  man  das  Resultat  schon  kenne;  er  zeigt,  wie  man  durch  Multiplikation 
mit  — y,  z,  bzw.  z,  y  und  Addition  Kombinationen  erhält,  die  sich  unmittelbar 
integrieren  lassen.  Ebenso  31.  Ohm,  System  der  Mathematik  9,  Nürnberg  1852, 
p.  122.  0.  SchliJmilch,  analytische  Studien  1,  Leipzig  1848,  p.  65  faßt  die  beiden 
Gleichungen  zu  einer  für  y  +  iz  zusammen;  ebenso  0}(ih  p.  115. 

1378)  Paris  mem.  4  (1819/20[24J)  (Preisschrift  von  18111,  p.  502;  Theorie  de 
la  chaleur  Nr  300  =  Oeuvres  1,  p.  406. 

1379)  Paris  mem.  pres,  1,  1827  (von  1815)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  350;  die  Zu- 
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die  Funktion  f{z)  im  Unendlichen  gewissen  [yon  Cauchy  hier  freilich 
noch  nicht  vollständig  angegebenen]  Bedingungen  genügt,  so  gilt  die 
Gleichung: 

(9.15)  ftXai  +  h^i)d^  =  ^  ^.Jf{^)dl . 

0  0 

A.  de  Morgan^^^")  verifiziert  die  Gleichung  (909)  für  ganzzahlige  a 
mit  Hilfe  von  Rekursionsformeln. 

N.  Fuß^^^^)  stellt  für  gauzzahlige  positive  a  Rekursionsformeln 
auf,  die  ihm  erlauben,  die  Gleichungen  (909)  für  solche  a  sukzessive 
aus  (834)  abzuleiten;  die  Resultate  nimmt  er  aber  dann'^^")  doch  auch 
für  gebrochene  Werte  von  a  in  Anspruch. 

J.  A.  Grunert^^^^)  leitet  die  Gleichungen  (909)  für  ganzzahlige 
positive  a  durch  sukzessive  Differentiation  nach  r  aus  (834)  ab,  indem 
er  zunächst  zeigt,  daß 

(•  9 1  ß)  c   '="«  ("  ^^«^  tg  '})  _  ''«^  ((«  + 1)  ^r«  ^g  f) 

ist. 

E.  Loiatto"^*)  leitet  umgekehrt  die  Gleichung 

(917)  jV'-^'l-i  sina;|f^|  =  arctg^ 

0 

[die  den  Grenzfall  der  zweiten  Gleichung  (909)  für  a  =  0  vorstellt] 
aus  (834)  durch  Integration  unter  dem  Zeichen  her.  Mit  diesem 
Verfahren    im   Grunde   identisch   ist  das  von  G.  Frullani^^^^),   der  in 

sammenfaBSung  zu  einer  Gleichung  zwischen  komplexen  Größen  in  den  Noten 
von  1827,  p.  353,  sowie  auch  Exerc.  de  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  148. 
Auch  bei  Moigno,  le90ns  2  (1844),  p.  309. 

1380)  Diff.  and  integral  calculus,  Lond.  1836/42,  p.  630. 

1381)  Petersb.  mem.  11  (1831j,  p.  238;  von  1810. 

1382)  p.  243. 

1383)  J.  f.  Math.  8  (1832),  p.  147.  Die  Gleichung  (834)  ist  natürlich  nur  der 
reelle  Teil  einer  einfachen  Gleichung  zwischen  komplexen  Größen.  J.  L.  Raabe 
(DiiTerentialrechnung  1,  Zürich  1839,  p.  246)  und  31.  Ohm  (System  der  Mathe- 
matik 9,  Nürnb.  1852,  p.  65)  führen  behufs  Vollziehung  der  erforderlichen  Diffe- 
rentiationen komplexe  Größen  unverhüllt  ein.  —  /.  Liouville  (J.  f.  Math.  13  (1835), 
p.  229)  nimmt  die  Ergebnisse  dieses  Verfahrens  auf  Grund  seiner  Vorstellungen 
betr.  Differentiation  zu  beliebigem  Index  für  beliebige  a  in  Anspruch. 

1384)  J.  f.  Math.  11  (1834),  p.  171.  (Er  wendet  dasselbe  Verfahren  auch 
auf  die  erste  Gleichung  (914)  an,  ohne  zu  bemerken,  daß  er  dann  ein  divergentes 
Integral  erhält).     Ebenso  31.  Ohm,  System  9,  p.  69. 

1385)  Mem.  soc.  ital.  20.  (1831),  p.  466  (von  1829). 
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dem  Doppelintegral 

(918)  f  I  exp  ( —  rl)  cos  x^  äxd^ 
b  0 

das  eine  Mal  die  eine,  das  andere  Mal  die  andere  Integration  zuerst 
ausfütirt. 

0.  Schlömüch  ^'^^)  und  M.  Ohm  ^^^')  bemerken,  daß  die  zur  Ablei- 
tung der  Gleichungen  (909)  benutzten  Methoden  für  r  =  0  versagen; 
sie  zeigen  durch  Vertauschung  der  lutegrationsreihenfolge  in  dem 
Doppelin  tegi-al 

(919)  JJri'^-'e-in^'^^Xxidiäij, 

0     0 

daß  die  [mit  Poissons  Gleichungen  (912)  identischen]  Gleichungen 

(920)        >-r::|.i«='>'(:»)f. 

0 

die  sich  aus  (909)  durch  Grenzübergang  zu  r  =  0  ergeben,  in  der 
Tat  richtig  sind.  W.  Center '■^^^)  leitet  diese  Gleichungen  aus  den  von 
ihm  als  richtig  angenommenen  Gleichungen  (517)  durch  allgemeine 
Differentiation  nach  a  ab;  daß  die  von  ihm  auf  demselben  Wege  ge- 
wonnenen Gleichungen 


(921)      /i:°:i(-ro^^i=:r(i-)x" 


f  cos  1     71 

l  sin  J  2  n 


damit  im  Grunde  identisch  sind,  scheint  er  nicht  bemerkt   zu  haben. 

Das   erste  der  Integrale  (909)  divergiert  für  a  =  0;    als   Ersatz 

leiten  J.  L.  Raahe'^^'),  J.  M.  C.  Duliamel^^'"),  Navier''^'),  A.  A.  Cour- 

not^^^^),  Moigno^^^%  M.  Ohm^''^^)  aus  (834)  durch  Integration  nach  r 


1386)  Arch.    Math.    Phys.    6   (1845),    p.  201;    J.  f.   Math.  33  (1846),    p.  351; 
Analytische  Studien  1,  Leipz.  1848,  p.  69. 

1387)  System   der  Mathematik  9,   Nürnb.  1852,  p.  140.    Er  zeigt,   daß   die 
Vertauschung  der  Reihenfolge  der  Integrationen  hier  in  der  Tat  zulässig  ist. 

1388)  Cambr.  Dubl.  J.  3  (1850),  p.  215  (von  1848). 

1389)  Differential-    und    Integralrechnung   1,    Zürich  183'J,    p.  249;    daraus 
p.  274  die  dazu  reziproke  Fonnel. 

1390)  Cours  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  8. 

1391)  Le9ons  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  10. 

1392)  Thäorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  179. 

1393)  Le9ons  de  calcul  diff.  et  de  calc.  int.  2,  Paris  1844,  p.  77. 

1394)  System  der  Mathematik  9,  Nürnb.  1852,  p.  70. 
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die  Gleichung: 


(exp  (—  ß|)  —  exp  (— /3Ö)?-  ^  cos  x^di,  =  y  log^^^^ 


(922)  / 
o' 

ab.  Ä.  de  Morgan^^^^)  gewinnt  sie  aus  der  allgemeinen  Gleichung  (909) 
durch  einen  Grenzübergang  zu  a  =  0.  Die  sechs  erstgenannten  Autoren 
erhalten  auf  dem  gleichen  Wege  auch  die  [übrigens  aus  (917)  folgende] 
Gleichung: 

(923)  /(exp(— ß|)  — exp(— |3|))£-i  &mxi,di  =  arctg  |-— arctg|-- 

0 

G.  Boole  bemerkt "^^),  für  nicht  negative  a  könne   man  die  erste 
Gleichung  nur  als  den  GrenzfaU  für  h  =  0,  k  =  0  von 

(«arctg|) 


(924)  /  ^ j^--  cos  ^1  rfl  =  ~^j^ 

aufrechthalten. 

Spezielle  FilUe  der  hier  besprochenen  Formeln  sind  auch  wohl 
durch  besondere  Methoden  erhalten  worden.  So  behandelt  J.  L.  Kaabe 
die  Integrale 


0 

zunächst '^^')  für  x  <C  r  durch  Reihenentwicklung  unter  dem  Integral- 
zeichen nach  Potenzen  von  x,  dann^'^*)  für  r  =  0  durch  Vertauschung 
der  Integrationsreihenfolge  in  dem  Doppelintegral: 

(926)  //exp( — a°^)  cos xi,d^da. 

In  diesem   Falle  r  =  0   kann    das   erste   dieser   Integrale    durch 
eine  einfache  Substitution  in 

00  +00 

(927)  /cos|=rf|  =  -^y^     oder     j(ios^dl  =  2% 


1305)  Differential  and  integral  calculus,  Lond.  1836/41,  p.  676. 

1396)  Dubl.   trans.  21  (1848),   p.  132  (von  1846).    Er  schlägt  geradezu   vor, 
(924)  als  Definition  der  F-Funktion  anzusehen. 

1397)  Dift'erential-  und  Integralrechnung  1,  Zürich  1839,  p.  263. 

1398)  p.  264.    Sein  Versuch,   von   da   aus   durch   Ditt'erentiation    und   Sum- 
mation  auch  den  Fall  x  >  r  zu  erledigen,  benutzt  divergente  Integrale. 
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übergeführt    werden.    Sein   Wert    ist    auch    ans    einer    Rechnung    von 
P.  G.  Lejeune-Diridilet^^^^)  zu  entnehmen.   Es  ist 

(4i  +  l)n 


■iik  +  1) 


•/[■ 


.    ik  +  l, 


4 

.    2t +1 


+  HI^--(fe  +  l-)] 


dh 


Grenzübergang  zu  ^"  =  oo  gibt  das  gewünschte  Resultat.  Sonst  wird 
es  durch  Spezialisierung  der  aUgemeinen  Formel  (909)'*°")  oder  durch 
Inanspruchnahme  der  Gleichung 

+«> 

(928)  /  exp  (-an^)dl,  =  ^£- 

(vgl.  IIA3,  Brunei,  Nr.  9g,  p.  153)  für  geeignete  komplexe  Werte 
von  a  ""')  gewonnen. 

Ph.  Kelland'*"^)  nimmt,  um 

(929)  ßfd^  =  lß^''^di='^ 

0  "  0 

zu  berechnen,  die  erste  Gleichung  (909)  auch  für  r  =  0  und  x  =  0 
oder  =  2  in  Anspruch  und  hebt  dann  zwei  divergente  Bestandteile 
gegeneinander  weg. 

J.  Diengcr^^^^)  steUt  den  Beweis  der  Gleichung 

^^3Q^  rBm^ci).mx^  ^^,  ^  ( -^  für  0  <  :r  <  2c 

0'  ^  ■         |o     „     x>2c 


1399)  Berl.  Abh.  1835  [37],  p.  401  =  Werke  1,  p.  249;  J.  f.  Math.  17  (1837), 
p.  62  =  Werke  1,  p.  2G4. 

1400)  So  bei  /.  L.  Raahe,  Differential-  und  Integralrechnung  1,  Zürich  1830, 
p.  268;  bei  M.  Oft;«, 'System  der  Mathematik  9,  Nürnb.  1852,  p.  142. 

1401)  So  bei  J.  M.  C.  Duhamel,  Cours  d'analyse  2,   Paris  1840,  p.  12;   bei 
A.  A.  Cournot,  Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  181. 

1402)  Cambr.  trans.  Tj  (1841),  p.  155;  Edinb.  trans.  15j  (1842),  p.  317. 

1403)  Arch.  Math.  Phys.  12  (1849),  p.  416. 
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als  Aufgabe;  G.  G.  Siolces'^^"'^)  leitet  den  Wert  von 

(931)  •  l'siaa^.inHsinxi  ^, 

0' 

ab,  indem  er  unter  dem  Zeichen  diiFereutiiert  und  dann  (486)  benutzt. 
R.  L.  Ellis^^^^)  bemerkt,  daß  ein  Integral  der  Form 

(932)  n^Ä,cosa,.i^^         (für  gerade  «) 

0 

oder 

(933)  r(2'Asinrt,i)f,f         (für  ungerade  n) 

0 

nur  dann  einen  endlichen  Wert  haben  kann,  wenn  die  Bedingungen 

(934)  ^Ä^a,"--  =  0,    ^^,«,""^  =  0, 
erfüllt  sind.    Infolgedessen  brauchen,  wenn  zunächst 

(935)  /-"(I'-^.ll'l».^)? 

0 

berechnet  und  dann  zur  Grenze  r  =  0  übergegangen  wird,  eine  Anzahl 
Glieder  nicht  berechnet  zu  werden,  da  sie  vermöge  dieser  Relationen 
doch  wegfallen;  es  bleibt 

(936)  (-  1)"^  .  j^^  2A„a;'-'-\a,.\ . 
Für 


2^- 


cos 


"-,.5  ""=  ^  sin"'g  cos  x^ 


gibt  das  die  unter  1  besprochene  Formel  von  Laplace. 

Cellerier^^"^)  zeigt  durch  den  Schluß  von  n  auf  n  -\-  1:  sind  P, 
E  gerade  ganze  Funktionen  von  |,  Q  eine  ungerade  solche  Funktion, 
so  ist  —  sofern  das  Integral  überhaupt  Bedeutung  hat  — 

(937)  J  (P  cos a-5  +  Q  sin x^^  +  B) || 

0 

gleich  dem  absoluten  Glied  des  Faktors  von  sin  ;r|  in  der  («  —  1)'"° 
Ableitung  der  Klammero'röße  nach  §. 


1404)  Lond.  trans.  184»,  p.  238  =  Paperg  2,  p.  29. 

1405)  Cambr.  math.  J.  3^  (1842),  p.  185  =  Writings  p.  143. 

1406)  J.  de   math.  8  (1843),  p.  257.    Auf  die  Beziehung  zu  den   Residuen- 
sätzen weist  er  p.  262  selbst  hin. 
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d)  Die  spezielle  Formel 

(938)  J'«^-^rfg  =  |        (a;>0) 

ö 

ist,  soviel  ich  sehe,  zuerst  von.  J.Ir.  Pfaff^*"'')  und  von  L.  MascJieroni'^^''^) 
veröffentlicht  worden.  Schon  vorher  hatte  sie  L.  Euler^^^^)  dadurch 
erhalten,  daß  er  in  seiner  allgemeinen  Formel  (909)  zuerst  a  =  0,  dann 
r  '^  0  setzt;  dieses  Verfahren  von  Euler  ist  dann  oft  wiederholt 
worden""*).  Andere  Autoren  gehen  dazu  von  der  schon  durch  die 
Annahme  »-  =  0  spezialisierten  Formel  (920)  aus; _  so  Bidone^^^°),  der 
auch  m.  W.   der   erste   ist,   der    darauf  aufmerksam    macht,    daß    für 

negative  x  sich  nicht    -,  sondern _y  ergibt.    Legendre^*^^)  gewinnt 

die  Gleichung  (938),  indem  er  die  aus  (847)  durch  Differentiation  und 
Integration  nach  x  sich  ergebenden  Formeln  verbindet;  Laplace^*^^ 
aus    der  Gleichung  (947),    durch   Integration    nach   x   und   Übergang 


1407)  Versuch  einer  neuen  Summationsmethode,  Berlin  1788,  p  119.  Er 
Bubstituiert  z  =  e'^  und  macht  dann  die  beiden  falschen  Annahmen,  der  Grenze 
.T  =  00  entspreche  z  =  0  und  die  Formel 


rf^  =  los 


«  +  1 


.;       logiT  "(i  +  l 

0 

gelte  für  beliebige  a,  ß. 

1408)  Institut,  calc.  integr.  4  (1794),  p.  345  (von  1781). 

1409)  So  von  P.  S.  de  Laplace,  J.  Ee.  polyt.  cah.  15  (1809),  p.  247;  von  S.D. 
Poisson,  ib.  16  (1813),  p.  2-21  (noch  ohne  die  Bemerkung,  daß  das  Resultat  nur 
für  a;>0  gilt;  ib.  18  (1820),  p.  328,  wo  er  es  benutzt,  fügt  er  sie  stillschweigend 
bei);  Oettimjer,  J.  f.  Math.  38  (1848>,  p.  223.  0.  Bonnet,  j.  de  math.  14  (1849), 
p.  250  rechtfertigt  das  Verfahren  durch  die  Anwendung  des  zweiten  Mittelwert- 
satzes; G.  G.  Stoices,  Cambr.  trans.  83  (1849),  p.  564  (von  1847)  =  papers  1, 
p.  284  begnügt  sich  mit  der  Bemerkung,  es  sei  leicht  zu  zeigen,  daß  Konvergenz 
von  (909)  für  a  =  0  beim  Übergang  zu  r  =  0  nicht  „unendlich  langsam"  werde. 
Auch  M.  Ohm  (System  der  Mathematik  9,  Nürnb.  1852,  p.  74,  114)  erklärt  sich 
gegen  den  unbegründeten  Üliergang  zu  r  =  0  in  Formeln,  die  vorher  nur  für 
r>0  bewiesen  waren,  und  deutet  an  (ib.  p.  124),  wie  er  im  vorliegenden  Fall 
gerechtfertigt  werden  könne;  doch  scheint  er  sein  Raisonnement  selbst  nicht  für 
einen  vollen  Beweis  ausgeben  zu  wollen. 

1410;  Toriuo  mem.  1811/12,  p.  279.  Ehenso  A.  de  Morgan  (DifF.  and  integral 
calculus,  Lond.  1836/42,  p.  630). 

1411)  Exerc.  de  calc.  int.  1  (1811),  p.  260;  der  Sache  nach  ebenso  W.ü. 
Hamilton,  Dubl.  trans.  19,  (1843),  p.  277. 

1412)  Theorie  analytique  des  probabilites,  Paris  1812,  p.  108  der  Ausgabe 
von  1847. 

Kncyklop.  d.  matb.  Wisseuach.     II  1.  73 
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zur  Grenze  r  =  0;  Fowier^*^^),  indem  er  den  Übergang  von  der 
trigonometrischen  Reihe  zum  trigonometrischen  Integral  direkt  an  der 
Formel  (397)  ausführt;  CaMc/i«/ ""),  indem  er  in  der  Gleichung  (835) 
unter  dem  Zeichen  nach  r  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  integriert; 
dann  auch  als  Residuenformel  ■''"®). 

Fourier^^^^)  gibt  als  eine  der  einfachsten  Folgerungen   aus   dem 
Reziprozitätssatz  die  Gleichung: 

/naoN  2     fsinl  ,  ,.  fl    für    W\  <  h 

(939)  ^-j-^cos.g.?,=  j^     ^^     l^j^^^ 

nachher ^^^'j  zeigt  er,  daß  sie  eine  einfache  Folgerung  aus  (938)  ist. 
G.  Frullani^*^^)  schaltet  die  Zwischen  werte  — ,  — ,  .  .  .  ein:  nach- 
dem  dann  alle  Teilintegrale  wieder  auf  das  erste  dieser  Intervalle 
zurückgeführt  sind,  erscheint  unter  dem  Integralzeichen  die  Partial- 
bruchreihe  der  Kotangente,  und  die  Integration  läßt  sich  elementar 
ausführen.    Außerdem  leitet  er  die  Formel  uoch  aus 


(940)  J 


jn  (cos  (m  —  1)  I  ^  cos  I) 
2(1  —  costoI) 

durch  Grenzübergang  zu  m  =  0  ab  '*'*.) 


f?l  =  ^ 


1413)  Paris  mem.  4  (1819/20[24]),  p.  497  (Preisschrift  vou  1811);  Theorie 
Nr.  356  =  Oeuvres  1,  ^.  402. 

1414)  Le9ons  sur  le  calc.  infinit.,  Paris  1823  =  Oeuvres  (2)  4,  p.  198.  Ebenso 
Poisson,  chaleur  p.  339;  A.  Kramer,  Progr.  Gymn.  Nordhausen  1845,  p.  4; 
O.  Sehlömüch,  Integralrechnung,  Greil'swald  1848,  p.  134;  Besge,  j.  de  math.  14, 
1849.  Damit  der  Sache  nach  identisch  ist  es,  wenn  /.  Littrow  (Anleitung  zur 
höheren  Mathematik,  Wien  183ü,  p.  460),  J.  L.  Raabe  (Differential-  u.  Integral- 
rechnung 1,  Zürich  1839,  p.  249;  2,  1843,  p.  335),  Navier,  le^ons  d'analyse  2, 
Paris  1840,  p.  10),  A.  A.  Cournot  (th(5orie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  180), 
A.  Pioch  (Brux.  mem.  cour.  in  4"  15  (1841/42),  p.  77),  Moigno  (le90ns  sur  le 
calcul  2,  Paris  1844,  p.  77)  in  der  Gleichung  (923)  «  =  0,  /3  =  oo  nehmen. 
Pioch  setzt  auch  in  der  Gleichung  (922),  indem  er  sie  ohne  weiteres  auch  für 
komplexe  Argumente  in  Anspruch  nimmt,  .t  ^  0,  dann  a  ^ — xi,  ß=^xi. 

1415)  Mem.  sur  les  integr.  def.,  Paris  1825,  p.  63;  Exerc.  de  math.  1  (1826) 
=  Oeuvres  (2)  6,  p.  139;  Ann.  de  math.  17  (.1827),  p.  106. 

1416)  Paris  mem.  4  (]819/20[24]),  p.  497  (Preisschrift  von  ISll);  Ann.  chim. 
phys.  3  (1816j,  p.  363;  Theorie  de  la  chaleur  Nr.  348,  p.  394. 

1417)  Preisschrift  p.  499;  Theorie  Nr.  357  =  Oeuvres  1,  p.  403. 

1418)  Mem.  soc.  ital.  20„  (1831),  p.  448  (von  1829);  ebenso  J.  Littrow  (Ein- 
leitung in  die  höhere  Mathematik,  Wien  1836,  p.  454),  Fr.  Newman  (Cambr.  Dubl. 
math.  j.  2  (1847),  p.  75);  eine  Note  der  Redaktion  besagt,  daß  ihr  auch  A.  Cayley 
dasselbe  Verfahren   mitgeteilt   habe    und    M.  Ohm,   (System    der  Mathematik   9, 
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N.  I.  Lobatschefskij^^^'^)  kommt  zu  (938),  indem  er  in  der  Gleichung 


!™y  ■ 


(941)  lim    /    "- d«  =  1 

"  =  "1/  Bin  I  a 

0  ^ 

(vgl.  809)  X  so  klein  nimmt,  daß  er  im  Nenner  den  Sinus  durch  den 
Bogen  ersetzen  kann,  und  zugleich  n  so  groß,  daß  auch  noch  nx  un- 
endlich wird.  Auf  demselben  Gedanken  beruht  es,  wenn  0.  ScJilömilch 
andeutet '*^^),  daß  man  den  Wert  von  (938)  auch  bestimmen  könne, 
indem  man  auf  die  vorhin  genannten  TeilintervaUe  diejenigen  Be- 
trachtungen anwendet,  die  bei  der  Bestimmung  der  Summe  einer  tri- 
gonometrischen Reihe  ei-forderlich  sind;  und  wenn  31.  Ohm^*^^)  in 
derjenigen  Gleichung,  die  aus  (121)  durch  Vertauschung  von  x  mit 
7C  —  X  hervorgeht,  x  zu  Null,  N  und  Nx  zu  00  werden  läßt. 
J.  L.  Raabe^^'^)  erhält  die  Gleichung 

(qA9\  TBin^^  +  l I  l-3---(2g-l)  „ 

(942)  J Y^d^-       2. 4. ..(22)      Y' 

0 

aus  der  (938)  für  q  =  0  hervorgeht,  auch  aus  seinen  Untersuchungen 
über  allgemeinere  trigonometrische  Integrale   ^^^). 

Mehrfach,  so  von  0.  ScMömilch^^^^)  und  von  M.  Ohm'^^^^),  ist  auch 
bemerkt  worden,  daß  man  für  die  Benutzuug  des  Integrals  (938)  bei 
der  Ableitung  des  allgemeinen  Fourierschen  Integralsatzes  seinen  Wert 
nicht  zu  kennen,  sondern  nur  zu  wissen  braucht,  daß  er  endlich  ist; 
man  erhält  ihn  dann  nachträglich,  indem  man  die  darzustellende  Funk- 
tion so  wählt,  daß  man  die  verlangten  Integrationen  mit  Hilfe  anderer 
Formeln  vollziehen  kann. 

Übrigens  ist  trotz  aller  dieser  Untersuchungen  die  Richtigkeit 
der  Gleichung  (938)  noch  lange  hier  und  da  bezweifelt  worden;  so 
von  li.  3Ioon^^^),  der  meint,   das  Integral  sei   überhaupt  unbestimmt, 

Nürnb.  1852,  p.  74).  p.  455  bezeichnet  FruUani  die  Ableitung  durch  Differentiation 
des  divergenten  Integrals  (517)  nach  x  als  die  gebräuchliche. 

1419)  Ib.  p.  693. 

1420)  Kasan  Schriften  2;  vgl.  Note   -")  u.   ""). 

1421)  Arch.  Math.  Phys.  1  (1841),  p.  422. 

1422)  System  der  Mathematik  9,  Nürnb.   1852,  p.  76. 

1423)  J.  f.  Math.  23  (1842),  p.  116;  25  (1843),  p.  167. 

1424)  Analytische  Studien  2,  Leipz.  1848,  p.  24;  zunächst  für  seine  Glei- 
chung (808). 

1425)  System  der  .Mathematik  9,  Nürnb.  1852,  p.  349,  371. 

1426)  Phil.  mag.  (3)  26  (1845),  p.  488. 
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und  von  S.  Earmhaw^*^''),  der  den  angegebenen  Wert  wenigstens  für 
„manifestly  symbolically  erroneous"  erklärt. 
e)  Von  den   Gleichungen 


(943)  Jr-  sin  (f -^S)  ,-4\,  =  f  r^-.— 

0 

(944j  J   ^""^  sin  (^  — a;^)  -^,^-^,  =  |.  r-^-s  cos  ("f  —  ^^) 


x>0, 
r>0, 

0<«<2 


ist  die  erste  von  A.  Cauchy  zunächst^''"*')  ohne  Beweis,  nur  mit  der  all- 
gemeinen Andeutung,  daß  sie  aus  Residuensätzen  folge,  mitgeteilt 
worden;  später  führt  er  beide  wiederholt  als  Beispiele  an'^''^^).  In  der 
zweiten  ist  das  Integral  als  Hauptwert  aufzufassen.  Für  a  =  0  gelten 
sie  nicht  mehr,  vielmehr  liefert  dann  dasselbe  Verfahreii  "^'') : 

(945)  /^\-4^ii  =  ."^-a-«-")> 

0 

(946)  /^-^,^^-p  =  ^(l-cosrx). 

0 

J.  Liouville^*^^)   und  W.  Center^*^')   erhalten   die   Gleichung  (943) 
aus  ihrem  Spezialfall  a  =  \  durch  Differentiation  zu  beliebigem  Index. 
f)  Die  Gleichung 

(947)  Je-^i^  cos  xidl  =  |  y'-J-  exp  (-  g) 

0 

finde  ich  zuerst  publiziert  bei  P.  S.  de  Laplace,   der  verschiedene  Be- 


1427)  Cambr.  trang.  8  (1847),  p.  265;  vgl.  auch  p.  268. 

1428)  Bull,  philomat  1822,  p.  171  für  den  Fall  r=l  [aus  dem  sich  aber  der 
allgemeinere  sofort  ablesen  läßt]. 

1429)  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  577;  Le9ons  sur  le  calc.  infinit.,  Paria 
1823  =  Oeuvres  (2)  4,  p.  236;  Mem.  s\3i  les  int.  def. ,  Paris  1825,  p.  65;  Exerc. 
de  math.  1,  1826  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  139;  Ann.  de  math.  17  (1827),  p.  104.  (An 
letzterer  Stelle,  p.  108,  schreibt  er  diese  Formeln  Bidonc  zu;  aber  vielleicht  liegt 
ein  Versehen  in  der  Numerierung  der  Formeln  vor.)  Ebenso  M.  Ohm,  System 
der  Mathematik  9,  Nürnb.  1852,  p.  196. 

1430)  J.  i,c.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  578. 

1431)  Ib.  21  (1832),  p.  125,  141;  weitere  —  aber  auch  noch  nicht  aus- 
reichende —  Erläuterungen  betr.  die  Unsicherheit,  ob  nicht  noch  eine  „fonction 
complementaire"  beizufügen  sei,  J.  f.  Math.  11  (1834),  p.  11. 

143-2)  Cambr.  Dubl.  math.  j.  5  (1850),  p.  216  (von  1848). 
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weise  für  sie  gibt:  Eutwickelung  nach  Potenzen  vona;"*^);  Inanspruch- 
nahme der  Integralformel  (928)  auch  für  imaginäres  a"'*);  Beweis  (durch 
Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  und  partielle  Integration), 
daß  ihre  linke  Seite  der  Differentialgleichung 

(948)  'dx  +  Y'^y  =  ^ 

genügt  ^*^*). 

Die  Anwendung  komplexer  Größen  zur  Ableitung  der  Gleichung 
wird  dann  von  A.  Cauvhij  gerechtfertigt:  teils  einfach  durch  den  Hin- 
weis darauf,  daß  beide  Seiten  der  Gleichung  (947)  sich  nach  Potenzen 
von  X  entwickeln  lassen  "^^),  teils  durch  die  Residuensätze  ^*^'). 


1433)  Paris  mem.  10  (1809)  =  Oeuvres  12,  p.  311  (ebenso  bei  v.  Schmidten, 
J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  394;  bei  /.  L.  Baaie,  Differential-  u.  Integralrechnung  1, 
Zürich  1839,  p.  258;  bei  31.  Ohm,  System  der  Mathematik  9,  Nürnberg  1862, 
p.  166  und  im  wesentlichen  auch  bei  E.  E.  Kummer.,  ib.  17  (1837),  p.  212  und 
bei  0.  SchUimüch,  anal.  Studien  1,  Leipz.  1848,  p.  61).  Die  Formel,  die  B.  lion- 
eompagni  (J.  f.  Math.  25  (1843),  p.  83)  auf  demselben  Wege  erhält,  ist  nur  schein- 
bar allgemeiner.  Wenn  S.  D.  Poisson  (Mecanique  2,  p.  359)  die  Gleichung  durch 
Vergleichung  zweier  verschiedener  Formen  des  Integrals  der  Wärineleitungs- 
gleichung  ableitet,  so  kommt  das  im  Grunde  auch  auf  die  Entwicklung  nach 
Potenzen  von  x  hinaus. 

1434)  Ib.  p.  313;  Theorie  analytique  des  probabilites,  Paris  1812  (p.  105  der 
Ausgabe  von  1847)  „en  vertu  de  la  geuöralite  de  I'analyse".  Vgl.  übrigens 
Note  1298.  Reproduziert  ist  dieses  Verfahren  von  Lacroix,  Traite  3  (1819),  p.  487; 
von  Cauehy,  Paris  mem.  präs.  1  (1827)  (von  1815)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  117;  J.  i,c. 
polyt.  cah.  19  (1823),  p.  518;  von  Fourier,  Theorie  de  la  chaleur,  Nr.  375 
=  Oeuvres  1,  p.  433;  von  Navier,  le9ons  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  15;  es  findet 
sich  auch  im  Nachlaß  von  G.  F.  Gauß,  Werke  3,  p.  436  (vom  Herausgeber  p.  494 
vermutungsweise  in  das  Jahr  1808  gesetzt).  Die  von  M.  Ohm,  Geist  der  mathe- 
matischen Analysis  2,  Erlangen  1846,  p.  169  versprochene,  System  der  Mathe- 
matik 9,  Nürnb.  1852,  p.  112  gegebene  Rechtfertigung  des  Verfahrens  von 
Laplace  ist  ungenügend:  er  beruft  sich  auf  die  ib.  8,  1851,  p.  35  von  ihm  aus- 
gesprochene Behauptung,  man  dürfe  gegen  oo  jede  endliche  reelle  oder  imaginäre 
Zahl  vernachlässigen,  ohne  irgendwie  gezeigt  zu  haben,  daß  das  auch  in  der 
Grenze  eines  bestimmten  Integrals  gilt. 

1435)  Paris  mem.  11,  1810  =  Oeuvres  12,  p.  366;  Theorie  des  probabilites 
p.  107.  Reproduziert  von  Legeitdre,  Exerc.  de  calc.  int.  1  (1811),  p.  363;  von 
Lacroix,  Traitö  3  (1819),  p.  489;  von  Navier,  leQons  d'analyse  2,  Paris  1840, 
p.  12;  von  J.  M.  C.  Duhamel,  cours  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  137;  von  A.  A. 
Couruot,  theorie  des  fonction.s  2,  Paris  1841,  p.  183;  yon  Moi/ino,  le^ons  2,  1844, 
p.  91;  von  0.  Schlömilch,  anal.  Studien  1,  Leipz.  1848,  p.  61;  von  M.  Ohm, 
System  der  Mathematik  9,  Nürnb.  1852,  p.  111  (dazu  p.  376  die  Bemerkung,  daß 
sich  die  Integrationskonstante  auch  mit  Hilfe  des  Reziprozitätssatzes  be- 
stimmen lasse). 

1436)  Le9on3  sur  le  calcul  inf.,  Paris  1823  =  Oeuvres  (2)  4,  p.  242;  ebenso 
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Durch   Differentiation   nach   x  ergeben  sich  aus  (947)  die  Werte 
der  Integrale'*^*): 

(949)  jV*+'e-'-«^sioa;|fZ|, 

0 

(950)  _/V*    e-'-^'-cosxldi. 

0 

Sie  lassen  sich  zu  der  Gleichung 

(951)  J'l'"-'  sin  (~-xi)  e-^^\ll 

0 

zusammenfassen;  daß  diese  auch  für  andere  positive  Wei-te  von  m  als 
ganzzahlige  gilt,  hat  Cauchy  zuerst"'^)  auf  einem  ziemlichen  Umwege 
dargetan,  indem  er  beiderseits  die  Faktoren,  mit  denen  die  Exponential- 
größe  multipliziert  auftritt,  durch  „außerordentliche  Integrale"  '^'^)  er- 
setzte und  dann  die  Reihenfolge  der  Integrationen  umkehrte;  später"^") 
beweist  er  es  durch  Integration  um  einen  Parallelstreifen. 
Für  die  allgemeineren  Integrale: 

(952)  Jexp(-rrO?''-^{Xl^^'^^ 


J.  M.  C.  Duhamel,  cours  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  11;  Moigno,  le9ons  2  (1844), 
p.  80,  0.  Schlomüch,  Integralrechnung,  Greifswald  1848,  p.  137. 

1437)  Bull,  philomat.  1822,  p.  167;  Paris  mem.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1) 
1,  p.  341  (von  1814);  Exerc.  de  math.  2  (1827)  =  Oeuvi-es  (2)  7,  p.  2S1;  ebenso 
Ä.  de  Morgan,  differential  and  integral  calculus,  Lond.  1836/41,  p.  634;  Moigno, 
le90ns  2  (1844),  p.  306. 

1438)  Laplace,  Paris  mem.  10  (1809);  11^  (1810)  =  Oeuvres  12,  p.  313,  366; 
Legendre,  Exerc.  de  calc.  int.  1  (1811),  p.  363;  Cauchy,  Paris  m^ra.  pres.  1  (1827) 
=  Oeuvres  (1)  1,  p.  348  (von  1814);  vgl.  die  Erläuterungen  von  1827,  p.  347; 
A.  de  Morgan,  difFerential  and  integral  calculus,  London  1836/42,  p.  678.  Über 
die  dabei  auftretenden  höhereu  Differeutialquotienten  von  exp  ( —  x^)  finden 
sich  einige  Bemerkungen  noch  bei  J.  Liouvüle,  j.  de  math.  5  (1840),  p.  311; 
auch  0.  Sdilümilch,  J.  f.  Math.  33  (1846),  p.  270  gibt  Anweisung  zu  ihrer  bequemen 
Berechnung.  . 

1439)  J.  Ec.  polyt.  cah.  28  (1844),  (von  1815)  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  549;  Exerc. 
de  math.  2  (1826)  :=  Oeuvres  (2)  6,  p.  86.  Ausgerechnete  Formeln  für  die  kleinsten 
ganzzahligen  Werte  von  m:  Oeuvres  (2)  1,  p.  550  (mit  a;  =  r]/6). 

1440)  In  den  Noten  von  1827  zur  Abhandlung  von  1814,  Paris  mem.  pres.  1 
==  Oeuvres  (1)  1,  p.  347;  eine  Andeutung  auch  schon  Bull,  philomat.  1822,  p.  167. 
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erhält  Oettinger^^^^)  —  für  a  =  0  auch  Ä.  Caucliy^^^^)  —  durch  Ent- 
wicklung unter  dem  Integralzeichen  Reihen  nach  Potenzen  von  x/Ys, 
mit  Koeffizienten,  die  sich  durch  F-Funktionen  ausdrücken. 

g)   A.  Caucliy  gewinnt  ferner '''■*')  aus  der  allgemeinen  Gleichung 

(nö.-i)    f[f{i'-2xl  +  x^-)  +  /-(r  +  2a;|  +  x^  ]  dl  =  2_  ffW) ^1 

0  u 

durch  Spezialisierung  von  /'  unter  Berücksichtigung  von  (927 )  zunächst 
(954)  f  j  2  ]  {^'  +  ^^)  cos  2xm  =  i  l/f 

0 

und  daraus 

0 

Andererseits  ^^*^)  leitet  er  auch  die  Formel 
(956)  /  e'^'  cos  (x^)  d^  =  ■-+_'- 1/^  exp  {—  ''pj 


1441)  J.  f.  Math.  38  (1848),  p.  222,  228.  Er  re'chnet  eine  Anzahl  spezieller 
Annahmen  durch,  namentlich  solche,  in  welchen  sich  die  Reihen  elementar  oder 
mit  Hilfe  von  Integralen  abklingender  Funktionen  (vgl.  unten  p)  summieren 
lassen;  doch  sind  unter  diesen  Beispielen  nicht  wenige  divergente  Integrale. 

1442)  Paris  C.  R.  37  (1853),  p.  206  =  Oeuvres  (1)  12,  p.  102. 

1443)  Paris  m(5m.  prds.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  118  (von  1815);  Bull, 
philomat.  1821,  p.  111;  J.  !fic.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  520  (hier  auch  noch  weitere 
Formeln  durch  Differentiation  nach  x).  Die  Schlußweise  hei  Fourier,  Theorie 
Nr.  407  =  Oeuvres  1,  p.  4SI  ist  im  Grunde  dieselbe,  nur  die  Reihenfolge  der 
einzelnen  Schritte  ist  geändert;  ebenso  die  bei  P.  G.  Lejeitne-Dinchlet,  Berl. 
Abhandl.  1835  [37],  p.  399;  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  61  =  Werke  1,  p.  248,  263. 
An  der  zweiten  Stelle  bemerkt  er,  man  könne  sich  durch  die  Substitution  !*=/? 
davon  überzeugen,  daß  die  Integrale  einen  Sinn  haben,  obwohl  die  Integranden 
im  Unendlichen  nicht  gegen  0  konvergieren.  0.  Schlömilch,  analytische  Stadien  2, 
Leipzig  1848,  p.  GO,  reproduziert  Dirichlets  Schlußweise.  —  J.  M.  C.  Duhamel, 
cours  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  12  und  A.  Ä.  Cournot,  theorie  des  fonctions  2 
(1841)  p.  182  führen  ohne  weiteres  komplexe  Parameter  in  das  Integral  (493)  ein. 

1444)  Mäm.  sur  les  integrales  definies,  Paris  1825,  p.  60.  Um  zu  erkennen, 
daß  die  Differentiation  unter  dem  Zeichen  in  der  Tat  erlaubt  ist,  muß  man  erst 
I'  als  Integrationsvariable  einführen. 

Der  von  Cauchy,  Exerc.  de  math.  1  (1826)  ^  Oeuvres  (2'i  6,  p.  77  für  das 
Integral 


/  1*"  esp  (—  s(|-+  r  *))  cos  x'idi, 
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ab,  indem  er  deu  Residuensatz  auf  die  Funktion  exp  ( —  x^)  und  den 
achten  Oktanden  der  Ebene  anwendet.  Differentiation  nach  x  er- 
gibt noch: 

(95'?)     /  1 Z 1  ^'  ''^  (^^)  ^  '^^  =  f  "[/-i-  (+  cos  ^  +  sin  "^) 

0 

oder: 

l  sin  {xYi)  dl  =  -J  j/y  (+  cos  ""^  +  sin  ^  • 
h)  Die  Gleichung: 

(959)     /  --i~-.--    f.       sin  j;£a|  =  -—  ,^-, (0<a<2;t) 

^        -'    J         ©tnnl  *    '         2    So  a:  — cos«  v     ^      ^       ^ 


(958)    Jl 


erhält  S.  D.  Poisson^'^^),  indem  er  in  der  Partialbruchzerleguug  der  als 
Funktion  tou  o  betrachteten  rechten  Seite  die  einzelnen  Glieder  ver- 
mittelst der  Gleichung  (835)  durch  Integrale  ausdrückt  und  dann  die 
Reihenfolge  von  Summation  und  Integration  vertauscht.  Ersetzung 
von  a  durch  tt  -(-  a  gibt  ihm  noch: 

(960)        r  j!" "I  sin  x^di  =  I  ^-~^—       ■  (-  ^  <  a  < ;t) ; 
^        •       J    ©tn  «I  *    '         2    Soj  a;  -f  cos  a  ^  ^      -~-    ^  i 

0 

später'*""')  erhält  er  auch  diese  Gleichung  direkt  durch  Partialbruch- 
zerlegung.  Vertauschung  von  a  mit  ai,  dann  von  a  mit  xi  und  von 
X  mit  ai  gibt'**'): 


/t\ni  \  I    cos  a|      .         j.   -,).  1 

(9<^1)      j   6ln.^''^^'^^^  =  Y 


©ina; 


Soj  a;  +  So!  « 

0  ,  , 

( —  a  <  a  <  je). 

(962)     /gll  cosa;|d|  =  |  doja^'+coB« 

0 

Indem  er  weiter  in  (960)  a  durch  n  +  y  '  '^'^"^  durch  a ersetzt 


angegebene  Wert  beruht  auf  einem  Versehen;  es  muß  heißen 
f^-"  exp  (-  s(|H  r '))  cos(a;a  -  t  '))di, 

0 

[was  nicht  mehr  zu  den  Integralen  gehört,  um  die  es  sich  hier  handelt].    J.  Ec. 
polyt.  cah.  28  (1844)  (von  1815)  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  519  steht  die  Sache  richtig. 

1445)  Paris  mem.  1811,  [1814],  p.  212. 

1446)  J.  Ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  295. 

1447)  Paris  mem    1811.,  p.  216;  J.  Ec.  polyt.  cah.  18,  p.  297. 
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und  die  so  entstehenden  Gleichungen  miteinander  verbindet,  erhält  er 
nochi"8): 


(963)  /ll«!  sin  .1^1  = 


smyStny 


Eoj  X  -\-  cos  a 

0 

und  indem  er  entsprechend  in  bezug  auf  x  operiert ^**^): 


(964)  J 


'rc    t      f  COS- 


cos  x'i,di  = 


EoJÄ^  Eoj  a;  +  cos  a 


Für  a  =  0  oder  =  n;  ergeben  sich  spezielle  bzw.  Grenzfälle;  nament- 
lich aus  (960)  die  Gleichung'««): 


(965)  fBinxm  _  1 


(Sot  "^  —  — . 

4  2  2« 


^.  M.  Legendre^*^'^)  erhält  aUe  diese  Gleichungen,  indem  er  auf 
der  linken  Seite  unter  dem  Integralzeichen  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
(282,  283)  in  trigonometrische  Reihen  entwickelt,  dann  gliedweise 
integriert  und  summiert. 

Poisson  gibt  zur  Bestimmung  des  Integrals  (847)  auch  uoch  andere 
Methoden:  einmal  "^^)  verwandelt  er  es  durch  Einschaltung  der  Zwischen- 
werte    in  eine  unendliche  Reihe:    dieselbe  Reihe  tritt  auch   auf, 

X  '  ' 

wenn  in  dem  Integi-al 


(966)  ^J  ^„,Z""^-:r::rt  cos  xi^d^ 


©in  ra; 
(lo\rx  —  cos  x| 


1448)  Paris  mem.  ISll,,  p.  217;  J.  fic.  polyt.  cah.  18,  p.  298. 

1449)  J.  Ec.  polyt.  cah.  18,  p.  298. 

1450)  Paris  mem.  1811^,  p.  219;  J.  Ec.  polyt.  cah.  18,  p.  302;  20  (1832), 
p.  237.  Die  Ableitung  der  speziellen  Formel  aus  der  allgemeinen  ist  an  der 
ersteren  Stelle  streng;  an  der  zweiten  und  dritten  werden  divergente  Integrale 
benutzt.  G.  Piola  (Mem.  soc.  itat.  20.  (1831),  p.  635)  verifiziert  die  Gleichung  (965), 
indem  er  unter  dem  Integralzeichen  nach  Potenzen  von  exp  ( —  2w|)  entwickelt 
und  gliedweise  integriert.  0.  Schlümilch,  Theorie  der  Differenzen  und  Summen, 
Halle  1848,  p.  155  leitet  die  Gleichung  (970)  aus  den  von  ihm  unabhängig  von 
ihr  bewiesenen  Integraldarstellungen  der  BernouUischen  Zahlen  ab;  J.  Dienger, 
Arch.  Math.  Phys,  14  (1850),  p.  223  stellt  ihren  Beweis  als  Aufgabe. 

1451)  Exerc.  de  calc.  int.  2,  Paris  1817,  p.  185  (publ.  1815);  ebenso  A.  de 
Morgan,  differential  and  integral  calculus,  Lond.  1836/41,  p.  669;  0.  Schlömilch, 
Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale,  Jena  1843,  p.  50;  analytische  Studien  2, 
Leipzig  1848,  p.  124.     M.  Ohm,  System  der  Mathematik  9,  Nürnb.  1852,  p.  378. 

1452)  J.  Ec.  polyt.  cah.  17  (1815),  p.  630. 
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der  erste  Faktor  unter  dem  Integralzeichen  als  Funktion  von  r  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  von  |  in  Partialbrüche  zerlegt  wird; 
dieses  Integral  aber  läßt  sich  elementar  oder  mit  Hilfe  von  (2)  be- 
stimmen. Andererseits  ersetzt  er^*''^)  in  den  Formeln  die  durch  Ver- 
gleich der  Koeffizienten  der  Reihen  (2)  u.  (3)  mit  der  Integral- 
darsteUung  entstehen  r  durch  1  —  und  x  durch  —  und  geht  dann 
zu  w  ^  oo  über. 

G.  Plana  gewinnt  zunächst'*^*)  die   Gleichung: 


(967)  f 


cos  x^d^  = 


u 

durch  Partialbruchzerlegung  des  ersten  Faktors  rechts  unter  dem  Inte- 
gralzeichen; daraus  durch  Integration  nach  x: 


(968)  /fe?,'^^  =  4-e°^ 


und  daraus  wieder  die  Gleichung  (961).  Die  Substitution  von  ai  für  a 
rechtfertigt  er  durch  die  Bemerkung,  daß  es  sich  um  Funktionen 
handle,  die  sich  nach  Potenzen  von  a  entwickeln  lassen ^*^^).  Außer- 
dem leitet  er  noch'^^^)  aus  der  Gleichung  (965)  zunächst  für  ganz- 
zahlige q  die  folgende  ab: 

/n^n\         f  e~^^smx^dt          ^           1      i           t  XTI        x 

(yby)        I -^-  -  =  -  —  —  4-  -— ^  —    >  -^-j — j  ; 

0  K  =  l  ' 

hier  ersetzt  er  die  Summe  rechts  durch  eine  [semikonvergente]  Ent- 
wicklung Eulers  und  nimmt  dann  das  Resultat  für  beliebige  Werte 
von  q  in  Anspruch. 


1453)  Ib.  cah.  19  (1823),  p.  488. 

1454)  Torino  mem.  23  (1818),  p.  40  (von  1816).     Dem  divergenten  Integral 

oo 

/  6  (£ot3i|  COS  a;|rf| 
0 
schreibt  er  p.  38  den  Wert 


(1-e-^)^ 

zu;   daraus   erhält  er   durch  Differentiation  nach  x  und  Abtrennung  des   diver- 
genten Bestandteils  auch  seinerseits  die  Gleichung  (g). 

1455)  p.  41.    Er  unterläßt    freilich   die   Feststellung  des  Konvergenzgebiett» 
der  Entwicklung. 

1456)  p.  47. 
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i)  Die  Gleichung 


(970)  f 


coax^d^      n;      ©in  aa; 

Eoi  i  +  cos  a         sin  a  ©in  nx 


ist  in  anderer  Schreibweise  schon  von  L.  Eitler  gewonnen  worden  '*^'). 

Er  erhält  zunächst  durch  Ausführung  der  unbestimmten  Integration  und 

einige  Reduktionen  für  ganzzahlige  Werte  von  m  und  n  die  Gleichung 

00  .    ma 

-{- r  dr  X  n 


(971)  f,n 


-\-  2  cos  a  +  r   "    r 


er  bemerkt  dann,  daß  sie  ungeändert  bleibt,  wenn  man  für  m  und  n 
Brüche  mit  demselben  Nenner  setzt,  und  nimmt  sie  infolgedessen  für 
beliebige  reelle  und  dann  auch  für  imagiuäre  Werte  von  m  in  An- 
spruch; die  durch  die  letztere  Annahme  erhaltene  Gleichung  geht 
dui'ch  die  Substitution  r"  =  e*  in  (975)  über.    Die  ähnliche  Gleichung 

(972)  /  fp-=-z — sm  x^di  =  2% — % '- 

^       ■'  J    Kof  i  —  cos  a  ©tn  itx 

0 

erhält  G.  Plana^*^^),  indem  er  den  ersten  Faktor  unter  dem  Integral- 
zeichen in  Partialbrüche  zerlegt  und  gliedweise  integriert.  S.D.Foisson^*^^) 
gewinnt  diese  und  ähnliche  Formeln  als  Umkehrungen  der  unter  (h) 
besprochenen,  indem  er  seine  allgemeine  Methode  zum  Beweis  des  als 
Grenzformel  aufgefaßten  Fourierschen  Integralsatzes  (Nr.  54)  auf  den 
vorliegenden  Fall  direkt  anwendet:  er  multipliziert  z.  B.  in  der  Glei- 
chung (vgl.  962) 

(973)  7i~-rr-, =  2    /    ~-. — ~-sm  t,xdx 

u 

beiderseits  mit  exp  ( — m^)  cos  xi,d^  und  integriert  nach  ^  zwischen 
den  Grenzen  0  und  cxj;  rechts  wird  dann  erhalten: 

(^ '^^)  m'  +  ix-i)'-  +  m'-  +  (ic  +  ^' ' 

und  für  die  Integration  nach  X'  kommt  im   GrenzfaUe  m  =  0  nur  die 


1457)  Petrop.  n.  a.  3  (1785[88]),  p.  14  (von  1776);  das  Resultat  oline  Beweis 
auch  5  (1787/89),  p.  14  (ebenfalls  von  1776). 

1458)  Torino  mem.  23  (1818),  p.  46  (von  1816);  reproduziert  von  Poisson,  J. 
fic.  polyt.  cab.  18  (1820),  p.  310;  ebenso  0.  Schlömilch,  Analytische  Studien  2, 
Leipzig  1848,  p.  124.  EuJer^*")  erhält  umgekehrt  die  Partialbruchzerlegungen 
derartiger  Funktionen  aus  diesen  Integralsätzen;  vgl.  Nr.  Vi. 

1450)  J.  Ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  305. 
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Umgebung  von  j  =  a;  in  Betracht,  so  daß  schließlich  wieder  (970)  er- 
halten wird.    Er  verifiziert  das  Resultat  durch  die  Partialbruchzei'legung 

von  T^-^ir-, '*^'')    und    bemerkt   noch'''^^),    daß    die   Formeln    auch 

®oj|-|-  cos  n        ^  '' 

richtig  bleiben,  wenn  für  x  eine  komplexe  Größe  gesetzt  wird,  deren 
imaginärer  Bestandteil  absolut  genommen  <  1   ist. 

Allgemeinere    Formeln,    in    welchen    die    hier   besprochenen    als 
Spezialfälle  enthalten  sind,  finden  sich  bei  A.  Cauchy'^*^^): 


(9^5)     /(£ 


Goj  li  cosa;|  ] 


in  i|  sin  .r  ^  J  Sof  ^  -)-  cos  0 

0 

-_  ig.^i'"+''-'Ei"-""-i6°üi'"-^-'iri'"+'" 

sin  e  '  föof2»a;  —  cos27ri 

j)  Die  für    a;|  <  ja|  geltenden  Gleichungen: 


(976)         r^^ 

^         '  J    Bin  a 


i,         d%  n     ©in  »na; 

I    m^ -\- i,^  Im    Sinma' 


'-         '  J    sin  a  I 


z|     m*-\- 1'  2     ©inma  ' 


(978)  r«i^-4_^i^= 

^        ■'  J    cos  et  I  g  (in -4-1-) 


3t    Sin  nix 
2»t*  6of  wo:  ' 


P^)  /o^ 


d|  w     Eofmx 


m^-\-  ^*  2»»    SoiTOa  ' 

in  denen  die  Integrale  als  Haupt  werte  zu  verstehen  sind,  hat  A.  Cauchy^^^^) 


14G0)  p.  306.  Er  benutzt  eine  divergente  Form  der  Partialbruchentwioklung 
and  das  divergente  Integral  (ölTj);  wenn  man  das  erstere  vermeidet,  braucht  man 
auch  das  letztere  nicht. 

1461)  p.  309.  Poisson  setzt  diesen  imaginären  Bestandteil  auch  gleich  1;  das 
gibt  aber  ein  divergentes  Integral. 

1462)  Ann.  de  math.  17  (1827),  p.  111. 

1463)  Paris  mem.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  442  (von  1814).  Mem. 
sur  les  integrales  definies  prises  entre  des  limites  imaginairea,  Paris  1825,  p.  66 
gibt  Cauclnj  ebenfalls  die  1.,  2.  und  4.  Formel  (980),  an  Stelle  der  3.  jedoch: 


/ 


|(i|  TT  ©in»B.r 


cosal  »»*-]- I*  2     Eol»«o;' 


dagegen  Ann.  de  math.  17  (1827),  p.  108  dieselben  Formeln  wie  im  Text.  Die 
erste  Formel  als  Beispiel  für  die  Residuensätze  auch  bei  A.  de  Morgan,  Diffe- 
rential and  integral  caloulus,  London  1836/41,  p.  638. 
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durch  Anwendung  seiner  Residuensätze  auf  eine  Halbebeue  gewonnen. 
Um  auch  den  Fall  |a;j  >  a  zu  erledigen,  wendet  er"^')  dieselben  Sätze 
auf  einen  ParaUelstreifea  an,  der  dann  noch  unendlich  viele  weitere 
Pole  der  zu  integrierenden  Funktion  enthält;   das  gibt  zunächst  z.  B. 

/nQn\  /^sin.rs      d|      __  ..  o  ^^  cos  wa;         jte~^ 

-00  n=l 

und  daraus  einerseits,  da  für  \x\  <  \x\  der  Wert  des  Integrals  bereits 
bekannt  ist,  den  Wert  der  rechts  stehenden  Summe  unter  dieser  Vor- 
aussetzung, andererseits,  da  die  Summe  eine  gerade  periodische  Funk- 
tion von  X  ist,  den  Wert  des  Integrals  auch  in  den  andern  Fällen. 
Dem  Berichterstatter  der  Akademie  über  Cauchys  Abhandlung,  A.  M. 
Legendre,  scheinen  diese  Schlüsse  Schwierigkeiten  geboten  zu  haben  ^^^^ ) 
(sie  sind  allerdings  bei  Cauchy  namentlich  in  der  ursprünglichen 
Redaktion  nicht  eben  übersichtlich  dai-gestellt,  besser  in  den  Zusätzen 
von  1827);  er  hat  daher  Cauchy  zu  wiederholten  Erläuterungen  dar- 
über veranlaßt,  wie  so  die  Bedingung  |  a;  ]  <  | «  bei  der  Anwendung 
der  Residuensätze  auf  die  Halbebene  dadurch  hereinkommt,  daß  man 
Forderungen  beti-.  das  Verhalten  der  Funktionen  im  Unendlichen  stellen 
muß^^^^),  und  wie  so  die  Formeln  im  Grenzfall  «  ==  0  in  sonst  be- 
kannte übergehen"^'),  bis  Cauchy  schließlich  die  Geduld  verlor^****). 
Legendre  leitet  die  Formeln  auch  selbst  ab^*^'),  für  |a'|<i«  unter 
Benutzung  von  Partialbruchzerlegungen,  die  er  allerdings  nur  dadurch 
erhalten  hatte,  daß  er  die  für  die  Partialbruchzerlegung  rationaler 
Funktionen  geltenden  Sätze  ohne  weiteres  auch  auf  transzendente 
Funktionen  übertrug;  für  |a;|>|ß|  durch  sukzessive  Reduktionen.  Den 
Grenzfall  x  =  a  erledigt  er  mittels  des  Grenzfalls  r  ^  1  der  Formel 
(991).  Auch  gewinnt  er  noch  durch  Verbindung  der  dritten  Formel  (980) 
mit  der  durch  Differentiation  der  vierten  nach  x  entstehenden  (in 
der  Note  1463  angegebenen)  die  Gleichung 

(981)  /!i^|li  =  0     für     \x,<   a\ 

^         ^  J    cosa|    t,  I      !    ^        I 

0 

und  verifiziert  sie  durch  Zerlegung  des  Integrationsbereichs  mittels 
der  Zwischenwerte  "  '  - 1*'"). 


1464)  Paris  mem.  pres.  1  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  469,  4'J9. 

1465)  Vgl.  Beinen  der  Abhandlung  vorgedruckten  Rapport  p.  326. 

1466)  p.  486. 

1467)  p.  493. 

1468)  „Ce  qui  precede  sufSt",  p.  506. 

1469)  Exerc.  de  calc,  int.  2  (1817),  p.  174  (publ.  1815). 
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Cauchy  gibt  übrigens  auch  noch  allgemeinere  Formeln,  in  denen 
links  an  Stelle  von  (w^  -|-  l^)"  ^  eine  beliebige  rationale  Funktion  (von 
geeignetem  Verhalten  im  Unendlichen),  rechts  die  entsprechende  Re- 
siduensumme steht""). 

0.  Äc7ito'm«7cfe "'")  erhält  für  das  Integral 

0 

als  Funktion  von  x  die  lineare  Differentialgleichung: 
(983)  Q-n,y  =  -f^sln.m. 

0 

Indem  er  deren  zweites  Glied  nach  Potenzen  von  exp  ( —  x)  ent- 
wickelt, dann  integriert  und  die  Integrationskonstanten  durch  Grenz- 
übergang zu  X  =  oo  bestimmt,  findet  er: 


(984)  2/ =  2!^+^ 


1     _.      ^1  exp  ( — nx)  cos  na 
n'  —  TO* 


Für  m  =  1/2  und  m  =  1  läßt  sich  diese  Reihe  mit  Hilfe  geeigneter 
Kombinationen  der  Gleichungen  (14)  und  (15)  summieren;  das  gibt 

(98o)  /  —1-^  — -^-  c^i  =  -  .  -  e-^  cos  a 


ß 


TT,    1  +  1=-*  2 


+  --  @in  X  sm  a  log  -j=^4 — ' — -. — 

-|-  Sof  X  cos  a  arc  tg  ^ —         ( ^  >  a.  >  0  j 
und'*"): 

(98b)      J  g.-  -^^  i_,r|*  ^5  =  —  Y  e  ^  (a;  cos  a  -f  «.  sm  a) 
0 

+  — ®tna;cosalog(l  +  2e~'^cosa4-  e~^-^)  +  6oi,/:sina  arctg^^-"*' 


sm  a 
coB  a 


1470)  p.  181. 

1471)  Ann.  de  math.  17  (1827),  p.  97. 

1472)  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale,  Jena  1843,  p.  52.    a  :=  0, 

oder  —  gibt  Spezialfälle;  Differentiation  nach  x  eine  weitere  Formel. 

1473)  p.  58. 


59.  Paare  reziproker  Funktionen.  1137 

Auf  entsprechendem  Wege  erhält  er  noch'*"") 

(987)         /°®^^fd|  =  |.-^sina 
J    ®in-|    -t-^ 

0 

1  rr  r                i        Eof  a;  +  sin  a    ,     ~.  .  .     cos  a 
—  ^  lio  a;  COS  a  log  7^7 — — . \-  (bin  x  sm  a  arc  tg  ~. — : 

2  '  °  lioj  a;  —  sm  a     '  '^  sm  a;  ' 


/ 


?=^^ ?  V  ,~fT  "5  =  ^ e~   (aj  sm  a  —  a  cos  a) 


+  — Sofa; sin  a log (1  +  2e~-^cosa-(-  e~^^)  — @ina;cosaarctg^ 


e^  +  cos  a 


Später'*'*)  erhält  Schlömilch  diese  Resultate  direkt  aus  den  Ent- 
wicklungen der  ersten  Faktoren  links  unter  den  Integralzeichen. 
Hier  können  auch  die  Geichungen 

(989)  J29 1  «'^  ^^  F  =  ^2  '-"=^^^"^ 

0 
und 

(»0)    /Hl^'|#^,^£ 

0 

Tc    e~  ^"sin(2ö  —  1)  k  ^^   1  ■^i  exp  ( — nwa;)  cos  w«ö 

Sa-  cos  0;  ''    2.^^        Wjr(M'3i*  —  4a^) 

angeschlossen  werden,  die  G.  G.  Stol-es^^"'")  erhält,  indem  er  die  auf 
je  zwei  verschiedene  Arten  eihaltenen  Ausdrücke  für  die  gewissen 
Grenzbedingungen  genügenden  Integrale  partieller  Differentialglei- 
chungen miteinander  vergleicht.  Die  Summation  ist  in  ihnen  über 
alle  ungeraden  ganzzahligen  Werte  von  n  zu  erstrecken. 
k)  Die  Gleichung 

(991)  r_--/°-"W^  4^.  =  ^  ^J—  {r<  1) 

^        '         ,J    1  —  2r  cosag -|- r''   m^ -\- h,'         2    e      — r  ^   —    ' 

0 

hatte  A.  M.  Legendre^"^)  durch  Benutzung  der  Entwicklung  (3)  und 
der  Gleichung  (848)  abgeleitet;  daraus  durch  Multiplikation  mit  rda, 
Integration  nach  a  und  DifTerentiation  nach  r  [oder  einfacher  aus  der 


1473°)  p.  62. 

1474)  Analytische  Studien  2,  Leipzig  1848,  p.  126. 

1475)  Cambr.    traus.    85    (1849),    p.  576,    581    (von    1847)    =    Papers    1, 
p.  301,  3U9. 

1476)  Exerc.  de  calc.  int.  2  (1817),  p.  123  (publ.  1815). 
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Entwicklung  (13)]: 

W^'^;  J    i_2rcosa|  +  r*  OT«+|^  2m    e'""  —  r 

0 

Ähnlich  erhält  S.  D.  Poisson^"'')  für  x  <,  a: 

/f>oa\  r      sinailsinal  d|       nr     e"^  — e"""^ 


Cqq41  r(cos«|-r)co8a: 

;^JJ1J  j    i_2Vcosa|+j 


2r  cosor^ -|- »"^  m°  +  |*         4jb       e'""- 
1  5r     6™^  +  , 


während  für  x  >  «  kompliziertere  Formeln  auftreten.  Differentiationen 
und  Integrationen  nach  r,  a  oder  x  geben  weitere  Formeln,  mit  deren 
Hilfe  sich  jedes  Integral  der  Form 

(995)  fR,(r)B,icosal)[J°i;.ljd'^ 

auswerten  läßt,  wenn  R^  und  R^  rationale  Funktionen  ihrer  Argumente 
bedeuten,  die  für  keinen  reeUeu  Wert  von  |  Null  werden. 

1)  P.  S.  de  Laplace  war  mit  Hilfe  von  Formeln  aus  der  Theorie 
der  F- Funktionen  zu  der  Gleichung  gelangt^*'*): 

(996)  A"'a;«=  =-  sin  an r{a)  ^«-^^(e-^—  lyg-^-ifZ?. 

0 

Indem  er  in  ihr  §  durch  —  2i,i,  a  durch  a-\-  m  —  1  ersetzt,  erhält  er ^*''): 

1477)  J.  Ec.  polyt.  cah.  17  (1815),  p.  626.  B.  Boncompagni  (J.  f.  Math.  2ö 
(1843),  p.  94)  behandelt  diese  Integrale  mit  nicht  durchweg  einwandfreien  Hilfs- 
mitteln; durch  Übergang  zu  r  =  1  in  geeigneten  Kombinationen  von  ihnen  erhält 
er  die  hier  unter  j  besprochenen  Formeln. 

1478)  Thöorie  analytique  des  probabilites,  livre  I,  Nr.  41  (p.  163  der  Aus- 
gabe von  1814).  Wenn  Laplace  hier  schon  davon  redet,  daß  er  diese  Gleichung 
durch  „les  passages  reciproques  du  reel  ä  Timaginaire"  gefunden  habe,  so  be- 
zieht sich  das  auf  die  Behandlung  der  P-Funktion  mit  negativem  Argument. 
A.  Cauchy  (.J.  Ec.  polyt.  cah.  28  (1844)  (von  1815)  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  523),  der 
im  übrigen  hier  dem  Gedankengang  von  Laplace  zur  Ableitung  der  Formel  (996) 
im  wesentlichen  folgt,  bedient  sich  zur  Darstellung  der  F- Funktionen  negativer 
Argumente  derjenigen  Art  bestimmter  Integrale,  die  er  später  ,, außerordentliche" 
genannt  hat  (vgl.  1376,   '"6j)_ 

1479)  Theorie  des  probab. ,  livre  I,  Nr.  42  (p.  168  der  Ausgabe  von  1814). 
Ib.  add.  II,  p.  480  beweist  er  die  Formel  (997)  direkt,  indem  er  sin"*  |  durch  die 
Cosinus  bzw.  die  Sinus  der  Vielfachen  von  |  ausdrückt  und  von  den  Formeln  (920) 
Gebrauch  macht.  —  p.  169  leitet  er  für  große  m  und  kleine  a  geltende  asym- 
ptotische Ausdrücke  ab. 
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(997)  j/cos(.|-^)(^^-)"'r«.| 

=  r(^».)[(-  +  -)"^"-'-(T)(-  +  — 2)-'"- 

dabei  ist  die  Summe  in  der  Klammer  so  weit  fortzusetzen,  als  die 
Basen  der  Potenzen  nicht  negativ  werden.  Die  damit  übereinstimmenden 
Formeln: 


/ 


^    ^    McosJ         2 


Isin)     *=     *         "T"  2"  +  '-   p-,„   ,   is(8in\(o  +  m)3r 
Icos 

gewinnt  A.  Cauchy^^^),  indem  er  in  dem  Doppelintegral 
(999)  /  /  z''e~^'  sin"'§  cos  xi,dldz 

0    0 

das  eine  Mal  die  eine,  das  andere  Mal  die  andere  Integration  zuerst 
ausführt;  A""  ist  dabei  das  Zeichen  der  m**"  Differenz,  gebildet  unter 
der  Voraussetzung,  daß  die  konstante  Differenz  von  x  gleich  2  ge- 
nommen wird,  und  a  muß  für  die  Formel  mit  Cosinus  <  m,  für  die 
mit  Sinus  <  w  -)-  1  sein;  endlich  sind,  wenn  x<im,  in  der  Entwick- 
lung von  A'"(a;  —  m)"  alle  Glieder,  deren  Basen  negativ  ausfallen 
würden,  in  der  ersteren  durch  die  entsprechenden  Potenzen  mit  posi- 
tiven Basen  zu  ersetzen"^');  in  der  letzteren  sind  auch  noch  in  allen 
diesen  Gliedern  die  Vorzeichen  zu  ändern.  Ist  auch  a  ganzzahlig  und 
dabei  a  -{-  m  ungerade,  so  ist  die  rechte  Seite  der  Formel  mit  Cosiims 
Null;  ist  dabei  a  -{-  m  gerade,  so  erscheint  sie  in  unbestimmter  Form, 
und  der  richtige  Wert  kann  nach  der  gewöhnlichen  Regel  bestimmt 
werden.    Für   die   Formel  mit  Sinus   verhält    es   sich  umgekehrt"*^). 


1480)  J.  tc.  polyt.  cah.  28  (1844),  (von  1815)  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  485,  492. 
Leitet  man  das  Integral  mit  Sinus  aus  dem  mit  Cosinus  durch  Differentiation 
nach  X  ab,  so  erhält  man  für  ersteres  zuerst  eine  zu  enge  Gültigkeitsbedingung 
und  bedarf  noch  einer  ergänzenden  Betrachtung. 

1481)  p.  487,  493.  p.  551  gibt  er  für  diesen  Fall  einen  asymptotischen  Aus- 
druck mit  Hilfe  der  Relation  sin"' a; '^.' a;""  exp  ( —  1  •  (1 1- ■  •  •  I,  unter 

\        6   /     \         180  ^       /' 

der  Voraussetzung,  daß  a  und  m  sehr  groß,  x  von  der  Ordnung  j/m  sei.  Für 
a  ^  0  findet  sich  ein  entsprechender  Ausdruck  hei  M.  Hoppe,  J.  f.  Math.  40  (1850), 
p.  150  (von  1845). 

1482)  Oeuvres  (2)  1,  p.  488. 

Encyklop.  ä.  math.  WiBsensch.     II  1.  74 
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Speziell  für  a  ^  1  wird  erhalten***^): 

(1000)  Tr"'-'  sia"  I  sin  xl  di,  =-  ^~  ^^^"^ 


Auch  die  von  Ph.  Kelland^^^)  für  ganzzahlige  m  bewiesene  Glei' 


chung 


(1001)  J[^:^U-f)'äl='^ 

0 

kann  hier  erwähnt  werden. 

m)  Eine  andere  Integralformel  ähnlicher  Art  ist  die  ebenfalls  von 
A.  Cauchy^^^^)  gegebene: 

/ir\r\a\  I    (e^*  — 2e*co8 1  +  l)"    fcosl.      ,  (cos),    ^    .  -.j^ 


wobei: 


=  Y  r{a+l)  ^"'^''' 

sin  I 


t  =  arc  tg  —  ,     V  =  arc  tg 


k'  "cosl-e-"' 

während  k  ganz  willkürlich  gewählt  werden  kann.    Für  k  =  0  wird 

(1003)  t=^-,    «  =  4-, 

und  man  erhält  eine  andere  Form  der  Gleichungen  (998).  Cauchy  gibt 
von  dem  Integral  (1002)  auch  noch  eine  asymptotische  Entwicklung 
(nach  fallenden  Potenzen  von  a),  deren  erstes  Glied  ist'**^): 

(1004)  A-..-  ©" V'-i.'- D- ( "^i -  -r^y '; 

unter  k  ist  dabei  die  einzige  positive  Wurzel  der  Gleichung 


a  +  l 


k  1  —  e" 


0 


1483)  p.  494.  Das  Integral  mit  Cosinus  divergiert  in  diesem  Falle.  Vgl. 
übrigens  noch  die  schon  besprochene  Untersuchung  von  B.  L.  Ellis  "'''). 

1484)  Cambr.  trans.  7»  (1841),  p.  156. 

1485)  J.  ec.  polyt.  cah.  28  (1844),  (von  1815)  =  Oeuvi-es  (2)  1,  p.  534;  aus 
dem  Falle  m  =  0  durch  wiederholte  Differenzenbildung.  Die  Formel  setzt  a;  ^  0 
voraus;  die  für  x  <C0  eintretende  Modifikation  gibt  er  p.  541  an. 

1486)  p.  565. 


59.  Paare  reziproker  Funktionen.  1141 

zu  verstehen,  und  es  ist  vorausgesetzt,   daß  a  und  in  <  a  beide  sehr 
große  Zahlen,  x  merklich  kleiner  als  jede  von  ihnen,  und  a-f-1 — m 

nicht  sehr  klein  gegen  x —  ist. 

Verwandt  mit  dem  Falle  m  =  0  dieser  Integrale  sind  die  beiden 
folgenden 


(1005)  J(l  +  6r"^'j;°;)(/Jarctgi)j 


cos 


Sie  gehen  durch  die  Substitution  |  ^  tgi;  in  zwischen  den  Grenzen 
0  und  nj2  genommene  Integrale  über,  die  E.  E.  Kummer  ^^^'')  durch 
Grenzfälle  hypergeometrischer  Reihen  ausgedrückt  hat.  Für  ß  =  a-\-l 
geben  sie  die  Umkehrungeu  zu  den  unter  c  besprochenen  Formeln. 
Femer  sei  die  von  P.  Paoli^*^^)  gegebene  Formel  erwähnt: 

(1006)  j\-'-^e-'"^(e-''^-lf{2]x^,d^ 

0 

dabei  ist  r  cos  ß  ^  m,  r  sin  ^  =  ar,  k^  a  -{-  1,  und  die  DifiFerenzen- 
bildung  bezieht  sich  auf  m  unter  der  Voraussetzung  Am  =  n. 
n)  Die  Integrale 


(1007)  Texp  (—  s^?  —  s-r ')  j  T  \  X 


cos  \ 

sin  j    ''  yi 


lassen  sich  zunächst  in 


Jl 


2_    /•|s^  +  .«,    (Sinl  d_ 


'      0 

überfühi-en  und  diese  sich  mit  Hilfe  von  (847)  und  (848)  auswerten"*'). 
Weitere  Formeln  ergeben  sich  daraus  durch  Differentiationen  nach  x 
und  nach  s^. 

o)  Bei  A.  Caucliy  finden  sich  femer  noch  die  Formeln"^*'): 


(1008)  /  arc  tg  -^  sin  x^di,  =  -^ 


3t   1  —  e 


1487)  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  236. 

1488)  Mem.  soc.  ital.  20  (1828),  p.  271. 

1489)  A.  Cauchy,  J.  Ec.  polyt.  cah.  28  (1844)  (von  1816)  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  606. 

1490)  J.  fic.  polyt.  cah.  28  (1844)  ^von  1815)  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  506. 
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und  1*^1): 

(1009)  Jt-^e'^^  log  I  j X]^'^*^^ 

0 

__r(^rfcos,     ^    /  _^lo|rXa^X  rsin,       -1 

r»    LI  sin)  \     "  da       / —      IcosI       J 

mit  r  sin  d  =  x,  r  cos  ö  ==  s. 

p)  Wenn  die  zu  einer  gegebenen  Funktion  reziproke  Funktion 
sich  nicht  durch  elementare  Funktionen  ausdrücken  läßt,  so  kann  es 
von  Vorteil  sein,  ihre  Integraldarstellung  in  eine  andere  überzuführen, 
die  nicht  mehr  oszillierende,  sondern  abklingende  Funktionen  enthält 
und  dadurch  zu  Abschätzungen  geeigneter  ist.  Hieher  gehört  die  von 
J.  Fourier  gegebene  Umformung: 

-x+l 

(1010)  /  e-^''  cos  x^  sin  I  y  =  y  l/sr    /    exp  ( —  if)  drj; 

0  —z-l 

er  erhält  sie^''*^)  durch  Vergleichung  zweier  auf  verschiedenen  Wegen 
gewonnenen  Lösungen  desselben  Wärmeleitungsproblemes  und  veri- 
fiziert sie  dann  wenigstens  für  x  =  0  durch  Entwicklung  beider  Seiten 
nach  fallenden  Potenzen  von  t,  mit  Hilfe  der  Gleichung  (493).  Sie 
kann  übrigens  auch  aus  der  um  dieselbe  Zeit  von  P.  S.  de  Laplace^*^^) 
aufgestellten  Gleichung: 

(1011)  y*e-P'  sin  xl'^  =  I  j/"  /exp  (-  ^)  dr, 

0  0 

abgeleitet  werden  ^*^*).    Damit  verwandt  ist  auch  die  von  A.  M.  Legen- 

1491)  p.  513;  ebenso  0.  Schlövülch,  J.  f.  Math.  33  (1846),  p.  321;  Analyt. 
Studien  1,  Leipzig  1848,  p.  74. 

1492)  Paris  mem.  4  (1819/20[24])  (Preisschrift  von  1811),  p.  520;  Theorie  de 
la  chaleur  Nr.  369  =  Oeuvres  1,  p.  423.  Im  Grunde  handelt  es  sich  darum,  daß 
in  der  Darstellung  der  betr.  Lösung  durch  ein  Fouriersches  Doppelintegral  das 
eine  Mal  die  eine,  da.s  andere  Mal  die  andere  Integration  ausgeführt  wird. 

1493)  Theorie  analytique  des  probabilites,  Paris  1812,  p.  108  der  Ausgabe 
von  1847;  aus  (947)  durch  Integration  nach  x.  Ebenso  M.  Ohm,  System  der  Mathe- 
matik 9,  Nürnberg  1852,  p.  113. 

1494)  Die  umgekehrte  Ableitung  von  (1011)  aus  (1010)  scheint  nicht  leicht 
zu  sein;  wohl  aber  kann  man  auch  die  Gleichung  (1011)  auf  dem  von  Fourier 
angegebenen  Weg  ableiten.  A.  de  Morgan,  Differential  and  integral  calculus, 
London  1836/41,  p.  675  erhält  (1011)  aus  den  von  JV.  Abd  angegebenen  Surrogaten 
der  Residuensätze  Nr.  103. 
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rfye"'^)  gegebene  Gleichung 

(1012)  fe-^'  sin  x^di  =  |  exp  (_^')  Jexp  ^fZ^?; 

0  0 

er  gewinnt  aus  ihr  durch  Differentiation  nach  x  weitere  Formeln,  in 
denen  dieselbe  Transzendente  auftritt,  durch  geeignete  Kombination 
auch  solche,  aus  denen  sie  herausfällt,  z.  B.: 


(1013) 


J'e-^"(l-y-2|^)sin:s|f/g=-|-. 


A.  F.  Svanberg^*^^)  erhält  die  Gleichung  (1012)  durch  Einführung 
von  Polarkoordinaten  in  das  Doppelintegral 


I  j  exp  ( —  1^  —  ?;-)  sin  x^d^dr]. 

0    0 

rt   auch   die   von    demselben   Aut- 

J|''exp(a;|  —  i,^)dh,  -J  |-''exp(—  5^)  cosx^d^ 


(1014) 


Hierher  gehört   auch   die   von    demselben   Autor  gegebene  Iden- 
tität"»^: 


(1015)  ^+  ./^   ^  +  ''exp(a;|  — |-)f/|  ■J|i-''exp(— |')sin.T|d!g 

0  0 

■y /|->  +  «exp(x|  — ^=)c?|-  /|-"exp(-|2)cosa:|<?|  =  — "— ^; 

0  0  4C08  — 

er  erhält  sie,  indem  er  aus  den  Differentialgleichungen,  von  denen 
die  hier  auftretenden  Integrale  partikuläre  Lösungen  sind,  eine  ele- 
mentar integrable  Kombination  ableitet. 

Ä.  Cauchy  hat  dann  erkannt,  daß  sich  derartige  Formeln  durch 
Verlegung  des  Integrationswegs  von  der  Achse  der  reellen  in  die  der 
rein  imaginären  Zahlen  gewinnen  lassen"»*).    So  erscheinen  bereits  in 

1495)  Exerc.  de  calc.  int.  X  (1811),  p.  363;  durch  Aufstellung  und  Integration 
einer  linearen  Differentialgleichung  1.  Ordnung  mit  zweitem  Glied,  der  die  linke 
Seite  genügt.  Ä.  de  Morgan,  DifF.  and  integr.  calc,  London  1836/41,  p.  634  leitet 
dasselbe  Resultat  unter  Benutzung  komplexer  Größen  ab. 

1496)  Upsala  n.  a.  13  (1847),  p.  7. 

1497)  J.  f.  Math.  18  (1838),  p.  67. 

1498)  Diese  Auffassung  der  Bedeutung  derartiger  Umformungen  findet  sich 
in  einer  späteren  Abhandlung  Cauchys,  Mem.  sur  les  integrales  d^finies,  Paris 
1825,  p.  30,  ausdrücklich  ausgesprochen  unter  Bezugnahme  auf  die  Dienste,  die 
sie  ihm  bei  seiner  Untersuchung  über  Wasserwellen  (Nr.  86)  geleistet  habe. 


1144     IIA  12.    H.  Burkhardt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 
seiner  ersten  Abhandlung  über  bestimmte  Integrale"^^)  die  Gleichungen: 


(1016)  f^,i=f^^e-,ä, 

0  0 

(1017)  /»£|,.=/^,.-.,,,. 

0  U 

Sie  sind  als  Spezialfälle  in  den  allgemeinen  Formeln 

(1018)  A/I-i-  {'"}  ^^di  =  r!  ^  r  r  +  '^   "'"''' 
J    (ifc  +  D"   l  sin  I     *     *         r{n)J     I     X 


{x>0). 


enthalten;  diese  gewinnt  Cauchy^^'*'^),  indem  er  in  den  Doppeliutegralen 


(1019)  'fß"~'^~^'^^^'~'^\7n\  ^^'^'f^^ 


das  eine  Mal  die  eine,   das  andere  Mal  die  andere  Integration  zuerst 
ausführt. 

Für  den   Fall  s  =  0,  n  =  1    führt  F.  Ärnclt^^"^)   diese   Integrale 
auch  noch  auf  die  beiden 

(1020)      Ci  rc  =  -  ß°^-  'di  =  -  f'-^-  dl 

X  1 

X  1 

f,.  /sin  I   ,j.  /  sina;!  ,o 


1499)  Paris  möm.  pres.  1  (1827),  (von  1814)  =  Oeuvres  (1)  l,°p.377.—  G.Bidone 
hatte  Torino  mem.  1811/12,  p.  302,  318  sowohl  die  links-,  als  die  rechtsstehenden 
Integrale  untersucht  und  in  Reihen  entwickelt,  ohne  ihren  Zusammenhang  zu 
erkennen.    Auch  von  Integralen  der  Form 


/i; 


(m  +  ni)|/ä 

gibt  er  Entwicklungen. 

1.500)  J.  Ec.  polyt.  cah.  18  (1844),  (von  1815)  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  480.  Für 
OT=  1,  s  =  0  ebenso  bei  J.  L.  JRaabe,  Differential-  und  Integralrechnung  1,  Zürich 
1839,  p.  363;  und  bei  F.  Arndt,  Arch.  Math.  Phys.  10  (1847),  p.  230  Für  s  =  0 
und  beliebige  n  bei  O.  Schlömüch,  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale, 
Jena  1843  p.  68,  und  bei  A.F.  Svanberg,  J.  de  math.  11  (1846),  p.  200. 

1601)  Arch.  Math.  Phys.  10  (1847),  p.  230. 
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zurück;  es  ist  nämlich: 

[co3a;|l    d|  I  —  cos),      p,.  ,        .     f  sin 


(1021)    f[ 


sma;|J|4-^        l+sinj  '     Icos)        L2  J 

(Ä->0,  x>0). 


Für  zwei  mit  diesen  nahe  verwandte  Integrale  erhält  A.  de  Mor- 
gan^^"^)  die  Entwicklungen: 


(1022)  f^f  =  -^^^ 


(rxy 


«  +  i 


r      ^  (2n+l).  (2w  +  l)! 
1 

©in  rx 


/irvnoN  iä  COS  xtdä         ~.  xr*  (rx)^"'^^ 

(1023)  J  '^^--^^  =  ©m  rx^;  (öhkdWiV 


-M-(r  +  log..+2'-2n$iT> 


(2n)! 

n=l 

indem  er  in  eine  Reihenentwicklung  des  lutegrallogai-ithmus  komplexe 
Größen  einführt,  „as  an  instance  of  the  legitimate  passage  from  pos- 
sible  to  impossible  quantities". 

In  anderer  Form  erscheinen  diese  Resultate  bei  0.  Schlömüch^^°^). 
Unter  Benutzung  der  folgenden  Darstellung  des  Integrallogarithmus 
(vgl.  II  A  3,  Brunei,  Nr.  14,  p.  174) 


(1024)  iie-^  =  _e-J-;: 


"1^ 

+  i 


erhält  er  durch  Umkehrung  der  Integrationsreihenfolge   zunächst  die 
für  r^ —  1  geltenden  Gleichungen: 

(1025)     fe-'-nie-^[2\xm 

=-p-;-.^[(:^«o^l/(^^^ö^+^^':^:l-tg,-;J; 

1502)  Differential  and  integral  calculns,  Lond.  1836/41,  p.  655.  y  bedeutet 
die  Konstante  des  Integrallogarithmus  0,577... 

1503)  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale,  .lena  1843,  p.  75.  Er  führt 
die  Rechnung  für  reelles  r,  x  =  0  durch  und  nimmt  dann  das  Resultat  auch  für 
komplexes  r  in  Anspruch,  bemerkt  aber,  daß  man  auch  die  Formel  (1022)  direkt 
auf  demselben  Wege  erhalten  könne.  Die  Gleichung  (1028)  erhält  Schlömilch 
auch  noch  Arch.  Math.  Phys.  9  (1847),  p.  312  aus  (847)  durch  Integration  nach  r. 


1146     IIA  12.    H.  Burkhardt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 
speziell  für  r  =  0: 

(1026)  /  li  ß-^  cos  xidi  = arctga:, 

(1027)  J\\  e-i  sin  xl  (^  =  -  ^  log  (1  +  x^'); 

0 

und  daraus  mit  Hilfe  des  Reziprozitätssatzes: 

(1028)  Z"^"  c«s xm  =  -Y^^ «-^ 

(1029)  ^loga  +  g^  sinxidi,  =  —%\\e-% 

0 

ferner  ^^''*)  für  r  =  —  1  [und  ebenfalls  a;  >  0] 

0030)     /M..-<|;»^].|«  =  -^.[l~'|log.+  (^)l]. 

0 

Indem  er  außerdem  für  positive  x  die  Formel: 
(1031)  iie^  =  e-J^ 

0 

benutzt ^^*'^),  erbält  er  ebenso: 

0 

und  durch  Kombination  dieser  beiden  Gleichungen  und  Übergang  zu 
den  reziproken  Formeln  nicht  nur  die  [mit  de  Morgans  Resultaten 
(1022),  (1023)  übereinstimmenden] '5°«) 


1504)  Arch.  Math.  Phys.  5  (1844),  p.  207.  Hier  führt  er  die  Rechnung  ohne 
Benutzung  komplexer  Größen  wirklich  durch. 

1505)  Das  Integral  divergiert;  nimmt  man  den  Hauptwert,  so  bekommt 
man  bekanntlich  (vgl.  etwa  N.  'Nielsen,  Theorie  des  Integrallogarithmus,  Leipz. 
1906,  p.  3)  nicht  eine  analytische  Fortsetzung  der  durch  (1021)  für  positive  x 
definierten  Funktion.  Bei  der  weiteren  Rechnung  kommen  dann  natürlich  auch 
beständig  divergente  Integrale  vor;  die  Art,  wie  Schlömilch  sich  (Arch.  Math.  6, 
p.  208)  damit  abfindet,  ist  so  nicht  zu  halten,  liefert  aber  den  richtigen  Hauptwert. 

1506)  Die  Foi-meln  enthalten  hier  einen  von  F.  Arndt,  ib.  11  (1848),  p.  81 
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sondern  auch  noch  die  beiden  folgenden: 

0 

Für  das  zweite  der  Integrale  (1033)  gibt  auch  Ä.  F.  Svanberg^^'^'') 
eine  Umformung:  die  Substitution 

(1035)  5  =  (),     y  =  Q<3 
führt  das  Doppelintegral 

(1036)  /"T^'^f^t''^ 

0  0 

'"  00     ,  00       t 

llsinxQBmxBQ  ,     ,       ,     /  /  sin  a;o  sin  a;  so  ,     , 
/  / TT-i — i^dödn  +  /    / ,   ,     ^,-^dödQ 


0    0 


über;  hier  lassen  sich  die  Integrationen  nach  q   mit  Hilfe  von  (847) 
ausführen,  und  es  bleibt: 

(1037)  i'^p-f  F  =  ^<^^)  -  f^~  ^''' 
o' 

wo:  ^ 

rx 

0.  Schlömilch  erhält  die  Formeln  (1033)   auch  als  spezielle  FäUe 
der  allgemeinen  Gleichungen: 

CO  1 

(1038)  f^  (cos  I)  -,'|-^p  =/*  (]/l^=^) 
0  6 

CO  1 

(1039)  fo  (sin  I)  ^^^,  =  J*  (yr^=^ 


<Binrdri 

6in-r  +  ■']'' 


Eoj*r  —  rj^  ' 

diese    gewinnt    er^^"*),    indem    er    Zwischengrenzen    Jcjt/2    einschaltet, 

berichtigten  Yorzeiclienfehler ;  Arndt  erhält  sie  zunächst  durch  einen  von  ihm 
selbst  nicht  als  streng  angesehenen  Grenzübergang  zu  m  =  0  aus  seinen  For- 
meln (1049)  und  verifiziert  sie  dann  p.  86  mit  Hilfe  der  Formeln  (1024,  847). 
Anal.  Studien  2,  Leipz.  1848,  p.  143  hat  auch  Schlömilch  sie  richtig;  er  gibt 
hier  noch  eine  andere  Form  der  Ableitung,  durch  Vertauschung  der  Reihenfolge 
der  Integrationen  in  einem  divergenten  Doppelintegral. 

1507)  Upsala  n.  a.  13  (1847),  p.  11.  Das  Integral  f{x)  divergiert  für  nega- 
tive Argumentwerte;  ist  Svanbergs  Resultat  richtig,  wenn  man  den  Hauptwert 
nimmt?  Daß  das  Integral  (1037)  keine  algebraische  Funktion  von  x  sein  kann, 
beweist  /.  Liouville  gelegentlich,  J.  fic.  polyt.  cah.  2-2  (1833),  p.  193. 

1508)  J.  f.  Math.  36  (1848),  p.  271;  in  etwas  anderer  Formulierung  Arch. 
Math.  10  (1847),  p.  443. 
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alle  Teilintegrale  auf  dieselben  Grenzen  zurückführt  und  dann  unter 
den  Integralzeichen  summiert.  Ebenso  können  sie  als  spezielle  Fälle 
der  von  Br.  Bromwin^^"^)  gegebenen  symbolischen  Gleichungen 

(1040)    f{Z]MrM^^  e,p(-reV(|  =  ^{-  ,^)|  I  l^H 


mi)ß(i)  f(P)  e.p  (-,1)  j  2].rm-p(-^)f{-i^:}  { ;|4--, 

0 

aufgefaßt  werden. 

Einerseits  mit  diesen  Formeln,  andererseits  mit  (1021)  verwandt 
sind  auch  die  von  0.  Sdilömilch^^^")  imter  Benutzung  der  aus  einer 
zu  (896)  analogen  Differentialgleichung  abgeleiteten  Ausdrücke  der 
[divergenten]  Integrale 


(1042)    f[ 


|cosa;||     d| 
r  sina;|  1 1*  —  ä 


—  Bin  rx  \  et-  iJOH  Tx    ^, . 

,  Sir.r  —     .        \(jirx. 

[-f-  cos  rx)  Ismra; ) 


Weitere  Formeln  dieser  Art  finden  sich  bei  A.  F.  Svanberg'^^^^). 
Er  erhält  aus  der  ersten  Gleichung  (920)  durch  Multiplikation  mit 
exp  ( — x)dx  und  Integration  zwischen  den  Grenzen  x  und  oo: 

(1043)     ß-^  /  -5 ^^ — ^_°_     " -dl  =  r{a)  cos  -^  j  x-'^e-'=dx. 

0  y. 

Das  betrachtet  er  als  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung mit  zweitem  Glied,  die  bei  ihi-er  Integration  auftretenden  Doppel- 
integrale lassen  sich  durch  partielle  Integration  auf  einfache  zurück- 
führen, und  es  bleibt: 


(W")  /ir:ii 


an 


cosa;|l  I"      d^         n 


lsina;||   1  +  |^ 


®in.T 
an 


+  4r(a) 


e^" f  x~"'e'dx  +  (f  j  x~"'e~^dx\- 


1509)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  3  (1848),  p.  245,  247. 

1510)  J.  f.  Math.  33  (1846),  p.  319.  F.  Arndt,  Arch.  Math.  Phys.  10  (1847), 
p.  245  erhält  die  Gleichungen  (1042)  durch  Partialbruchzerlegung  der  rationalen 
Faktoren  unter  den  Integralzeichen;  er  bemerkt,  daß  sie  nur  richtig  sind,  wenn 
man  die  Hauptwerte  nimmt. 

löll)  J.  de  math.  11  (1846),  p.  198.  Geeignete  Kombination  der  beiden 
Formeln  (1044)  gibt  wieder  (943). 
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Andererseits  hat  F.  Arndt  durch  Umkehrung  der  Integrations- 
reihenfolge  gefunden *^'^),  daß  auch  die  Integrale 

ao«)    /(;r:}|ci{«s«.  /i-r:|)si(»i).i 

0  0 

sich  durch  Integrallogarithmen  ausdrücken  lassen;  und  zwar  sind  da- 
bei die  Fälle  a;  >  0  und  a;  <  0  zu  unterscheiden. 

Außerdem  leitet  er  zunächst '^'^)  die  Gleichxmg  ab: 

(1046)  ycOB..g-COSX,|^^^  _  ^^^^^ 

indem  er  in  dem  Integral 

(1047)  ycos^,g-cosM  ^^  ,  _  Jc|J  ^^ 

unter  dem  Zeichen  nach  Potenzen  von  |  entwickelt,  gliedweise  inte- 
griert und  dann  jp  =  0  setzt;  \ind  mit  ihrer  Hilfe,  durch  Umkehrung 
der  Integrationsreihenfolge  in  einem  Doppelintegral,  wieder  die  Glei- 
chungen (1034)  bzw.  deren  —  übrigens  naheliegende  —  VeraUge- 
meinerung: 

0 

=  Y  e"'"  log  '-  —  -J  [e-"  li  e"  +  e"  li  e""]. 
Ebenso  erhält  er^^")  unter  Benutzung  von  (917): 

(1049)    J  j  ^  ^^^  4 )  arc  tg  I  ^-^_|2-^,  =  -  -^  e-  h  exp  (-  (r  +  u)a,-) 

0 

±  f  ^~"  [log  .  j;^|  +  li  esp  (—  (M  —  r)x)\  ■ 

Die  beiden  Gleichnngspaare  (1045),  (1046)  gelten  übrigens  nur 
unter  der  Voraussetzung  u  =j=  r;  für  das  letztere  gibt  Arndt  selbst 
ohne  Beweis  an,  was  für  u  =  r  an  seine  Stelle  tritt,   für  das  erstere 

1512)  Arch.  Math.  Phys.  11  (1848),  p.  83. 

1513)  Ib.   p.  72.    Für   das    Integral     1  ^^^~^^  d|    gibt    0.  ScUömilch, 

0 

ib.  12  (1849),  p.  209  ohne  Beweis  eine  Darstellung  durch  ein  Integral  einer  ab- 
klingenden Funktion. 

1514)  11,  p.  77. 
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erhält  0.  Schlömüch^^^^)  entsprechende  Formeln  durch  Vertauschung 
der  Integrale  in  einem  divergenten  Doppelintegral,  und  stellt  ihnen 
auch  noch  andere'®^*)  zur  Seite,  bei  welchen  im  Nenner  r  —  x  steht. 
Ein  großer  Teil  der  zuletzt  besprochenen  Formeln  sind  als 
Spezialfälle  in  den  allgemeinen  Gleichungen 

(1050)       f  fj-lU"^'  i  "''  II  ]  dtdi 

0     0 

0 

äli;;!l''-/«-"/"(^)^^±/lS|K'-^-'-)^(0^^]   für  .<c 

0  0 

enthalten,  die  0.  SchVömilch'^^^^)  angegeben  hat.  Die  Annahme  f{t)=  1/t 
führt  auf  (1042),  speziell  für  c  ==  oo  auf  (1033);  die  Annahme 
f{t)  =  t''~^,  c  =  oo  auf  Ausdrücke  der  Integrale 


(10^1)  /(::.:{ 


dl 


!)('■* +r)r 


durch  unvollständige   F-Funktionen,  speziell  für  ,u.  =  ^  durch  die  in 
(1010)— (1012)  auftretende  Transzendente. 
q)  P'eruer  erhält  A.  Cauchy^^^^) 

(1052)    f  [2 ]  H'  +  m^^  =  +fe-'^  j  2  1  (^^')?  '^^         O  0) 


1515)  Analytische  Studien  2,  Leipz.  1848,  p.  144. 
1616)  p.  147. 

1517)  Arch.  Math.  11  (1848),  p.  174 

1518)  Ca-uchij  leitet  die  Gleichungen  (1049)  Mf;m.  sur  les  int.  def.,  Paris  1825, 
p.  59  durch  Integration  der  Funktion  z  exp  {itz  -f  ixz'^)  um  den  ersten  Quadranten 
her  und  vernachlässigt  dabei  das  Integral  über  den  unendlich  großen  Viertels- 
kreis.  Das  wird  sich  wohl  nicht  anders  rechtfertigen  lassen,  als  indem  man  zu- 
nächst die  Formeln  (1050)  ableitet;  auch  für  diese  sind  übrigens  weder  die  in  dieser 
Abhandlung  noch  die  später  von  Cauchy  angegebenen  Bedingungen  (vgl.  Nr.  .35) 
erfüllt,  und  man  muß  zur  Vervollständigung  des  Beweises  eine  Bemerkung  von 
C.  Jordan  (Cours  d'analyse  2,  Paris  1883,  p.  290)  heranziehen.  (Vgl.  darüber 
H.  Burkhardt ,  Münch.  Ber.  1912,  p.  106.)  In  der  Preisschrift  über  die  Wasser- 
wellen (Paris  mem.  pres.  1  (1827),  (von  1815)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  121)  begnügt 
sich  Cauchy  mit  einer  Verifikation  der  Gleichungen  durch'  Entwicklung  beider 
Seiten  nach  steigenden  Potenzen  von  t;  um  diese  links  unter  dem  Integralzeichen 
vornehmen  zu  können,  fügt  er  erst  noch  einen  Eonvergenzfaktor  hinzu  und  be- 
nutzt dann  die  Gleichungen  (909).    Auch  gibt  er  eine  obere  Grenze  für  den  Wert 
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oder,  was  dasselbe  ist: 

(1053)  f\-:}(.^+tVf)ä,  =  +fe-'n[2\Qc^ä^^ 
6,  0 

die  Verbindung  dieser  Gleichungen  mit  (958)  gibt  ihm: 

(1054)  /|2'1(.|,  CS  {,Vl)<li  =  ^yf  (c^i^  +  sin  ^i) 

0 

(Wird  durch  t  =  ]/2Ä;a;  ein  neuer  Parameter  und  durch  xi,  ^  yi  eine 
neue  Integrationsvariable  eingeführt,  so  wird: 

(1055)  Tcos  xi  cos  {tyi)d'E,  =  ^, 

0 

wo 

(1056)  K^  I  cos  y2]c^  cos  ^djx 

0 

eine  Funktion  von  k  allein  ist;  Cauchy  operiert  mit  dieser  Form.) 

Eine  mit  (1054)  im  wesentlichen  äquivalente  Formel  erhält  Cauchy 
auch  noch  auf  folgendem  Wege^^^^):  Anwendung  des  Residuensatzes 
auf  den  ersten  Quadranten  führt  zu: 

(1057,     f'-^^d^  =  ij'-^f^ä^  -  f  exp  (ix), 

0  '  0 

wo  links  der  Hauptwert  zu  verstehen  ist;  also  bei  Trennung  von  Reellem 
und  Imaginärem: 

(i05,s)  j|„J^Fn=V=J  lcosP>'r+V±-^lcosx)- 


des  Integrals  (p.  131).  In  einer  1827  hinzugefügten  Note  bemerkt  er  noch  (p.  286), 
durch  sukzessive  partielle  Integrationen  erhalte  man  für  jedes  der  beiden  in 
der  ersten  Gleichung  (1051)  auftretenden  Integrale  dieselbe  [semikonvergente]  Ent- 
wicklung 


-2^(^-^-^-^-?  +  ^-«-^-«-^-F-  + 


was  also  dieser  Gleichung  zu  widersprechen  scheine;  durch  Beachtung  der  Rest- 
glieder könne  man  sich  aber  davon  überzeugen,  daß  diese  Entwicklung  nur  das 
rechts-,  nicht  das  linksstehende  Integral  darstelle. 

1519)  Paris  mem.  pres.  1  (1827),  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  292. 
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Andererseits  ergibt  sich,  wenn  in  den  Gleichungen  unter  g)  beider- 
seits mit  (1  +  f*^)  dividiert  und  dann  die  Gleichungen  unter  b)  be- 
rücksichtigt werden: 

(1059)  j2?i^i^!£_JL^^ dii  =  y2^  fsin  ^^  sin  (2^Yx)d^ , 
0  ö 

(1060)  f'°'^'^-^^^d^i,=V2n  rsing^exp(-2|y.i)rfg. 

0  0 

Elimination  liefert  dann  die  gewünschte  Formel. 

Die  beiden  Integrale  (1054)  sind  in  dem  folgenden  enthalten: 

(1061)  f{t)  =/'e-^''  sin  {tS,)(lt. , 

u 

in  welchem  s  eine  komplexe  Größe  mit  positivem  reellen  Teil  be- 
deutet.   S.  D.  Poisson  zeigt '^^•'),  daß  es  der  Differentialgleichung 

(1062)  ^  %  +  Lf-l 

genügt;   damit  erhält  er: 

t  1 

(1063)  m  =  1  exp  (-  g^/exp  g  dt  =  ^  J'exp  (-  '^'^)  dv . 

0  0 

Wenn  s  rein  imaginär  ist,  ergibt  sich  daraus  durch  Differentiation 
nach  t  und  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  ^^"') 

(10M)J\oBXioos(tV^)d^,=f-(ßos'^-^^dv-ßos''-^'-'''^di)-, 

0  Ol 

und  hier  gibt  der  erste  Bestandteil  die  in  Cauchys  Gleichung  (1054) 
vom  Integralzeichen  freien  Glieder,  der  zweite  eine  [semikonvergente] 
Entwicklung  von  derselben  Art  wie  die  in  Note  1518)  erwähnte  ^^^^). 


1520)  Paris  mem.  1  (1816[18J),  p.  94.  —  Für  reelle  Werte  von  z  ist  die  Grlei- 
chung  (1063)  mit  Legendres  Gleichung  (1012)  äquivalent.  —  6. Plana  (Torino  mem. 
25  (1820),  p.  117)  gewinnt  die  Differentialgleichung  ans  der  Entwicklung  von  f 
nach  steigenden  Potenzen  von  z. 

1521)  Poisson  leitet  diese  Formel  durch  eine  etwas  umständlichere  Betrach- 
tung besonders  ab  (Paris  mem.  1,  p.  109).  Bei  komplexem  z  führt  er  (p.  99) 
nicht  direkt  oo  als  Hilfspunkt  zur  Trennung  des  Integrals  in  zwei  Bestandteile 
ein,  sondern  zunächst  einen  willkürlichen  Wert  a,  und  zeigt  dann,  daß  dieser 
so  genommen  werden  kann,  daß  man  den  zweiten  Bestandteil  vernachläsBigen 
darf.  Plana  (Torino  mem.  25,  p.  128)  gibt  an,  daß  man  auch  in  diesem  Falle 
zweckmäßigerweise  a  =  co  nimmt. 

1522)  Paris  mem.  1,  p.  HC).  Plana  (Torino  mem.  25,  p.  125)  ersetzt  die  semi- 
kouvergente  Reihe  durch  ein  divergentes  Integral. 
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Bei  Cauchy'^^^^)  findet  sich  für  das  in  (1054)  rechts  auftretende 
Integral  noch  eine  Umformung;  nämlich: 

(1065)  /exp  (-  tyi)  cos  .g  ./?  =  ^  f^  exp  (-  g)  dn . 
Er  erhält  sie,  indem  er  von  der  Gleichung 

(1066)  exp  (-  tn)  =  :^f^^V  (-  '^  -  ~-)Vn  dn 

Gebrauch  macht  und  dann  die  Integration  nach  |  mit  Hilfe  von  (909) 
ausführt. 

Für  die  allgemeineren  Integrale 


(1067)  l'cos  (I"') 


erhält  A.  de  Ilorgan^^-*)  Reihenentwickluugen  nach  Potenzen  von  x 
durch  Entwicklung  unter  dem  Integralzeichen  und  Inanspruchnahme 
der  Gleichungen  (920)  auch  für  positive  a. 

r)  Auch  die  Gleichung  (951)  ist  für  andere  als  ganzzahlige  Werte 
von  m  hieb  er  zu  rechnen.  Für  m  <  0  divergiert  das  links  stehende 
Integral;  faßt  man  es  aber  als  „außerordentliches  Integral" '^'^),  so 
gilt,  wie  CaucJiy^^"^)  zeigt,  die  Gleichung: 

(1068)  J^-"'-sin(-p-:r5)e-=rf|  =  ^>;j^/'(?-^)'« exp  (-1).^^ 

0  X 

Weitere  derartige  Umformungen  sind^**^): 

(1069)  I  ;  ]  Je-'H(A-  +  g/)-«±  iJc-^ir")  |2>^'^? 

r{n)J  \s-^{_x-\-z)---s-+(x  —  ey) 


1523)  Paris  mem.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  189.  Er  bemerkt,  daß 
er  diese  Umformung  schon  bei  der  Vorbereitung  der  Preisschrift  gefunden  habe. 

I.'j24)  Differential  and  integral  calculus,  Lond.  1836/41,  p.  648.  Was  er 
nachher  als  eine  Verifikation  gibt,  ist  auch  nichts  anderes;  es  ist  nur  der  Über- 
gang von  reeUem  zu  komplexem  Parameter  an  einer  anderen  Stelle  der  Rech- 
nung vorgenommen. 

1525)  J.  Ec.  poljt.  cah.  28  (1844),  (von  1815)  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  550;  Exerc. 
de  math.  1  (1826),  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  86.  Daß  an  der  letzteren  Stelle  0  und  x 
statt  X  und  oo  als  Grenzen  angegeben  sind,  ist  ein  Versehen. 

1526)  A.  Cauchy,  J.  Ec.  polyt.  cah.  28  (1844),  (von  1815)  =  Oeuvres  (2)  1, 
p.  497,  504.  Für  s  =  0  kommt  man  auf  (886)  zurück,  wenn  man  die  rechtsstehenden 
Integrale  als  singulare  auffaßt  (p.  499). 
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und: 

(1070)  {  ;  ]  Je-'?((Ä-  +  |i)-»+  ilc-li)-^)  ['2}  xUl 

1  C    -kz^n-ll         X-\-Z -j-  X Z         \, 

~  r(n)J  ^     '^        W  +{x-i- s)^    I-  «'  +  (.■r  —  z)V  "'^  ■ 

0 

Hier  lassen  sich  auch  noch  die  von  A.  de  Morgan^^^'')  aus  den 
Abelschen  Gleichungen  (Nr.  103)  abgeleiteten  Formeln  anreihen: 

(1071)  /s$J2|;r:|Hs 

0 

'  rr-r 

=  -^l/3r  exp(>-^)[e~'"^y  exp  ( — z^)dz  +  e''^/  exp  ( — z^)dz  j; 

die  erste  dieser  Formeln  ist  in  etwas  anderer  Gestalt  auch  von  J.  Binet 
gegeben  worden ^^^*).  Ferner  sei  erwähnt  die  von  0.  Schlömilch^^^^) 
durch  Umkehrung  der  Integrationsreihenfolge  in  einem  Doppelintegral 
erhaltene  Formel: 

(1072)  /p5f^  ä^  =  TT^^-^tA  (-  -^^  -  B^""'^- 

0  0 

s)  An  anderer  Stelle  ^^■*)  gibt  Cauchy  noch  eine  Umformung  eines 
ähnlichen  Integrals  in  ein  Doppelintegral.  Durch  Vertauschung  der 
Integrationsreihenfolge  in  einem  Doppelintegral  findet  ei-,  daß  der  Wert 
des  Integrals 

(1073)  exp  (IVD /exp  (/.  +  ßi  +  ,-|^^)  (^-y^^  äß 

von  I  unabhängig,  also  allgemein  gleich  seinem  Wert  für  5^0  ist, 
der  sich  zu  Yji:  ergibt.    Daraus  folgt  dann: 

+  00 

(1074)  <.of  (?VÖ  =  ,y,ß^H'^  +  ß^  +  S^wh 


1527)  Differential  and  integral  calculus,  Lond.  1836/41,  p.  675.  Bei  de  Morgan 
fehlt  in  der  ersten  Formel  der  Faktor  r;  sie  bedürfen  wohl  überhaupt  der  Nach- 
prüfung. 

1528)  Paris  C.  R.  12  (1841),  p.  961.  Er  verspricht  die  Ableitung  für  eine 
andere  Gelegenheit  und  begnügt  sich  mit  der  Andeutung,  daß  man  die  Richtig- 
keit durch  eine  Differentiation  verifizieren  könne. 

1529)  Beiträge"""),  p.  88. 

1630)  J.  :fic.  polyt.  cah.  19  (182:5),  p.  569. 
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uud  also: 

+  00 

dß 


1075)  /eof  (.i  Vi)  e^-cll  =  ^X^exp  (/.  +  ßi  +  |^/  (l  +,-J^  .))  -^ 


t)  Bei  ^.  Cauchy  finden  sich  noch  die  allgemeinen  Sätze*^'^): 
Wenn  q>{x)  und  f(x)  reziproke  Funktionen  erster  Art  sind,    so    sind: 

(1076)  cp^'^^x)     und     (—lyz^-fix) 
reziproke  Funktionen  erster  Art; 

(1077)  9(^''+"(a;)     und     (—l)''x^"+^f(x) 
reziproke  Funktionen  zweiter  Art;  ferner  für  positive  Ic: 

(1078)  f\x)coskx     und     ^  {q){x -^F)  -\-  <p{\x  —  ]c\)} 
reziproke  Funktionen  erster  Art, 

(1079)  f(x)  sin  kx     und     ~{(p(\x  —  k\)  —  (p{x  +  k) } 

reziproke  Funktionen  zweiter  Art. 

u)  Anhangsweise  seien  noch  Formeln  erwähnt,  die  zwar  eigent- 
lich nicht  zu  den  hier  zu  besprechenden  gehören,  insofern  sie  Inte- 
grale mit  cos  x^  und  solche  mit  sin  x^  nebeneinander  enthalten,  die 
aber  doch  unter  Umständen  ähnliche  Dienste  leisten  können.  Hieher 
gehören  die  von  A.  Cauchy  ^^'^')  aus  Residuensätzen  erhaltenen  Gleichungen 

x>0 

oder: 


(1080)  /exp(+:r|^•  +  &^»^)^  =  ]/^exp(+2i■^/6:.  +  !J)     (^ 


ferner  ^^'^): 

(1082)  f^_ 


d^ 


J 


'cos  (— x| I  log  (1  +  ^*)  +  2  sin  (  — x^j  arc  tg  | 

[yloga  +  loJ'+Larctgi]« 
für     o>0; 


log  (!  +  »•) 

~  Ti — rr-, — ^ I     f'ir     a  =  0: 

r  Llog(i+r)        r  J  ' 


1531)  Bull,  philomat.  1817,  p.  121;  Eserc.  de  matli.  2,  1827  =  Oeuvres  (2)  7, 
p.  178. 

1532)  J.  tc.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  520  =  Oeuvres  (2)  1,   p.  284;   daraus 
weitere  Formeln  durch  Differentiation  nach  6. 

1533)  Ib.  p.  578,  bzw.  341. 

Kacyklop.  d.  math.  Wissonsfh.     \1  I.  75 
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dann  auch"'*): 

—  (co3a;|  —  cos6|)  —  (sinx|  —  sin6|)  log|     j. 

^  +  (iogi)'  ^ 

Eine  weitere  Gruppe  von  Formeln  dieser  Art  hat  S.  D.  Poisson  ^^'^) 
erhalten.    Er  geht  aus  von  der  Identität: 

(1084)  f  exp  [2|2,-  _  :r|(l  4-  /)]  rft 

0 

=  exp  (- v)/exp  [-  (l  (1  -  0  +  ^ifyh 

u 

wird  in  ihr 

(1085)  ^  =  1(1  _  ,•)  +  ^' 

als  neue  Variable  eingeführt,  so  ist  in  bezug  auf  diese  von  0  nach  co 
und  dann  wieder  zurück  nach  xi  zu  integrieren.  Zweimalige  Differen- 
tiation der  so  erhaltenen  Gleichung  nach  x  gibt: 

(1086)  Texp  [2^°i  -  ;r|(l  +  i)]i  dl 
6 

=  Y  exp  (—  ^-)  [y  y%  —  J  exp  (—  ri^)  di{\  +  ^ , 
o' 

(1087)  j'Qx^i2lH  —  xia  +  i)]l'dl 

0 

= ^'  --  -?■  (1  -  ¥)  «p  (-  t)  [i  V'  -'h  (-  '*) "']  • 

0 

wobei  noch 

xi  1 

(1088)  Jexp  (-  rf)  d^  =  ^,^Jexp  ^-'/  d^ 

0  0 

gesetzt  werden  kann.  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  in  der 
ersten  Gleichung  liefert: 

(1089)  ß  exp  (-  xl)  cos  (21^  —  xl)  <Z|  =  ^  exp  (-  ■-)  ■ 


1634)  Mem.  sur  les  int.  ddf.,  1825,  p.  64  für  6  =  0;  Ann.  de  math.  17  (1827), 
p.  107  für  beliebige  [positive?]  b. 

1535)  Theorie  de  la  chalenr,  Supplement,  Paris  1837,  p.  39. 
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die  zweite  gibt  zunJichst  zwei  Gleichungen,  in  denen  noch  die  höhere 
Transzendente  vorkommt,  durch  deren  Elimination  aber: 

(1090)  j^'  exp  (—  x^)  [sin  {2i,^  —  xi,)  -  cos (2§«  —  x^)]  dl 

=f(i-'')«p(-?)- 

Auf  demselben  Wege   erhält  er  auch  noch^^^")  die  Gleichungen: 

(1091)  ß  exp  (—  xl)  cos (21'^  +  a:g)d§  =  0, 
6 

ßex^{-xl)l2]{2V'  +  xl)dl 

0 

=  +  f  =F  y  (l  +  ";)  exp  (^)/exp  (-  V)  dr,. 
Von  den  Werten  des  Integrals 

(1092)  W=  fcos^-{i^  —  xl)dl 

0* 

hat  G.  B.  Airy^^^'')  eine  (von  a;=  —  4bisa;  =  +  4  reichende)  Ta- 
belle dadurch  erhalten,  daß  er  für  das  Intervall  |  =  0  bis  1^2  sich 
der  mechanischen  Quadratur,  für  |  =  2  bis  ^  =  oo  einer  durch  wie- 
derholte partielle  Integration  entstehenden  [semikonvergenten]  Ent- 
wicklung bedient.    Letztere  ist  von  der  Form 

(1093)  Pj  sinw  -\-  F„u  cos?«; 

dabei  bedeuten  Pj ,  F^  nach  fallenden  Potenzen  von  3 1^  —  x  geordnete 
Reihen,  und  es  ist 

(1094)  u  =  ~{V'  —  xi) 

gesetzt.  In  einem  Nachtrag '^^*)  gibt  er  noch  eine  ihm  'von  A.  de  Mor- 
gan mitgeteilte  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen  von  x,  die 
allerdings  auf  der  Benutzung  divergenter  Fälle  des  Integrals  (920) 
beruht. 


1636)  p.  44. 

1537)  Cambr.  trans.  6,  (1838),  p.  391.  —  p.  400  zeigt  er,  daß  man  größere 
Genauigkeit  erreicht,  wenn  man  das  letzte  berücksichtigte  Glied  der  semikon- 
vergenten Entwicklung  nur  halb  nimmt. 

1538)  Ib.  8j  (1849),  p.  597. 

76* 
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G.  G.  Stokes^^^^)  führt  das  Integral  (1092)  durch  die  Substitutionen 

(1095)  ^'^  ^"^ 

\        ji;  =1^(1  +  j|/3)  =  M  (cos  2e +  «sin2e) 

über  in 

(1096)  ^=(2)  ^^'' 
wo   U  den  reellen  Teil  des  Integrals 

(1097)  u=   /exp[— (cos36  + isinSe)  (ijä  — wr?)]  (^Tj 

0 

=  (cos 6  +  isinG)  /  exp  (~  z^  -\- P^)  ds 
0 

für  ö  =  —bedeutet. DiesesIntegi-alkonvergiertzwarnurfür  —  jt<6ö<Ä 
absolut,  Stokes  bemerkt  aber,  man  könne  leicht  zeigen,  daß  seine  Kon- 
vergenz bei  Annäherung  an  die  zweite  Grenze  nicht  unendlich  lang- 
sam (Ni-.  29)  wird.  Die  Funktion  Z7 genügt  der  Differentialgleichung"*"): 

(1098)  ^^  +  |-C7=0; 

aus  ihr  läßt  sich  sowohl  de  Morgans  konvergente  Entwicklung  als 
auch  eine  semikonvergente,  für  große  Werte  von  n  bzw.  x  geltende 
ableiten.'^^)  Die  letztere  besteht  aus  zwei  Bestandteilen,  von  denen 
der  eine  die  Form  hat: 

(10..)   Ä,r>  „p  (!•  i/f )  [i  -  K'  ^  +  '-^"  i^)' 

-  + 1 

während  der  andere  aus  ihm  durch  Vertauschung  von  i  mit  —  i  her- 
vorgeht. Die  Bestimmung  der  hier  auftretenden  Integrationskonstanten 

1539)  Ib.  9,  1850,  =  papers  2,  p.  332. 

1640)  Daß  diese  Gleichnng  durch  eine  einfache  Transformation  aus  einem 
speziellen  Fall  der  Besselachen  Gleichung  hervorgeht,  bemerkt  Stokes  selbst  p.  356. 

1541)  Er  berichtet  p.  335,  er  sei  auf  den  Gedanken,  solche  Darstellungen 
zu  benutzen,  durch  Cauchys  Formeln  für  die  i^resHeZscben  Integrale  gekommen; 
von  Airya  Formel  (1093)  spricht  er  nicht.  Daß  man  die  asymptotischen  Reihen, 
wenn  man  sie  an  geeigneter  Stelle  abbricht,  zu  numerischer  Berechnung  der 
Integrale  verwenden  könne,  glaubt  er  —  was  freilich  nicht  ausreicht  —  daraus 
schließen  zu  können,  daß  die  Summen  dieser  abgebrochenen  Reihen  Differential- 
gleichungen genügen,  die  sich  von  (1098)  nur  durch  ein  kleines  zweites  Glied 
unterscheiden. 
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gelingt  im  Falle  eines  positiven  »?.'^*^)  durch  Anwendung  der  Methode 
der  „Funktionen  großer  Zahlen"  (hier  Nr.  109)  auf  die  Integraldar- 
steUung  (1097);  für  den  Fall  eines  negativen  n  gibt  er  nur  eine  Kon- 
tinuitätsbetrachtung, die  ihn  selbst  nicht  befriedigt. '^^')  Indem  er  dann 
für  positive  n  den  gefundenen  Ausdruck  noch  auf  die  Form 

(1100)  W=  1/2  ■  (3xr^ilfcos  {%  (3)*—  ^  -  ^) 

bringt,  wo  M  und  ^  ebenfalls  durch  asymptotische  Reihen  dargestellt 
sind,  erhält  er  auch  asymptotische  Darstellungen  für  die  Wurzeln  der 

Gleichung  CT^O'*^);  um  solche  auch  für  die  Wurzeln  von    ,  ^  ^  0  zu 

erhalten,  leitet  er,  da  er  die  Differentiation  des  asymptotischen  Aus- 
drucks für   ü  unbequem   findet,    zuerst    die  Differentialgleichung    ab, 

der    ,  -  genügt. 

60.  Unharmonische  Form  des  trigonometrischen  Integrals.  Will 
man  ein  trigonometrisches  Integral  so  einrichten,  daß  jedes  seiner 
Elemente  bei  x  =  0  die  dritte  Grenzbedingung  (Nr.  69)  erfüllt,  so 
hat  man  als  Element  etwa 

h  sin  i,x  -\-  i,  cos  i,x 

zu  nehmen.  Wird  das  mit  sin  §«  multipliziert  und  zunächst  nach  % 
integriert,  so  wird  aus  (847)  und  (848)  erhalten: 

/"  f  0  für  a;  >  ß 

h  sva  tx4- i  cos  ix    .     ^      ,0         ) 
^ p  +  p ^"^^«^^=jje(---)fürr.<«. 

Daraus  ei-gibt  sich  die  von  Fourier^'"^'")  ohne  Beweis  angegebene  Formel: 

(1102)  fix)  =  |^//'""\"+^r^"  sin  la[hf{a)  -  f\a)]dadl 
0    0 

Wird  hier  noch  das  Glied  mit  /"(«)  durch   partielle  Integration  um- 


1642)  p.  338. 

1643)  p.  342. 

1544)  p.  346. 

1545)  Bull,  philomat.  1820,  p.  61  =  Oeuvres  2,  p.  275.  Fourier  bemerkt 
Paris  Mem.  7,  1827  =  Oeuvres  2,  p.  117,  die  Formel  sei  im  Bull,  durch  einen 
Druckfehler  [in  den  hier  weggelassenen  physikalischen  Konstanten]  entstellt. 
In  den  Oeuvres  ist  sie  bereits  berichtigt,  und  die  oben  wiedergegebene  Verifi- 
kation von  Darboux  in  einer  Note  zu  p.  275  der  Oeuvres  bezieht  sich  auf  die 
bereits  berichtigte  Formel. 
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geformt,  so  erhält  man'''*^)  die  von  Poisson^^")  aus  der  unharmoni- 
schen trigonometrischen  Reihe  (Nr.  84)  durch  Übergang  zu  unendlich 
langem  Intervall  abgeleitete  und  dann  mehrfach '^*^)  benutzte  Formel: 


(1103)     f{x)  =  -^11  0»  sin  ^x-\-  |cos|a:)(/i  sin  |a  +  I  cos  ^a)f(a) 


dad^ 


Ebenfalls  durch  einen  ungenügend  begründeten  Grenzübergang 
beim  Schluß  vom  Endlichen  auf  das  Unendliche  ist  Poisson  ferner'^*^) 
zu  Formehl  gekommen,  die  die  Richtigkeit  folgender  Gleichungen  vor- 
aussetzen würden: 


(1104) 


2     /    [  a-ä  cos  äxcoa  ^a  4- a.'L  sin  tx  sin  ici  j.,   ^  i      it-  /•/   \  r-         ^    r\ 

I    I  —^ \-T     -rr —  f(a)da dl  =  f(x)  für  a;  >  0, 

0       u 

2  j'Ja,n<^o.l,xco.Ja  +  a^^^  Bin  |.x  sin  |«  ^^^^^^^,  _q  für  a;  <  0, 


und  zwar  würde  seine  Schlußweise,  wenn  sie  überhaupt  zulässig 
wäre,  sich  auf  den  Fall  anwenden  lassen,  daß  |j  eine  „willkürliche" 
Funktion  von  |  wäre  (a  und  a^  sind  beliebige  reelle  Konstante).  In 
dieser  Allgemeinheit  ist  die  Sache  sicher  nicht  richtig'*^");  ob  sie  für 
den  bei  Poisson  allein  in  Betracht  kommenden  FalP^^'),  daß  die 
Relation  zwischen  ^  und  ^j  lautet: 

(1105)  a\i'+Q"')==^a,\l,^+Q^) 

{q,  Qy  neue  Konstante)  sich  nicht  doch  rechtfertigen  läßt,  darüber 
scheinen  keine  Untersuchungen  vorzuliegen. 

Ebensowenig  scheint  bekannt  zu  sein,  unter  welchen  Umständen 


1546)  Wenn  man,  was  man  ohnedies  muß,  f(ss~)  =  0  voraussetzt. 

1547)  J.  fic.  polyt.  cah.   19  (1823),  p.  44. 

1548)  Ib.  p.  72,  118;  chaleur  p.  269,  323.  An  der  zuletzt  genannten  Stelle 
gibt  er  einen  Beweis  der  Richtigkeit  der  Formel,  indem  er  die  Differenz  zwischen 
den  beiden  Darstellungen  derselben  Funktion  durch  die  Gleichungen  (790)  und 
(1103)  bildet:  Die  Integrationen  nach  |  lassen  sich  in  dieser  Differenz  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  (847)  und  (848)  ausführen,  und  es  ergibt  sich  in  der  Tat  0. 

1549)  Paris  Mem.  10  (1831),  p.  337  (von  1823). 

1530)  Nimmt  man  etwa  au,  f\a)  sei  in  einem  endlichen  Intervall  konstant 
gleich  1,  außerhalb  desselben  gleich  0,  so  könnte  man  die  Integration  nach  a 
ausführen,  und  es  würde  sich  dann  für  ein  einfaches  Integral  ein  von  dem  Para- 
meter X  und  den  Grenzen  dieses  Intervalls  unabhängiger  Wert  ergeben. 

1551)  In  diesem  Fall  tritt  ev.  noch  eine  Komplikation  dadurch  auf,  daß  Ij 
nicht  für  alle  reellen  Werte  von  |  reell  ausfällt. 
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die  ebenfalls  von  Poisson'^^-)  angegebene  Gleichung 

(llOG)  f{x)  =  ^J[(g  — ai,')  cos  xi,  —p^sinxi^] 


d| 

y  +  pH' 


[/[C*?- «I^cos«! -/)|sina^]/'(«)fZ«-r(0)+2>/'(0)](^r^ 

0 

richtig  ist. 

Endlich  sei  hier  noch  die  Gleichung  erwähnt: 

(1107)    f(t)  =  - -^    r  /  /  exp  (—  a^)  [exp  {2aYmt)  cos{2aymt  —  26»?«) 

+  exp  (—  2aynit')  cos  {2aymt  +  2dm)]f{e)  da  dd  dm, 

die  W.  Thomson  Lord  Kelvin^^^^^  durch  Grenzübergang  aus  einer 
Reihenformel  erhalten  hat. 

6 1 .  Differentiation  und  Integration  trigonometrischer  Integrale. 

Der  Vorteil  der  Darstellung  einer  wiLlkürlicbeu  Funktion  durch  ein 
i^oiwwsches  Integral  liegt,  wie  schon  Fourier  selbst  bemerkt '^^*), 
darin,  daß  in  ihr  die  eigentliche  Variable  nicht  mehr  unter  dem  ur- 
sprünglichen Fuuktionszeiclien,  sondern  nur  noch  unter  den  Zeichen 
der  trigonometrischen  Funktionen  cos  und  sin  vorkommt,  so  daß  man 
Differentiationen  —  auch  zu  beliebigem  Index '^^'•)  —  Integrationen, 
Reihensummierungen'^^^)  bequem  ausführen  kann:  „la  fonction  acquiert 
en  quelque  sorte,  par  cette  transformation,  toutes  les  proprietes  des 
quantites  trigonometriques." 

.4.  Cauchy^^^'')  bedient  sich  zu  diesem  Zwecke  einer  symbolischen 
Darstellung,  indem  er  schreibt. 

(1 108)  ¥{1)  fix)  =  ^ffe'' '"-  "'  /'(«)  Fii  0  äa  dl 


1552)  Conn.  des  temps  pour  1833  [30],  add.  p.  22;  aus  den  Nr.  43  p.  1055 
besprochenen  Formeln,  p.  24  führt  er  für  den  Fall  f{a)  =  0  für  a  >  0  die  Inte- 
gration nach  ^  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (878)  aus. 

1653)  Cambr.  math.  j.  34  (1842),  p.  174  =  papers  1,  p.  15. 

1554)  Theorie  Nr.  419  =  Oeuvres  1,  p.  505. 

1555)  Nr.  4-22,  p.  508.     Vgl.  II  A  2,    Voß,  Nr.  48,  p.  117. 

1556)  Diese  Bemerkung  auch  bei  3.  G.  Schinidten,  Gerg,  Ann.  12  (1822), 
p.  222. 

1557)  Paria  mem.  22  (1850),  (von  1824)  =  Oeuvres  (1)  2,  p.  202.  Cauchy 
schreibt  die  Formeln  gleich  für  beliebig  viele  Variable  an.  —  Rechts  ist  übri- 
gens I  nicht  mehr  Dift'erentiations.symbol,   sondern   einfach  Integrationsvariable. 
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Dabei  bedeutet  F  zunächst  eine  ganze  Funktion  des  DifFerentialsym- 
bols  I  =  -^;  Cauchy  nimmt  die  Formel  aber  „par  analogie"  auch  für 

beliebige  andere  Funktionen   dieses  Symbols   in  Anspruch   und  sieht 
dann  ihre  rechte  Seite  als  Definition  der  linken  an. 
0.  ScJilömilch^^^^)  zeigt:  Aus 

(1109)  -vf'i^)"=   I   I  f'(cc)  sin^cc  sinxu  da  dh, 

0     0 

folgt  durch  partielle  Integration: 

(1110)  -}  rW  _  I  f(c}  lim[S!|itL£)  _  ■^'-^^] 


-fß 


f'{a)  •  a  ■  sin^K  sina;«  da  d^. 

Die  Differentiation  der  Kosinus-Formel  (790)  unter  dem  Zeichen 
ist  also  nur  für  /'(c)  =  0,  die  der  Sinus-Formel  (791)  nur  für  /"(c)  =  0, 
/■(o)  =  0  erlaubt.  Das  muß  aber  der  Fall  sein,  wenn  die  durch  Diffe- 
rentiation sich  ergebenden  Integrale  einen  bestimmten  Wert  haben. 

G.  G.  Stokes^^^^)  untersucht  die  Sache  genauer.  Seien  z.B.  ik{x), 
^j(a;)  die  zu  f{x),  f"{x)  reziproken  J'unktionen  2.  Art,  so  ergibt  sich 
durch  partielle  Integration: 

(1111)  ■>l)^{x)  =  —  x^f{x)  -j-  x~y—^Qcosxa  —  y    ^Q^sinax. 

Dabei  sind  die  Summen  erstreckt  über  alle  Werte  a  von  x,  für  welche 
f(x)  und  f'(x)  unstetig  werden  und  Sprünge  Q  bzw.  Q^  aufweisen. 
Mit  Hilfe  derartiger  Formeln  kann  auch  umgekehrt  aus  der  Entwick- 
lung von  i'{x)  nach  fallenden  Potenzen  von  x  abgeleitet  werden,  wie 
weit  f{x)  und  f'{x)  stetig  sind.  Auch  kann  die  Darstellung  von  ip(x) 
von  unbequemen  Bestandteilen  befreit  werden.  Für  Funktionen  1.  Art 
gilt  Analoges;  nur  ist  zu  beachten,  daß  im  Falle,  daß  zwar  f(x)  mit 

X  schließlich  monoton  abnimmt,  aber    j  f{^)d^  divergiert,  (p(x)  (832) 

0 

für  X  ^  0  nicht  zu  divergieren  braucht.'*™)  Um  zu  zeigen,  daß  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  für  f{x)  das  Integral  für  f(x)  (p.  1098) 
(an  der  unteren  Grenze)  stets  konvergiert,  betrachtet  Stokes  zunächst 


1558)  Analyt.  Studien  2  (1848),  p.  88. 

1559)  Cambr.  trans.  8^  (1849),  p.  557  =  Papers  1,  p.  273. 

1560)  p.  560  =  277. 


62.  Mehrfache  trigonometrische  Integrale.  1163 


die  Funktion 

X 

(1112)  S}{z)==yi-Jf{l)coBx^d^, 

und  ihr  unbestimmtes  Integral  co^{x).  m^(o)  ist  endlich,  da  a)^(a;) 
gleichmäßig  konvergiert.     Partielle  Integration  zeigt,  daß 

/«(l)  cosa;|  d^ 

bis  'IM  X  =  0  heran  konvergiert.  Die  Dififerenz  zwischen  cö{x)  und 
(p(x)  kann  aber  die  Divergenz  des  Integi-als  für  f(x)  (p.  1098)  nicht 
bewirken.  Und  auch  in  diesem  Falle  ist  dieses  Integral  der  Grenz- 
wert eines  mit  einem  Konvergenzfaktor  versehenen.  Entsprechendes 
gilt  auch  für  Integrale  mit  cos-  und  sin-Gliedern. 

Was  Ä.  Pioch^°^^)  vorbringt,  betrifft  nur  das  Verfahren  an  den 
Grenzen  und  UnbestimmtheitssteUen. 

62.  Mehrfache  trigonometrische  Integrale  werden  durch  wieder- 
holte Anwendung  der  Sätze  über  die  zweifachen  (Nr.  52)  gewonnen. 
Sie  ti'eten  zuerst  bei  Ä.  Cauchy^^^^)  in  der  Gestalt  auf: 

(1112a)  f{x,y)  =  —  I  co8xi,cosy'>]Cosa^cosßrjf{a,  ß)dadßd&,d7] 

0 

sowie  in  drei  entsprechenden,  die  sich  von  ihr  dadurch  unterscheiden, 
daß  diese  Kosinus  alle  oder  teilweise  durch  Sinus  ersetzt  sind;  dann 
bei  J.  J.  Fourier'^^^^)  in  der  Gestalt: 

+  00 

1   rw 

(1113)  f{x,y)  =  ~j  cos^ix— c<)  cos  ri{y~  ß)f{a,ß)dadßdld7]. 

Werden  durch  die  Substitutionen 

X  —  a  =  r  cos  9,     y  —  /?  =  r  sin  ö, 
I  ^  p  cosi/»,  V  ^  Q  sirnfj 

Polarkoordinaten  eingeführt,  so  geht  das  Integralelement 

(1114)  cos  (h,x  —  1«)  cos  (rjy  —  rjß)  d^  dr] 
über  in: 

(1114a)     |[cos  (»•()  cos()/;  —  ö))  +  cos  (rp  cos  (i/;  -\-  ö))]p  dg  dip. 


1561)  Bruxelles  mem.  cour.  in  4»  15  (1841/42),  p.  74. 

1562)  Paria   Mem.  pres.  1,   1827   (von   1815)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  141.     Der 
Übergang  von  (791)  zu  (1114)  auch  bei  G.  Piola,  Mem.  soc.  ital.  20,  (1831),  p.  600. 

1563)  Theorie  analytique  de  la  chaleur  Nr.  408  ^  Oeuvres  1,  p.  483;  ebenso 
bei  Poisson,  Chaleiur  p.  210. 
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War  ursprünglich  nach  i,  und  rj  von  —  c»  bis  -\-  oo  z\x  integrieren, 
so  ist  jetzt  nach  q  von  0  bis  oo  und  nach  ip  von  0  bis  2jc  zu  inte- 
grieren; statt  dessen  kann  man,  wie  Poisson^^^*)  bemerkt  hat,  die  letz- 
tere Integration  auch  von  6  bis  6  -{-  2}i,  bzw.  von  —  ö  bis  27C  —  6 
ausführen,  und  so  sich  davon  überzeugen,  daß  das  Resultat  dieser 
Integrationen  von  0  unabhängig  ist. 
Später '''^^j  gibt  Gauchy  die  komplexe  Form: 

iXllb)^^^^Jtl^[{i,x-i>cc  +  ,pj-riß  +  -)i\f{a,ß:)daclß:didn-; 

die  Integrationen  nach  S,,  r],  .  .  .  sind  dabei  von  —  co  bis  +  c>d  zu 
erstrecken,  die  Integrationen  nach  a,  ß,  .  .  .  über  irgend  ein  Gebiet,  in 
dessen  Innern  der  Punkt  oc,  y, .  .  .  liegt. 

63.  Das  mehrfache  Fouriersche  Integral  als  Grenzformel.  Will 
man  ein  mehrfaches  Fouriersches  Integral,  analog  wie  es  in  Nr.  54 
mit  dem  Doppelintegral  geschehen,  durch  eine  Grenzformel  ersetzen, 
so  kann  man  unter  dem  Integralzeichen  einen  Faktor  e~^'^^~^'^'>  hin- 
zufügen und  dann  erst  den  Grenzübergang  zu  8^  =  0,  hierauf  den  zu 
^2  =  0  ausführen.  So  verfahren  in  der  Tat  A.  Cauchy^^^^)  und  S.  D. 
Foisson^^^'').  Nachher ^*^*)  gibt  letzterer  noch  ein  anderes  Verfahren: 
wird  der  Faktor 
(1116)  exp  {—Öyi^+rfy 

benutzt  und  statt  der  Integrationsvariabein  |,  r}  die  entsprechenden 
Polarkoordinaten  eingeführt,  so  kommt  man  durch  Integration  von 
(1124)  auf  das  Integral 


(1117) 

das    aus    einer    damals    mehrfach    diskutierten    Frage    der  Potential- 


1564)  Paris  m6m.  1  (1817),  p.  139.  Bei  Poisson  ist  die  Sache  dadurch  un- 
nötig kompliziert,  daß  er  nicht  von  der  ganzen  | — tj- Ebene,  sondern  nur  von 
einem  Quadranten  redet. 

li,65)  Bull,  philomat.  1821,  p.  102;  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  512;  Exerc. 
de  math.  2,  1827  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  196.  An  der  zuletzt  genannten  Stelle  auch 
die  Verallgemeineruug  der  Formel  (826). 

1566)  Paris  Mem.  pres.  1,  1827  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  141  (von  1814). 

1567)  Pari3  Mem.  1,  1816  [18],  p.  87.  Der  Eonvergenzfaktor  ist  dort  durch 
die  Fragestellung  selbst  motiviert. 

1568)  Ib.  p.  142. 
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theorie"^^)   bekannt  war.     Cauchy  bemerkt  nocb^""),  daß    man  auch 

(1118)  exp  (—  d^^  -S^if)  oder  (1  +  d'^l^  +  ö'rj')-' 
benutzen  könne. 

64.  Paare  reziproker  Funktionen  von  melireren  Variabein.  Ana- 
log wie  in  Nr.  59  die  Darstellung  einer  Funktion  einer  Variabein 
durch  ein  Fouriersches  Doppelintegral  kann  man  auch  die  entsprechende 
Darstellung  einer  Funktion  von  mehreren  Variabeln  durch  ein  mehr- 
faches Fouriersches  Integral  in  ein  Gleiehungspaar  spalten,  also  z.  B. 
schreiben: 

(1 1 19)  (p (x,  y)  =  -^  J  j  fii,,  n)  cos  l X  cos  yr^ äi, dr], 

0       0 

(1120)  f{x,  y)  =  -W  /  ^{1,  V)  cos|.r  cosy^jd^dij, 

0     0 

und  das  dann  so  auffassen,  daß  dadurch  zwischen  den  Funktionen  /", 
(p  eine  reziproke  Beziehung  definiert  ist.  Einfache  Beispiele  ergeben 
sich,  wenn  f(x,  y)  ein  Produkt  von  zwei  Faktoren  ist,  deren  jeder 
nur  von  einer  Variabein  abhängt  und  deren  reziproke  Funktionen  be- 
kannt sind. 

Die  zu  exp  ( — zY  x^ -\- y^)  reziproke  Funktion  Z  bestimmt  Ä. 
Cauchy ^^''^),  indem  er  erstere  durch  das  bestimmte  Integral 

(1121)  exp  (-  z  yic^+Y)  =  ^ß^J>  (-0'-  '-^t-^)  de 
darstellt  (vgl.  IIA3,  Brunei,  Nr.  9h,  p.  153/4);  dann  lassen  sich  in 

(1122)  Z  =  y=  rr/'expC-  d'  —  'l^Jl-Jll^  cos  ^x  coB  rjy  de  d^di] 

0     0     0 

=  ^^  f  f  Texp  (—  e^  —  r'—  V^)  cos  ~  cos  ^  e^'dedldri 

0      0     0 

zuerst  die  Integrationen  nach  §  und  i]  mit  Hilfe  der  Gleichung  (047) 
und  hierauf  auch  die  nach  0  mit  Hilfe  einer  Formel  aus  der  Theorie 
der  P- Funktionen  ausführen,  so  daß  man 

(1123)  Z  =  -i- ? ,  (^  >  0) 

2  :r  (a:^  +  2/'  -f  z'f- 

1569)  Vgl.  IIA 7b.  Burkhardt  u.  Meyer,  Nr.  5.  insbea.  Note  .86—38. 

1570)  J.  tc.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  513.    Vgl.  Note  1268. 

1571)  Paris  Mem.  pres.  1,  1827  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  155  (von  1815). 
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erhält.      tS'.  D.  Poisson^^''^)    gelangt   zu    demselben    Resultat   einfacher 
durch  Einführung  von  Polarkoordinaten:  das  Integral 

+  00 

-ä  /  f  e~'y^''+''  cos  ^(x  —  a)cos7j{y  —  ß)di,dr) 
erhält  die  Form: 

2«    00 

(1124)  ~~i  I   I  ^^P  (~~  P'^)  ^°^  (*'9  ^°^  tl>)QdQdtl', 

0      0 

und  nun  läßt  sich  zunächst  die  Integration  nach  q  und  hierauf  die 
nach  ^  elementar  ausführen. 

Andere  FäUe  lassen   sich  mit  Hilfe  eines   von  A.  Cauchy^^''^)  an- 
gegebenen allgemeinen  Satzes  erledigen:  Ist 

(1125)  ff\i,)  cos  ^xdh.^i:B„x-"-\ 

0 

so  ist: 

rr    -  r'(|  +  i) 

(]  126)  JJfiVh)  sin  (r?  +  rr})di  dri  =  ZB^  ^rWi/  ^""'- 

0     0 

Z.  B.  gibt  die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  die  Funktion  /"(!)  = 
exp(— 2/c|): 

51^ 


(1127)  JJexpi-  21:yi^)s[n  (|  +  7])dUv  = 
0    ö  2(1-1-  k')' 

daraus  folgt  durch  Integration  nach  k: 

(1128)  JJe^{-2kVi;,)sm  (|+  ^)^  =  -^, 

0      0 

und  wenn  hier  noch  k  durch  Jci  ersetzt  wird^''*): 


1572)  Paris  Mem.  1  (1816  [18]),  p.  141.  Daß  überhaupt  die  zu  einer  Funktion 
von  x' -{-  y^  reziproke  Funktion  die  Variabein  ebenfalls  nur  in  dieser  einen  Ver- 
bindung enthält,  also  vom  Polarwinkel  unabhängig  ist,  ist  aus  ihrer  Darstellung 
durch  ein  Doppelintegral  nicht  unmittelbar  ersichtlich,  folgt  aber  aus  ihrer  phy- 
sikalischen Bedeutung  und  ergibt  sich  auch  analytisch ,  wenn  man  die  von 
Poisson  für  den  hier  vorliegenden  speziellen  Fall  benutzte  Schlußweise  auf  den 
allgemeinen  Fall  anwendet. 

1573)  Paris  Mem.  pres.  1,  1827  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  128  (von  1815). 

1574)  Ib.  p.  180  (von  1827). 
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für  Ä;  <  1 


(1129) 


f  fcos  {2mv)  sin  (§  +  v)  -;P  =  \V' -  ^"^ 
t/s^  Vil         I      0        fürZ;>l, 

(      0         für  /;  <  1 


\yk'—  1 


für  k>l. 


Die   Anwendung  desselben    Satzes   auf  die    zu   cos   [tyx^-{-y^)   rezi- 
proke Funktion 


1130)      (p{x,  y)  ^  -^  I   I  cos(<>/|"  +  ij^)  cos  x^  cos  yi]  di.  drj 


bereitet  Cauchy  vor,  indem  er  den  als  Funktion  von  h,^  -\-  iq^  betrach- 
teten Faktor  cos  {ty\^  -f-  rf)  durch  seine  Fouriersche  Integraldar- 
stellung 

(1131)  cos {t^l^  +  ri")  =  ^JfcoaitVa)  cose(|2+  -,^2)  ^^^  ^adadi 

0      0 

ersetzt  und  die  Integrationen  nach  |  und  r]  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
(954)  und  (957)  ausführt*"^);  so  erhält  er  zunächst: 

(1132)  (p{x,  ij)  =  ^J  J cos{tVa)  sin  ^^—^  cos  ja  ^  da, 

0       0 

und  das  formt  er  wieder  in  die  unter  dem  Integralzeichen  nur  den 
einen  Parameter 


Jo  = 


enthaltenden  Gestalten: 


2yx'+y^ 
(1133)  (p{x,  y)  =  „»(^7_^  y.)J  Jcos(2ffc^^>?)  cos  ^  sin  rjd^dri 


oder 


( 1 1 34)     cp  {x,  y)  ==  — v^4-J  J  cos  (2 ^^^)  sin  (|  +  tj) d^di] 

0     0 

um.^^'*)     Der  genannte  Satz  zeigt  dann^^''),  daß  diese  Funktion  sich 


1575)  Ib.  p.  67,  ICO  (von  1815). 

1576)  p.  161,  107. 

1577)  p.  129. 
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aus  der  in  (1055)  definierten  Funktion  K(k)  durch  die  Gleichung 

(1 135)  (p  {x,  2/)  =  —  ^'  ff(k  cos  6)  cos  ö  dö 

0 

ableiten  läßt,  wobei 

(1136)  fQc)  =  ^ 
ist. 

S.  D.  Poisson  behandelt  die  noch  allgemeinere  Annahme: 

(1137)  f{x,  y)  =  exp  (—  z  Yx^  +  f)  cos  {t\/x^  +  2/=). 

Die  zu  dieser  Funktion  reziproke  geht  durch  Einführung  von  Polar- 
koordinaten über  in: 

(1138)  (f{x,  y)  =  -i  I   f  exp  ( —  Qz)  cos  u  V^)  cos(rQ  cos^)(7()rf^. 

0    0 

Das  entwickelt  Poisson  einerseits '^'^)  nach  steigenden  Potenzen  von  t, 
wodurch  er 

(1139)  .  9(^^,2/)  =  2(^7^ 

«  =  o 

erhält,  unter  Z  die  in  (1123)  definierte  Funktion  verstanden;  anderer- 
seits ^^'^)  führt  er  es  auch  durch  die  Substitution  p  =  v?  in 

in   ~ 

(1140)  —  ^  Tf  I  I  ^^P  ( —  *'^^'^  ^~  **'  '^°^  '^')  ®'"  utdudip 

0   0 

übei-,  ersetzt  das  innere  Integral  durch  seine  Umformung  (1063)  und 
benutzt  für  diese  ihre  asymptotische  Entwicklung  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  t. 

Um  von  der  in  Nr.  86  behandelten  Formel  aus  zu  einem  brauch- 
baren asymptotischen  Ausdruck  zu  gelangen,  benutzt  Poisson^^*^)  den 
asymptotischen  Ausdruck  (1054)  der  Funktion  K,  so  daß  er  auf 

2n    2 

d'     r/T              «*          ,      •          t'      1    tdtodrp 
-j-^   I    /      cos  ,       h  sm  -; ,- 

u     0  ' 

kommt;  hier  führt  er  durch  die  Substitution  coso  =  (1  -|-  w'Y^  eine 


1578)  Paris  Mem.  1  (1816/18),  p.  144.    Poisson  betrachtet  statt  der  Funktion 
(1137)  ihre  Ableitung  nach  t,  was  etwas  weniger  übersichtlich  ist. 

1579)  Ib.  p.  147. 

1580)  Paria  mem.  1  (1816/18),  p.  156. 
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neue  Integrationsvariable  ein  und  integriert  dann  wiederholt  partiell. 
So  erhält  er  auch  für  diesen  Fall  eine  Entwicklung  nach  fallenden 
Potenzen  von  t,  deren  Anfangsglied  ist: 

d^    c           «'            i'          t^ 
-jii  —  COS  —  ~  c,    3  cos 

Caiichy  dagegen '^^')  benutzt  als  neue  Integrationsvariable 
.«  =  47(1  —  cosÖ), 

zerlegt  dann  das  Integrationsintervall  in  Teilintervalle  und  schätzt  die 
Beiträge  der  einzelnen  ab;  so  kommt  er  zu  demselben  Resultat. 

65.  Die  sogenannte  Poissonsehe  Hilfsformel.  Ä.  M.  Legendre 
hatte  bei  Gelegenheit  seiner  Untersuchungen  über  Kugelfunktionen 
durch  Ausrechnung  gezeigt '^*^),  daß  für  jede  rationale  ganze  Funk- 
tion G  die  Gleichung  gilt: 

2»  +1  +1 

(1141)      /  JG  CujLti  +1/1  —  .«'  1/1  -  n,^oos{il)—ti))  diidi>  =  2jr  JG(t)  dt, 
0-1  —1 

dieses  Resultat  hatte  er  dann  auch  auf  beliebige  analytische  Funk- 
tionen tibertragen.-'^^^)  Bei  S.  D.  Poisson^^^)  erscheint  es  in  der  Ge- 
stalt : 

)i7Z      TZ 

(1142)      /   I  f(g  cosj}  -\-  h  sinp  cosq  -\-  k  sinp  sinw)  sin^)  dp  dq 
0  0 

=  2x  I  f{Vf  +  W+l^cosd)  sinÖ  dO; 

er  führt  den  Beweis  durch  Transformation  auf  ein  neues  Polarkoordi- 
natensystem. Er  nimmt  es  sogleich  ^^^^)  auch  für  den  Fall  in  Anspruch, 


1581)  Paris  mem.  pre's.  1  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  243;  von  1827. 

1582)  Paris  mem.  1789  [an  2],  p.  372  (von  1790). 

1583)  Eserc.  de  calc.  int.  2  (1817),  p.  273  (publ.  1815). 

1584)  Paris  mem.  3  (1818[20]),  p.  126;  Bull,  philomat.  1819,  p.  113.  In  dem 
Beispiel,  durch  das  G.  Plana  (Torino  mem.  25  (1820),  p.  150)  dartun  will,  daß 
der  Satz  nicht  allgemein  richtig  sei,  liegt  der  Fehlschluß  darin,  daß  er  für  das 
Integral 


/  (a  COBU  -(-  y  sin  u  cos  v)  dv 


einen  Wert  benutzt,  der  nur  für  ;  y  tgM  j  <[  [  a  |  richtig  ist,  während  für  j  y  tgu  | 
>  j  a  I  dieses  Integral  divergiert. 
1585)  Paris  mem.  3,  p.  132. 
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daß    an   Stelle  von   g,  h,   k  die   Differentiationssymbole   „    ,  ^^ ,  j- 

treten,  und  deren  Potenzen  durch  die  entsprechenden  höheren  Diffe- 
rentialquotienten, also  namentlich  g^  -\-Ti^  -\-  h^  durch  den  Laplace- 
schen  Differentialoperator  d  (IIA  7  b,  Burkhardt  und  Meyer,  Nr.  2) 
zu  ersetzen  sind. 

Ä.  Cauchy^^^^)  gewinnt  die  Gleichung  (1142)  als  Umgestaltung 
eines  speziellen  Falles  seiner  in  Nr.  66  zu  besprechenden  Hilfsformel; 
dabei  gewinnt  er  zugleich  die  Verallgemeinerung: 

2»    n 
^^A0.\  j    jj^/g  co3u-\- hsinucosv -{- ksinu  smv\  ainu  du  dv 

(1140)  JJt[  g  ;  gi 

0      0 


wobei : 


Q'  =A  cos^u  -\-  J5sin"M  cos-u  ~\-  Csin^w  sin'«. 


cosö) 

sinOde 

E  cos 

6) 

sine  de 
j  cos' 9 

In   späteren  Abhandlungen   gibt  er  die  noch   etwas   allgemeiner 
aussehende  Reduktionsformel: 

0      0  0 

oder : 

0      0  0 

dabei  ist: 

u  ^  r  cosp,    V  =  r  sinp  cosg,    w  =  r  sinp  sin 5,    P  ^  gii  -\-  hv  -\-  kw, 
Q^Au^-{-  Bv^  +  Civ"  +  2Dvw  +  2Ewu  +  2Fuv 

gesetzt,  ß  bedeutet  die  Diskriminante  der  quadratischen  Form  Q^, 
K^  die  zu  ihr  reziproke  Form,  geschrieben  in  g,  h,  k  als  Veränder- 
lichen. Er  erhält  sie  durch  eine  derjenigen  linearen  Transformationen, 
durch  welche  die  quadratische  Form  Q  auf  eine  Summe  von  Quadraten 
reduziert  wird.^^*') 


1586)  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  628.  C.  G.  J.  Jacobi,  J.  f.  Math.  10 
(ISSS),  p.  106  =  Werke  3,  p.  166  zeigt,  daß  sich  diese  allgemeinere  Formel  durch 
eine  einfache  Substitution  aus  der  speziellen  (1142)  ergibt. 

1587)  Exerc.  de  math.  ,^  (1830)  =  Oeuvres  (-J),  p.  387  bedient  sich  Cauchy 
einer  sukzessiven  Reduktion,  indem  er  zunächst  diejenigen  Glieder,  die  u  ent- 
halten, zu  einem  vollständigen  Quadrat  ergänzt,  dann  diejenigen,  die  nach  dieser 
Umformung  noch  v'  und  viv  enthalten;  Paris  C.  R.  13  (18411,  p.  38  =  Oeuvres 
(1)  6,  p.  222  und  mit  geometrischer  Deutung  der  auftretenden  Größen  einer  ortho- 
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E.  Catalmi^^^^)  gibt  die  folgende  VeraUgemeinerung  der  Poisson- 
schen  Formel  auf  beliebig  viele  Variable: 

(n-l) 

(1146)       /  (p  (7n^x^  +  "'-2^2  +  ■  ■  ■  +  »K^n)  — '— ^'  "  "  '    ^"^ 


r 


2n  ^       r   ,  ^ , 

^j _  IV     /  (pyvm^^  -\-  m^  +  •  •  •  +  m^  cosöj  sin"~-ö  dO, 

dabei  ist  links  über  aUe  reellen  Werte  von  x-^^,  x^,  ■  ■  ■,  x^_^  zu  inte- 
grieren, die  der  Bedingung 

^1^  +  Xj-  +  •  •  •  +  x\_^  ^  1 

geniigen,  und  für  a;„  sind  die  beiden  durch: 

a-j-  -f-  a-»^  +  •  •  •  +  ^n   =  1 
definierten  Werte  zu  nehmen. 

E.  J.  Nanson^^^^)  hat  die  allgemeine  Formel: 

j  fi:vilJll)^^W  '^"''  =  -fn-n  ^^  fq>Uccosd)sin'^-'ddd, 
in  der  die  Summen  von  p  =  l  bis  p  =  n  zu  erstrecken  sind, 

ist  und  dw  das  Element  dieser  («  —  1)  dimensionalen  sphärischen 
Mannigfaltigkeit  bedeutet.  Aus  ihr  ergeben  sich  für  w  =  3  die  Formel 
von  Cauchy,  für  6^  =  1  die  von  Boole. 

P.  L.  Tscheh/scheff'-^^'')    gibt    ohne    Beweis    eine    sehr    allgemeine 


gonalen  Substitution  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  97  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  2.32.  Letz- 
teres Verfahren  reproduziert  Moigno,  Le9on8  2  (1844),  p.  230.  —  An  der  erstge- 
nannten Stelle  Bcliickt  er  eine  analoge  Diskussion  eines  eine  quadratische  Form 
mit  zwei  Variabein  enthaltenden  Integrals  voraus,  bei  der  aber  keine  Reduktion 
der  Zahl  der  Integrationen,  nur  eine  Umformung  erzielt  wird. 

1588)  Journ.  de  math.  6  (1841),  p.  81.  Für  die  Bestimmung  des  rechts  vor 
dem  Integralzeichen  stehenden  Faktors  beruft  sich  Catalan  auf  eine  früher  von 
ihm  gegebene  Formel;  JB.  L.  E.  [EllisJ'i  (Cambr.  math.  j.  4j  (1844),  p.  64)  gibt 
eine  einfachere  Bestimmung  durch  Einführung  von  Polarkoordinaten.  —  Die 
Kritik  von  G.  Boole  (Cambr.  math.  j.  3^  (1843),  p.  278;  vgl.  auch  4j  (1843),  p.  26) 
übersieht,  daß  Catalan  ausdrücklich  auch  über  negative  Werte  der  Koordinaten 
integriert;  -will  man  das  nicht,  so  muß  man  freilieh  eine  kompliziertere  Formel 
aufstellen. 

1589)  Mess.  of  math.  (2)  26  (1897),  p.  119. 

1590)  J.  de  math.  8  (1843),  p.  235. 

Encyklop.  d.  math.  Wisscnsch.    II  1.  76 
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Umwandlungsformel,  aus  der  sich  die  Formeln  von  LiouviUe  (Dirich- 
let?)  und  Cauchy  Nr.  66  als  spezielle  Fälle  ergeben. 

E.  Catalan^^^^)  gibt  von  Tschebysclieifs  allgemeiner  Formel  einen 
Beweis  mit  Hilfe  der  Darstellung  von  /'(Xj  +  ^2  ~}"  •  "  ■)  durch  ein 
Fouriersches  Integral. 

Eine  einfache  geometrische  Bedeutung  hat  der  Beweis  der  Poisson- 
schen  Formel  (1142)  durch  W.  Roberts^^^^)  erfahren. 

66.  Eine  Hilfsformel  von  Caucliy.  Verwandt  mit  der  Poisson- 
schen  Formel  ist  eine   von  Ä.  Cauchy^^^^)   gegebene  Umformung  des 

Integrals : 

(») 

(1148)  //■(«'  +  /3'  H )  coslß  coBriß  ■■■da  dß. 

Er  ersetzt  in  ihm  die  Funktion  f  durch  folgende  Form  ihrer  Fourier- 
schen  Integraldarstellung: 

(1149)  f{x)  =  ^  ff  cos  {6-x  —  0'r«)  f{x^)  t  dt  6  dd ; 

0    0 

die  Integrationen  nach  u,  ß,  .  . .  lassen  sich  dann  mit  Hilfe  der  Glei- 
chung (956)  ausführen,  und  es  bleibt: 

(1150)  AVn-^  fjcos(^:-  -  e^-r^  -  '^,^t\r^)rdr-^„ 

0    0 

also  eine  Funktion  nur  von  s  =^'  -{-  nf  -\-  .  . .  Ist  n  eine  ungerade 
Zahl,  so  läßt  sich  auch  noch  die  Integration  nach  6  mit  Hilfe  der 
Gleichung  (956)  mid  der  aus  ihr  durch  partielle  Integration  hervor- 
gehenden ausführen;  eine  etwas  andere  Anlage  der  Rechnung  liefert 
das  Resultat  in  der  Gestalt '^^'*): 

(1151)  (_;r)  ^  2»-'-^-[     /cos(«-|/s)/-(«)rf«, 

ds  '"    -~ 

die  für  w  =  3  durch  Einführung  von  Polarkoordinaten  in  die  Poisson- 
sche  Formel  (1142)   übergeht.  —   Für  w  =  2   läßt  sich   das  Resultat 


1691)  Ib.  p.  239. 

1592)  Ib.  11  (1846),  p.  210. 

1593)  J.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  521. 
1593")  p.  527. 

1593»)  p.  530. 
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noch  in  die  folgende  Gleichung  überführen: 

+00  +00  +00  +00 

(1152)2/   I f(^v)sinvcoa^^^  ^^'d^dv=l   //"(ft^+j/'jcoslft cosTjvdfidv. 


Anwendungen  trigonometrischer  Beilien  und  Integrale. 

VI.  Integration  partieller  DifFerentialgleicliungen  mit  zwei  unabhän- 
gigen Veränderlichen. 
67.  Integration  partieller  DifFerentialgleicliungen  durch  Reihen, 
die  nach  den  sukzessiven  Ableitungen  willkürlicher  Funktionen 
fortschreiten.^^^*)  Wählt  man  in  der  II  A  5,  von  Weber,  Nr.  11,  p.  313 
dargestellten  allgemeinen  Lösung  der  nicht  homogenen  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung  I.  0.  zwischen  drei  Variabein  die  beiden 
Funktionen  /"j,  f^  so,  daß  jede  von  ihnen  nur  zwei  von  den  Variabein 
enthält,  und  löst  dann  nach  der  abhängigen  Variabein  auf,  so  er- 
scheint diese  allgemeine  Lösung  einer  solchen  Gleichung  in  der  Gestalt 

(1153)  u  =  F{0(f{x,y)),x). 

Von  dieser  Analogie  geleitet  hat  man  auch  das  allgemeine  Integral 
einer  derartigen  Gleichung  II.  0.  zuerst  in  der  Form  gesucht: 

(1 154)  u  =  F{^(f, {X,  y)),  W{f, {x,  y)),  x), 

in  der  F,  f^,  f^  zu  bestimmende,  $,  W  willkürlich  bleibende  Funk- 
tionen ihrer  Argumente  bedeuten  sollten.  Den  einfachsten  Fall  einer 
derartigen  Integration  gab  die  d'Alembert-Eulersche  Form  des  In- 
tegrals der  Differentialgleichung  der  Saitenschwingungen  (482),  bei  der 

(1155)  f,(x,  y)  =  x  +  y,  f^{x,  y)  =  x—y,  F(<P,  W,  x)  =  0  +  W 

war.  Man  erkannte  aber  bald,  daß  eine  derartige  Lösung  nur  in  sehr 
speziellen  Fällen  möglich  ist.  L.  Euler  hat  dann  FäUe  gefunden,  in 
welchen  der  Ausdruck  des  allgemeinen  Integrals  außer  den  beiden 
willkürlichen  Funktionen  0,  W  noch  ihre  ersten  Ableitungen  enthält, 
z.  B.  integTiert  er'^^^)  die  Gleichung  der  kugelförmigen  Flüssigkeits- 
wellen 
(II06)  _=^_+_____ 


1594)  Wegen  der  Integration  durch  Potenzreihen  vergleiche  man  IIA  5,  von 
Weher,  Nr.  1,  p.  296. 

1595)  Berl.  hist.  1759  [66],  p.  210;  Taur,  misc.  2  (1760/61),  p.  8  =  Oeuvres  de 
Lagrange  14,  p.  186.    Umständlicher  bei  Cli.Brooke,  J.  f.  Math.  13  (1835),  p.  260. 
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durch: 

(1157)  rhi  =  0{r  +  t)  —  r^'{r  +  0  +  '^i^ir  —  t)  —  r  W{r  —  t). 

Weiter^^^^)  sucht  er  dann  FäUe,  in  welchen  außer  den  ersten  Ablei- 
tungen noch  höhere  auftreten,  und  kommt  so  schließlich  dazu,  daß 
er  das  Integral  in  Form  einer  unendlichen  Reihe  ansetzt,  die  nach 
den  sukzessiven  Ableitungen  der  willkürlichen  Funktionen  fortschreitet. 
Z.  B.  integriert  er^^^')  die  Gleichung: 
,i,r-a\  S^u        d'u        mhn  —  1) 

(1158)  ^  a7=  =  2^---p-^« 

durch  eine  Reihe: 

(1159)  u=^  Ä„x'"+''0^"Hx-Jrt), 

re  =  l 

die  nur  abbricht,  wenn  ni  eine  negative  ganze  Zahl  ist.  Neben  diese 
Form  des  Integrals  stellt  er  dann  noch  eine  andere,  die  statt  der 
sukzessiven  Ableitungen  der  willkürlichen  Funktionen  ihre  sukzessiven 
Integrale  enthält. ^^"*)  Diese  letztere  ist  dann  namentlich  von  P.  S.  de 
Laplace  benutzt  und  fortgebildet  worden.  Eider  hatte ^^''')  den  allgemei- 
nen Fall  der  linearen  Differentialgleichung  II.  0.  mit  zwei  unabhän- 
gigen Veränderlichen  durch  Einführung  der  in  (1155)  mit  f^,  /!,  be- 
zeichneten Funktionen  als  neue  unabhängige  Variable  auf  die  Form 
reduziert : 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  gibt  Laplace  zunächst'^"")  in 
der  Gestalt: 

(1161)      M  =2  [A(4/'"'  ^{t)dt'^  +  Kit)p"^  'Hs)  ds"] , 

n  =  l 

in  der  $,  ^^  die  willkürlichen  Funktionen  bedeuten,  während  die 
Funktionen  A^^,  B„  sich  in  bestimmter  Weise  durch  sukzessive  Inte- 
grationen aus  den  Koeffizienten  der  Gleichung  ableiten. 


1506)  Taur.  misc.  3  (1702/65),  p    32. 

1597)  Ib.  p.  69;  reproduziert  von  Lacroix,  Traite  2  (1814),  p.  645. 

1598)  Taur.  misc.  3,  p.  184. 

1599)  Instit.  calo.  integr.  3,  Petrop.  1770,  p.  261.  Vgl.  auch  II  A  5,  von  Weher, 
Nr.  53,  p.  384.  Zu  dieser  Reduktion  sowie  zu  weitergehender  auch  für  Falle  von 
3  unabhängigen  Variabein  aber  nur  mit  konstanten  Koeffizienten  vgl.  auch 
S.  Earnshaiv,  Phil.  mag.  (3)  35  (1849),  p.  24. 

1600)  Paris  bist.  1779  [82]  =  Oeuvres  10,  p.  54.  Der  zweite  Bestandteil  der 
Lösung  entsteht  aus  dem  ersten,  indem  man  die  in  diesem  durch  die  willkür- 
lichen Integrationskonstanten  eingeführten  Bestandteile  zusammenfaßt;  so  (für 
den  Fall  M^N=T=0,  i  =  oonst.)  bei  Poisson,  chaleur  p.  147. 
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Für  den  Fall,  daß  die  Koeffizienten  der  Gleichung  nur  die  eine 
unabhängige  Variable  x  nicht  enthalten,  ist  die  Untersucliung  dieser 
Form  des  Integrals  von  Brisson  weitergeführt  worden.  Er  findet'^*"), 
daß  dann  der  die  eine  willkürliche  Funktion  ^  enthaltende  Bestand- 
teil des  Integrals  geschrieben  werden  kann: 

(1162)  «  =  6-2  ^  T^  ^^^  =  '  ^  r  +  da)  5 

71  =  0 

dabei  muß  W  derjenigen   gewöhnlichen  Differentialgleichung  genügen, 
die  aus  der  gegebenen  dadurch  hervorgeht,  daß  man  die  symbolischen 

Potenzen    von   -k-  durch  die  wirklichen  von  «  ersetzt:  und  die  zweite 

ox  ' 

Form  ist  so  zu  verstehen,  daß  nach  Potenzen  von  ^ —  entwickelt  und 
'  da 

dann   diese  Potenzen   durch   die  entsprechenden  höheren  Ableitungen 

von  W  ersetzt  werden  sollen.    Hängen  die  Koeffizienten  der  gegebenen 

Difierentialgleichung  auch  von  der  anderen  Variabein  y  nicht  ab,  so 

kann  Ungleich  exp  (ßy)  genommen  werden,  wo  dann  ß  mit  a  durch 

eine  determinierende  Gleichung  verbunden  sein  muß.    Läßt  sich  diese 

Gleichung  in  lineare  Gleichungen  spalten,  so  entspricht  jedem  solchen 

Faktor  ein  Integral  der  Form^^"-): 

(1163)  u  =  e«^  +  /^y  ^(bx  —  ay); 

und  in  dieser   kann  noch  unbeschadet   der  Allgemeinheit   «  =  0  ge- 
nommen werden. 

Der  Ausnahmefall,  in  welchem  die  Gleichung  nicht  auf  die  Form 
(1160),  sondern  auf  die  Form 

(1164)  0+j/||-f  jv||  +  i.  +  r=o 

gebracht  werden  kann,  entzieht   sich   dieser  Untersuchung;  und   man 


1601)  J.  fic.  polyt.  cah.  14  (1808),  p.  204  (von  1804);  von  p.  226  an  ent- 
sprechende Formeln  für  Differentialgleichungen  mit  mehr  als  zwei  unabhängigen 
Variabein.  Einfachere  Darstellung  im  Nachtrag  von  1807,  p.  254:  Da  die  Ko- 
effizienten der  Ableitungen  von  ${x)  von  der  Wahl  dieser  Funktion  unabhängig 
sind,  so  kann  man  behufs  ihrer  Bestimmung  $(a:)  zu  exp  (ax)  spezialisieren. 

1602)  p  211.  —  Die  von  Brisson  p.  213  speziell  behandelten  Gleichungen 
der  Form 

lasssen  sich  auf  Gleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten   zurückführen,  indem 
man  log  x,  log  y  als  unabhängige  Veränderliche  einführt. 


I^ 
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scheint  in  der  Tat  eine  Zeitlang  geglaubt  zu  haben,  das  allgemeine 
Integral  lasse  sich  in  diesem  Fall  überhaupt  nicht  so  darstellen,  daß 
eine  willkürliche  Funktion  explizite  in  ihm  auftritt.  Erst  P.  PaoZ*'""') 
hat  wenigstens  für  die  Voraussetzungen,  daß  T^O,  die  andern  Koeffi- 
zienten konstant  sind,  eine  zu  (1162)  analoge  Darstellung  gegeben.  Er 
gibt  das  Integral  zunächst  in  der  Form: 

(1165)  ,=2^  { J„(^)a>W(0  -i-B^(x)^P("\i)}- 

77=0 

die  A^,  B^^  bestimmen  sich  dabei  analog  wie  oben  durch  sukzessive 
Integrationen,  ausgehend  von 

(1166)  A,ix)  =  e"-^,     B,(x)  =  e'^, 
wenn  a,  ß  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

(1167)  u^+Ma-\-L  =  0 

bedeuten.  Sind  diese  einander  gleich,  so  ist  -BqW  ^  ^^""^  ^^  nehmen, 
und  man  erhält  dann  einfach^®**): 

(.168)       .  =  e-  Jl^; J  m.K>)  + 1^;  ^.-.wl, 

also  dasselbe  Resultat,  wie  wenn  man  nach  Abspaltung  des  Faktors 
e"^  den  andern  Faktor  nach  Potenzen  von  x  entwickelt  hätte.  An- 
dererseits könne  man  zu  solchen  Entwicklungen  auch  von  der  Be- 
merkung aus  gelangen,  daß  der  Gleichung  durch  6»'^  +  »'  genügt  werde, 
wenn  m  und  n  durch  die  Gleichung  m^  -j-  Mm  -)-  Nn  +  i  =  0  ver- 
bunden sind'*"^);  wenn  man  hier  e'"^  nach  Potenzen  von  n  in  die  Reihe 
'^C/^n''  entwickle,  so  erhalte  man  ein  Integral  der  Form 

k 

(1169)  2  An''e"'=^  A-*'*'(0>  (^(«  =  e"0; 

und  da  dieses  der  Gleichung  für  jedes  n  genüge,  wenn  ^(J)  den  an- 
gegebenen Wert  habe,  so  müsse  es  ihr  auch  genügen,  wenn  man  statt 
dessen  eine  beliebige  Funktion  ^(f)  setze.  Die  zweite  Wurzel  der 
Gleichung  für  m  gebe  eine  zweite  Lösung  mit  einer  zweiten  willkür- 
lichen Funktion.  Näher  liege  es,  umgekehrt  e"'  nach  Potenzen  von  m 
zu  entwickeln;  aber  er  meint,  dann  erhalte  man  nicht  das  allgemeine 
Integral,  da  nur  eine  willkürliche  Funktion  auftrete. 


1603)  Mem.  soc.  ital.  10  (1803),  p.  251. 

1604)  p.  256. 

1605)  p.  257.    Er  beruft  sich  p.  258  ohne  nähere  Angabe  auf  Andeutungen 
Condorcets.     Für  o:  =  (J  p.  260. 
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68.  Allgemeines  über  Integration  durcli  Reihen  von  Elemen- 
tarlösungen. Mit  dieser  letzten  Formulierung  mündet  der  in  der 
vorigen  Nummer  verfolgte  Gedankengang  in  einen  andern  ein,  der 
von  den  in  Nr.  26  besprochenen  Untersuchungen  ausgeht.  Diese 
haben  zu  folgendem  allgemeinen  Ansatz  für  die  Behandlung  von  Pro- 
blemen der  Schwingungen  kontinuierlicher  Systeme  geführt:  man  be- 
stimme zuerst,  physikalisch  zu  reden,  „einfache  harmonische  Schwin- 
gungen", d.  h.  mathematisch  zu  reden,  partikuläre  Integi-ale  der  Diffe- 
rentialgleichung in  der  Gestalt  von  Produkten,  deren  einer  Faktor 
eine  trigonometrische  Funktion  —  Sinus  oder  Kosinus  — ■  der  noch 
mit  einer  Frequenzzahl  multiplizierten  Zeit,  der  andere  eine  trigono- 
metrische Funktion  der  Raumkoordinaten  ist.  Man  bemerkte  auch 
bald'^"^),  daß  der  scheinbar  allgemeinere  Ansatz:  „m  gleich  dem  Pro- 
dukt aus  einer  Funktion  der  Zeit  allein  in  eine  Funktion  der  Raum- 
koordinaten allein"  nicht  weiter  führt;  wird  ein  derartiger  Ausdruck 
in  die  Differentialgleichung  eingesetzt,  so  kann  sie  so  umgeschrieben 
werden,  daß  auf  der  einen  Seite  nur  Größen  stehen,  die  vom  Orte, 
auf  der  andern  nur  solche,  die  von  der  Zeit  unabhängig  sind;  und 
eine  solche  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  beide  Seiten  weder 
vom  Orte,  noch  von  der  Zeit  abhängen.  So  erkennt  man,  daß  jeder 
der  beiden  Faktoren  eines  solchen  partikulären  Integrals  für  sich 
einer  Differentialgleichung  genügen  muß.  Die  Gleichung  für  den  von 
der  Zeit  abhängigen  Faktor  läßt  sich  in  denjenigen  Fällen,  mit  wel- 
chen wir  es  hier  zu  tun  haben,  nur  durch  Exponentialfunktionen  der 
je  nach  Umständen  mit  einer  reellen  oder  rein  imaginären  Konstanten 
multiplizierten  Zeit  befriedigen.  Der  andere  Faktor  muß  dann  der- 
jenigen Differentialgleichung  genügen,  die  aus  der  gegebenen  dadurch 

hervorgeht,   daß   man   die   Differentialsymbole  ^—  durch   die  entspre- 
chenden Potenzen  jener  Konstanten  ersetzt.^™') 

Enthält  dieser  andere  Faktor  noch  mehrere  unabhängige  Variable 
(mehrere  Raumkoordinaten),  so  kann  man  auf  ihn  dasselbe  Verfahren 
nochmals  anwenden:  Man  kann  versuchen,  der  Differentialgleichung, 
die  er  erfüllen  muß,  durch  ein  Produkt  von  B'unktiouen  zu  genügen, 
deren  jede  nur  von  einem  Teil  der  Raumkoordinaten  abhängt.  Wenn 
das  überhaupt  möglich   ist,   muß  jede   dieser   Funktionen  wieder  für 


1606)  So  bei  L.  Euler,  Petrop.  n.  comm.  10  (1764[66]),  p.  247;  dann  bei 
J.  Fourier,  Theorie  Nr.  167  =  Oeuvres  1,  p.  145. 

1607)  Diese  Foi-mulierung  (nur  mit  Vertauschung  von  Raum  und  Zeit)  bei 
A.  Cauchy,  J.  Ec.  poljt.  cah.  l'J  (1823),  p.  546  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  310;  die  Sache 
selbst  ist  schon  vorher  bekannt  gewesen. 
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sich  einer  DifFerentialgleichung  genügen.  Dieses  Verfahren  ist  zuerst 
von  L.  Etder^^°^)  bei  Gelegenheit  des  Problems  der  Schwingungen  einer 
Membran  benutzt  worden,  dann  von  Jakob  II  Bernoulli^''''^)  bei  dem 
Versuch,  die  Schwingungen  einer  Platte  in  Angriif  zu  nehmen,  von 
Ä.  31.  Legendre^^^"),  in  der  Potentialtheorie,  wo  es  auf  Entwicklungen 
nach  Kugelfunktionen  führt;  endlich  in  der  Theorie  der  stationären 
Wärmeströmung  bei  P.  S.  de  Laplace^^^^)  und  bei  J.  Fourier^^^-).  Eine 
derartige  Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung,  die  als  Produkt 
von  Funktionen  von  nur  je  einer  Variabein  erscheint,  soll  im  folgen- 
den als  eine  Elementarlösung  bezeichnet  werden. ^^'^) 

Hat  die  vorgelegte  Diffentialgleichung  konstante  Koeffizienten,  so 
gilt  dasselbe  von  den  einzelnen  gewöhnlichen  Differentialgleichungen, 
die  bei  diesem  Verfahren  die  einzelnen  Faktoren  der  Elementarlösung 
bestimmen;  jeder  dieser  Gleichungen  wird  also  wieder  durch  Expo- 
nentialfunktionen (reellen  oder  imaginären  Arguments)  genügt,  und 
die  Elementarlösung  selbst  erscheint  dann  in  der  Form: 

(1170)  exp  {at  J^  ßx  +  yy  +  ■  ■  ■). 

Die  Koeffizienten  «,  ß,  y, . .  .  sind  dabei  durch  eine  algebraische  Glei- 
chung („aequatio  vicaria")  verbunden,  die  aus  der  gegebeneu  Differen- 
tialgleichung dadurch  hervorgeht,  daß  man  die  Ableitungen  der  zu 
bestimmenden  Funktion  durch  die  entsprechenden  Produkte  von  Po- 
tenzen dieser  Koeffizienten  ersetzt.  Diese  Formulierung  erscheint  für 
die  Gleichung 

bei  L.  Euler^^^^),  für  andere  Gleichungen  mit  nur  zwei  unabhängigen 
Veränderlichen  gelegentlich  bei  P.  Paoli^^^^)   und  bei  B.  Brisson^^^^), 


1G08)  Petrop.  n.  comm.  10  (1764  [6G]),  p.  247  für  kartesische,  p.  255  für  Polar- 
koordinaten. Vgl.  auch  seinen  Brief  an  Lagrange  von  1759,  Oeuvres  de  Lagrange 
14,  p.  164. 

1609)  Petrop.  n.  acta  1787  [89],  p.  197. 

1610)  Paris  hist.  1789  [an  11],  p.  426  (von  17'J0);  vgl.  im  übrigen  II  A  5, 
Wangerin,  Nr.  11,  p.  711. 

1611)  Bull,  philomat.  1820,  p.  84  =  Oeuvres  13,  p.  213;  Connaiss.  des  temps 
pour  1823  [20],  p.  250;  Me'canique  Celeste,  Livre  11,  Paris  1823  =  Oeuvres  5,  p.  88. 

1612)  Theorie  Nr.  167  :=  Oeuvres  1,  p.  145  (nicht  in  der  Preisschrift  von  1811). 

1613)  Im  Anschluß  an  die  Terminologie  einer  Vorlesung  von  F.  Klein, 
1889/90.  Bei  Fouritr  (Theorie  Nr.  428,  7°=  Oeuvres  1,  p.  528)  findet  sich  ein- 
mal der  Ausdruck  „Mouvements  simples"  in  diesem  Sinne  gebraucht. 

1614)  Instit.  calc.  integr.  3,  Petrop.  17,  p.  222. 

1615)  Mem.  soc.  ital.  10  (1803),  p.  257.  Er  beruft  sich  p.  258  ohne  nähere 
Angabe  auf  Andeutungen  Condorcets. 
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allgemein  in  einer  nachgelassenen  Abhandlung  von  L.  Euler^^'-'^).  Dann 
bei  Foiirier  an  vielen  Stellen  der  Theorie  de  la  chaleur.^*^*)  Auch 
S.  D.  Poisson  geht  bei  seinen  Untersuchungen  regelmäßige*'^)  von  ihr 
aus,  soweit  er  nicht  das  in  Nr.  73  zu  besprechende  Verfahren  ver- 
wendet. Auch  G.  G.  Stohes  glaubt  noch  an  die  Allgemeinheit  der  so 
erhaltenen  Lösung.'*^")  In  die  Lehrbücherliteratur  ist  diese  Auffassung 
von  C.  B.  Navier  eingeführt  worden'^-'),  dann  auch  von  J.  M.  C. 
DuhaineP"^'-)  und  Ä.  Cournot'^-'). 

Was  übrigens  die  Frage  betrifft,  ob  der  Zerlegung  des  mathe- 
matischen Ausdrucks  für  die  Schwingung  in  die  einzelnen  Glieder  der 
Reihe  die  physiologische  Zerlegung  eines  zusammengesetzten  Tones 
in  seinen  Grundton  und  dessen  harmonische  Obertöne  durch  das  Ohr 
entspricht,  so  ist  diese  Frage  schon  von  D.  BernouUi^^-^)  bejaht,  da- 
gegen von  d'Alembert^^"'"),  von  Lagrange^^-'')  und  noch  später  von 
J.  M.  C.  DiüiameP^-'' )  verneint  worden.  Später  gibt  Duhamel  weitere 
Ausführungen. e^-^) 

69.  Ausgezeichnete  Lösungen  und  Eigenfunktionen.   Der  in  der 

vorigen  Nummer  besprochene  Ansatz  gibt  noch  keinen  Aufschluß 
darüber,  welche  Werte   der   dort  noch  unbestimmt  bleibenden   Para- 


1616)  J.  tc.  polyt.  cah.  14  (ISOi),  p.  220.  Er  meint  selbst  dazu  (p.  221):  Aus 
der  Tatsache ,  daß  sich  das  allgemeine  Integral  als  eine  Summe  solcher  Parti- 
kularlösungen darstellen  lasse,  erklare  sich,  daß  D.  Bernoulli  aus  seiner  Form 
der  Lösung  des  Problems  der  Saitenschwingungen  alle  physikalisch  interessanten 
Eigenschaften  dieser  Erscheinung  ebenso  vollständig  habe  ableiten  können  wie 
d'Alembert  und  Euler  aus  der  ihrigen. 

1617)  Petersb.  Mem.  4  (1811  [13]),  p.  iö  (von  1779). 

1618)  Vgl.  namentlich  die  allgemeine  Ausdehnung  Nr.  428,  Oeuvres  1,  p.  526. 

1619)  Bull,  philomat.  1815,  p.  164;  1817,  p.  183;  1822,  p.  81;  Paris  Me'm.  1 
(1816  [18])  p.  83;  3  (1818[20]),  p.  171;  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  870;  Meea- 
nique  (2)  p.  353;  Chaleur  p.  303,  381. 

1620)  Cambr.  Trans.  7s  (1842),  p.  442  =  papers  1,  p.  4;  auch  ib.  8^  (1847), 
p,  444  =  1,  p.  202. 

1621)  Le9ons  2  (1840),  p.  149. 

1622)  Cours  d' Analyse  2  (1840),  p.  179. 

1623)  Theorie  des  fonctions  2  (1841),  p.  401,  402. 

1624)  Berl.  bist.  1753L55],  p.  152,  188. 

1625)  Opuscules  math.  1,  Paris  1761,  p.  61. 

1626)  Taur.  misc.  1  =  Oeuvres  1,  p.  141. 

1627)  Paris  C.  R.  10  (1840),  p.  13.  Er  glaubte  experimentell  festgestellt  zu 
haben,  daß  eine  Saite  oder  Platte,  wenn  sie  einen  zusammengesetzten  Klang 
hören  lasse,  in  Teile  zerfalle,  von  denen  jeder  mit  einer  anderen  Schwingungs- 
zahl schwinge. 

1628)  Ib.  27  (1848),  p.  457;  Phil.  Mag.  (3)  34  (1849),  p.  415;  Ann.  chim.  phys. 
(1848),  p.  45.     Er  schrieb  die  Idee  Saveur  zu. 
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meter  zur  Bildung  der  Elementarlösungen  benutzt  werden  sollen;  das 
kann  erst  entschieden  werden,  wenn  noch  weitere  Bedingungen  ge- 
geben sind.'^^'')  Reden  wir  zunächst  nur  von  Gleichungen  mit  zwei 
unabhängigen  Variabein  x,  t,  so  kommt  vor  allem  der  Fall  in  Frage, 
daß  die  Bedingungen  folgendermaßen  lauten:  Für  alle  oder  doch  alle 
positiven  Werte  der  eiaen  Variabein  t  und  für  zwei  verschiedene  Werte 
der  andern,  sagen  wir  x  =  0  und  x  =  a  soU 

entweder  m  =  0  sein  (erste  Randbedingung),'^^") 

oder  ^  =  0  (zweite  Randbedingung), 
oder  Am  +  ö—  =  0  (dritte  Randbedingung), 

oder  endlich  es  soU: 

fdu\  /du 


/8u\       ^  ldu\ 


sein  (Periodizitätsbedingung).  (Dabei  können  die  drei  ersten  Bedin- 
gungen an  den  beiden  Endpunkten  beliebig  miteinander  kombiniert 
sein,  und  es  kann  auch,  wenn  an  beiden  Enden  die  dritte  Bedingung 
gilt,  die  Konstante  h  an  ihnen  verschiedene  Werte  haben.)  Man  kann 
dann  nämlich  die  Elementarlösungen  so  wählen,  daß  sie  einzeln  diesen 
Bedingungen  genügen.  Die  so  fixierten  Elementarlösungen  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  nennt  man  wohl  die  zu  den  betreffenden 
Nebenbediugungen  gehörenden  ausgezeichneten  Lösungen;  die  in  ihnen 
enthaltenen  nur  von  x  abhängenden  Faktoren  neuerdings  die  Eigen- 
funJctionen^^^^)  des  Problems.  Als  solche  Eigenfunktionen  ergeben  sich 
in  den  einzelnen  Fällen  die  folgenden: 


1629)  Ganz  unklar  sind  die  Auseinandersetzungen,  durch  die  J.Challis,  ohne 
von  Grenzbedingungen  zu  reden,  dartnn  will,  daß  sin  nx  „die  primäre  Form" 
für  die  Integration  der  Gleichung  der  Saitenschwingungen  sei  (Phil.  mag.  2,  6 
(1829),  p.  299,  Cambr.  trans.  83,  1830,  p.  280;  vgl.  auch  das  Referat  Bull.  F(5- 
russac  16  (1831),  p.  237).  Über  die  Integration  partieller  Differentialgleichungen 
durch  trigonometrische  Reihen  vgl.  auch  die  Darstellung  bei  A.  Cournot,  Theorie 
des  fonctions  2  (1841),  p.  411. 

1630)  Der  FaU,  daß  an  beiden  Enden  die  Bedingung  u  =  einer  von  0  ver- 
schiedenen Konstanten  h  vorgeschrieben  ist,  läßt  sich,  wenn  die  Differential- 
gleichung die  Funktion  nicht  selbst,  sondern  nur  ihre  Ableitungen  enthält,  durch 
die  Substitution  von  u  —  6  als  neuer  Unbekannten  auf  den  im  Text  behandelten 
zurückführen.  Der  Fall,  daß  m  an  beiden  Enden  verschiedenen  Konstanten  gleich 
sein  soll,  läßt  sich  mit  Hilfe  des  Superpositionsprinzips  reduzieren,  indem  man 
erst  eine  von  t  unabhängige  Lösung  sucht  die  dieser  Bedingung  genügt;  so  bei 
G.S.Ohm,  Die  galvanische  Kette,  Berlin  1827  (=  Ges.  Abb.  p.l49),  und  bei  Poisson, 
chaleur  p.  271. 

1631)  Wohl  von  D.  Eilbert  zuerst  eingeführt,  Gott.  Nachr.  1904,  p.  51.    Die 
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Für  X  ^  0  und  für  x  =  n  der  ersten  Randbedingung  genügt 
sin  nx,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist. 

Für  a;  =  0  und  für  x  =  n  der  zweiten  Randbedingung  genügt 
cos  nx,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist. 

Für  a;  =  0  der  ersten ,  für  x  =  ;r  der  zweiten  Randbedingung 
genügt  sin  nx,  wenn  h  ein  ungerades  Vielfaches  von  ^  ist.^^'^) 

Für  X  =  0  der  zweiten,  für  x  =  7t  der  ersten  Randbedingung 
genügt  cos  nx,  wenn  n  ein  ungerades  Vielfaches  von  ^-  ist. 

Für  X  =  0  der  ersten,  für  x  =  1  der  dritten  Randbedingung 
genügt  sin  A,,x,  wenn  l  eine  Wurzel  der  determinierenden  Gleichung 
(683)  ist. 

Für  X  =  0  der  zweiten,  für  x  =  1  der  dritten  Randbedingung 
genügt  cos  X^x,  wenn  A^  eine  Wurzel  derselben  Gleichung  ist. 

Für  X  =  1  der  dritten  Randbedingung  mit  einem  Wert  27^2  der 
Konstanten  h,  für  x  ^  0  derselben  Bedingung,  aber  mit  einem  andern 
Wert  —  2/(i  der  Konstanten  genügt  der  Ausdruck  (682),  wenn  X^ 
eine  Wurzel  der  Gleichung  (680)  ist. 

Der  Periodizitätsbedingung  für  a  =  27t  genügt  der  Ausdruck 
A  cos  nx  -f-  J5  sin  nx,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  welches  auch  das 
Verhältnis  der  beiden  Konstanten  A,  B  ist. 

Bei  andern  Aufgaben  treten  noch  kompliziertere  Randbedingungen 
oder  auch  „Ubergangsbedingungen"  d.  h.  Bedingungen  an  einer  inne- 
ren Stelle  des  Intervalls  auf;  soweit  man  dann  überhaupt  noch  mit 
trigonometrischen  Funktionen  zu  tun  hat,  kommen  die  in  Nr.  43 
erwähnten  determinierenden  Gleichungen  und  Eigenfunktionen  in  Be- 
tracht, ^^^s) 


Eigenfunktionen  sind  durch  ihre  Definition  im  allgemeinen  nur  bis  auf  einen 
konstanten  Faktor  bestimmt;  es  ist  bei  den  trigonometrischen  Funktionen  nicht 
wie  bei  allgemeineren  bequem,  diesen  Faktor  durch  die  Forderung  festzulegen, 
daß  die  Integrale  der  Quadrate  der  Eigenfunktionen,  genommen  über  das  in 
Betracht  kommende  Intervall,  alle  den  Wert  1  bekommen. 

1632)  So  z.  B.  bei  Navier,  Bull,  philomat.  1825,  p.  180;  bei  Poisson,  Meca- 
nique  2,  p.  .321. 

1633)  Soll  z.  B.  die  Gleichung 


=  a-(7j— j — rf- — f\     für    h—k<Cx<Ch, 
=  a,'(|^-ri=-J')     für    h<x<h  +  l 


dt- 


unter  den  Übergangsbedingungen 

du      dv         1     du        1       dv 
ox      ox       o'     dt       Ol        dt 
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Verschiebung  des  Anfangspxinkts  der  Koordinaten  und  Verände- 
rung des  Maßstabes  ändert  die  Form  der  Eigenfunktionen.  Wird  z.  B. 
( —  -^  •  •  •  +  ir)  '^^^  ^'^^  Intervall  genommen,  an  dessen  beiden  Enden 
die  erste  Bedingung  erfüllt  sein  soU,  so  treten  die  Kosinus  der  un- 
geraden und  die  Sinus  der  geraden  Vielfachen  des  Arguments  als 
Eigenfunktionen  auf.'^'*) 

Unter  Umständen  fäUt  ein  Teil  der  Eigenfunktionen  dadurch 
weg,  daß  noch  Symmetriebedingungen  auftreten;  so  kommen,  wenn  in 
dem  eben  angeführten  Fall  verlangt  wird,  daß  man  nur  mit  geraden 
Funktionen  des  Arguments  zu  tun  haben  will,  nur  die  Kosinus  der 
ungeraden  Vielfachen  des  Arguments  in  Frage.'^^^) 


und  den  Randbedingungen 

-^  -  =  0     für     x  =  h  —  k 
cx 

dv 

VT—  =  0     für     X  =  h  -\-l 

CX 

integriert  werden,  so  besteht  das  ausgezeichnete  Lösungssystem  aus  2  Funktionen, 
von  denen  die  eine  für  das  eine,  die  andere  für  das  andere  Intervall  gilt.  Aus- 
gezeichnete Lösung  ist  nach  Poisson  (Paris  mem.  10  (1831),  p.  323  (von  1823)): 

u  =  a'{A  coalt  -\-  B  sinXt)  cobü|,  cos  (Ix  -f-  1^'  —  if']i 
t!  =  Ol'  (.1  cosXt  -j-  B  sinXt)  cosk^  cos  (|jX  —  Ij  Z  —  li'Oi 
wobei  X,  I,  Ij  den  Gleichungen 

r  =  a=(i«  +  7i=  +  n  =  o.=(li'  +  '!i'  +  fr)- 

a'l  cosZIi  sink^  -\-  a^^^^  sinZ|,  cosA'l  =  0 
genügen  müssen.     Vgl.  Note  1714. 

1634)  So  bei  dem  von  J.  J.  Fourier  (Paris  Mem.  4  (1819/20  [24])  (Preis- 
schrift von  1811),  p.  250;  Theorie  de  la  ehaleur  Nr.  166  =  Oeuvres  1,  p.  144)  be- 
handelten Problem  der  stationären  M'^ärmeströmung  in  einem  rechteckigen  Strei- 
fen, d.  h.  der  Integration  der  Differentialgleichung 

dx'  ^"  dy' 
für  das  Gebiet  0  <;  y  •<  Jt,  a;  ]>  0,  wobei  x  dieselbe  Rolle  spielt  wie  im  Text  t. 
—  Bei  dem  Problem  der  Wasserwellen  mit  einer  Raumkoordinate,  d.  h.  der  In- 
tegration der  Gleichung 

du*    .    2*«  _ 

dt*  "■"  dx-  ~    ' 

sind  die  Elementarlösungen  exp  (+"/!*)  cos  Ix,  exp  (+1/1 1)  sin  Xx  durch  die 
Bedingung  der  Endlichkeit  bei  t  =  -f-  co  ausgeschlossen;  die  mit  dem  Faktor 
exp  ( —  y  it)  lassen  sich  nur  durch  gleichzeitige  Berücksichtigung  der  Ausbrei- 
tung der  Wellen  in  die  Tiefe  ausscheiden  {Ä.  Cauchy,  Paria  Mem.  1  (1827)  (von 
1815)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  58). 

1635)  Vgl.  Note  495.  Durch  Rechnen  mit  Symbolen  abgeleitet  von  D.  F. 
Gregory,  Cambr.  math.  j.  1,  (2.  Aufl.  1846),  p.  116. 
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Der  von  t  abhängige  Faktor,  der  mit  der  Eigenfunktion  zusam- 
men die  ausgezeichnete  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
bildet,  enthält  je  nach  der  Ordining  der  höchsten  in  letzterer  auf- 
tretenden Ableitung  nach  t  noch  eine  oder  mehrere  willkürliche  Kon- 
stante, und  zwar  in  denjenigen  Fällen,  mit  welchen  wir  hier  zu  tun 
haben,  linear.  Unter  Umständen  bestimmt  sich  ein  Teil  von  diesen 
durch  die  Forderung,  daß  die  ausgezeichnete  Lösung  bei  t  =  <3o  end- 
lich bleiben  soll.^^^*)  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  kann  man  einen  Teil 
der  konstanten  Faktoren  mit  in  die  Definition  der  partikulären  Inte- 
grale (p^,  il'^  so  hineinnehmeu,  daß  diese  den  Anfangsbedingungen 

(p„(0)  =  i,  9,;(o)  =  o,... 
i'„{0)  =  0,  i/;;(0)  =  1, . . . 


genügen.  Aus  den  so  gebildeten  Partikularlösungen  kann  dann  eine 
allgemeinere  in  der  Form 

■t— 1  fcosl 

(1172)  2[A'Pn{i)+I^ni'n(i)  +  "  '  '  J  {  ^in  P«  ^ 

zusammengesetzt  werden;  und  zwar  ohne  weiteres,  wenn  die  Anzahl 
der  Glieder  der  Summe  eine  endliche  ist,  während  bei  einer  un- 
endlichen Reihe  die  Bedingung,  daß  sie  hinlänglich  oft  gliedweise  diffe- 
rentiiert  werden  darf,  ausdrücklich  in  die  Voraussetzungen  mit  aufzu- 
nehmen ist.  Soll  dann  eine  Lösung  der  Form  (1172)  so  bestimmt 
werden,  daß  den  „Anfangsbedingungen" 

genügt  wird,  so  verlangt  das,  daß  die  Funktionen  f^,  t\,---  in  Reihen 
der  Form 

(1174)    ^  =  y^p°^U„.,  f.^yBr.%.,... 

entwickelt  werden,  worüber  nach  den  Sätzen  des  ersten  Teils  zu  ent- 
scheiden ist. 

Die  Idee  dieser  Methode  nicht  nur,   sondern   auch   die    klare  Er- 
kenntnis ihrer  prinzipiellen  Wichtigkeit  gehört  D.  Bernoulli^^^'')]  wirk- 


1636)  So  in  dem  P.  [Poisson]  gezeichneten  Referat  über  Fouriera  Abhandlung 
von  1807,  Bull,  philomat.  1  (1808),  p.  114  =-  Oeuvres  de  Fourier  2,  p.  218;  dann 
in  der  Preisschrift  von  1811,  Paris  Mem.  4  (1819/20  [24]),  p.  253  und  Theorie 
Nr.  168  =  Oeuvres  1,  p.  145.     Vgl.  übrigens  Note  581. 

1637)  Vgl.    die    in    Nr.  26    zitierten    Stellen ,    namentlich    die    Wendungen 


1184     II  A  12.    H.  Burkhardt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 

lieh  verwendbar  ist  sie  aber  erst  geworden,  seitdem  J.  J.  Fourier^^^^) 
einerseits  durch  Heranziehung  der  bereits  von  anderen  Gedankenketten 
her  bekannten  Entwicklungen  spezieller  Funktionen  in  trigonometri- 
sche Reihen  ihie  Brauchbarkeit  zur  Lösung  spezieller  Aufgaben,  an- 
dererseits durch  Heranziehung  der  ebenfalls  bereits  vorhandenen  Dar- 
stellung der  Koeffizienten  solcher  Entwicklungen  durch  bestimmte 
Integrale  ihre  allgemeine  Tragweite  dargetan  hat.'**^j 

Wieweit  Fourier  dabei  etwa  von  dem  Vorbild  der  Laplaceschen 
Theorie  der  Entwicklung  einer  Funktion  des  Ortes  auf  der  Kugel 
nach  Kugelfunktionen  beeinflußt  war,  wird  sich  um  so  weniger  sagen 
lassen,  als  Laplace  in  seinen  früheren  Arbeiten ^^'')  betreffend  den 
Grad  der  Allgemeinheit  dieser  Entwicklungen  sich  immer  nur  sehr 
unbestimmt  ausgedrückt  und  erst*^')  nach  dem  Bekanntwerden  von 
Fouriers  Untersuchungen  einen  Beweis  der  Konvergenz  der  Reihe  zu 
geben  wenigstens  versucht  hat. 

Zur  Behandlung  nichtlinearer  Differentialgleichungen  nach  dieser 
Methode  hat  bereits  G.  Libri^^-)  einen  Anfang  gemacht,  und  zwar 
für  das  Wärmeleitungsproblem,  wenn  nicht  das  Newtonsche,  sondern 
das  Dulong-Petitsche  Erkaltungsgesetz  angenommen  wird.  Für  den 
Fall  eines  linearen  Leiters  ist  dann  die  Differentialgleichung 

zu  integrieren;  indem  er  annimmt,  d  sei  eine  kleine  Größe  und  die 
Lösung  lasse  sich  nach  Potenzen  von  ihr  entwickeln,  erhält  er  für  die 
einzelnen  Glieder  dieser  Entwicklung  lineare  Gleichungen.  Die  Art, 
wie  er  diese  integriert  und  die  auftretenden  willkürlichen  Funktionen 
dem  Anfangszustand  entsprechend  bestimmt,  ist  von  Ph.  Kelland^^^) 

Berl.  hist.  1763  [55],  p.  195  „cette  nouvelle  verite  de  la  physique  mechanique" 
und  Petrop.  n.  comm.  (19)  1774,  p.  239  „non  haesito  principium,  de  quo  hie 
sermo  est  .  .  .  inter  utilissima  referre  theoremata  physico-mechanica". 

1638)  Vgl.  namentlich  die  allgemeinen  Auseinandersetzungen  Theorie  Nr.  428  = 
Oeuvres  1,  p.  526. 

1639)  Mit  Ausnahme  der  Entwicklungen  von  cos  x  nach  den  Sinus  und  von 
sin  X  nach  den  Kosinus  der  Vielfachen  von  x  waren  alle  speziellen  Entwick- 
lungen Fouriers  entweder  geradezu  vorher  schon  bekannt  oder  ließen  sich  doch 
aus  schon  bekannten  durch  einfache  Kombinationen  ableiten. 

1640)  Vgl.  die  Zusammenstellung  der  in  Betracht  kommenden  Stellen  des 
Jahresber.  d.  Math.  10  (1908),  p.  373. 

1641)  Paris  Mem.  2  (1817/19)  (von  1818)  und  damit  fast  wörtlich  überein- 
stimmend Mec.  cel.  livre  11,  Paris  1823  (Oeuvres  12,  p.  430;  5,  p.  43). 

1042)  J.  f.  Math.  7  (1831),  p.  116.  Frühere  Veröffentlichungen  Libris  (Pisa 
1827;  Florenz  1829)  waren  mir  nicht  zugänglich. 

1643)  Heat,  Cambr.  1837,  p.  70.     Kelland  findet,  bei  Libri   sei   das   Super- 
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und  von  J.  Liouville^^^^),  dem  C.  H.  Sturm  ^^*^)  beistimmt,  kritisiert 
worden. 

Unter  andern  Grenzbedingungen   sind  andere  Elementarlösungen 
zu  benutzen.     Soll  z.  B.  die  Wärmeleitungsgleichung 

unter  den  Grenzbedingungen 

u  =  (p  (t)  für  X  =  0,     und  u  ^  0  für  a;  =  +  oo 

integriert  werden,  so  können  als  Elementarlösungen  die  folgenden 
dienen: 

(1176)  e-^'^"P°'l(2«<-xy«); 

(sinj 

sie  geben  aus  (1170)  durch  Einführung  eines  komplexen  Parameters 
hervor.     Läßt  sich  dann  die  Funktion  (p(t)  in  eine  Reihe 

(1177)  ^(•;)=2(A  cos2nt  +  B„  sin2«0 
entwickelu,  so  ist  die  zugehörige  Lösung: 

(1178)  u  =^ e'"^"  {Ä^cos{2nt  —  x/n)  +  B^8in{2nt  — xYn)]- 

Auf  diesem  Resultat  Fouriers^^*^)  beruhen  die  Untersuchungen  über 
das  Eindringen  der  täglichen  und  jährlichen  Temperaturschwankungen 
in  den  Erdboden. 


Positionsprinzip  unrichtigerweise  für  die  Lösungen  einer  nicht  linearen  Differen- 
tialgleichung in  Anspruch  genommen. 

1644)  J.  de  math.  3  (1838),  p.  350;  Ankündigung  Paris  C.  R.  6  (1838),  p.  240. 
Liouville  findet  es  nicht  zulässig,  daß  Libri  die  Glieder,  die  ä  zum  Faktor 
haben,  benutzt,  um  die  Lösung  dem  vorgegebenen  Anfangszustand  anzupassen; 
wenn  man  das  tue,  könne  man  diese  Glieder  nicht  mehr  als  klein  gegen  die 
von  ä  freien  behandeln.  Libri  bestreitet  das  (ib.  Paris  C.  R.  8  (1839),  p.  740); 
im  übrigen  bringt  die  sich  anschließende ,  auch  auf  andere  Fragen  sich  bezie- 
hende Polemik  zwischen  ihm  (ib.  p.  789,  798)  und  Liouville  (ib.  p.  796)  zu  der 
vorliegenden  sachlich  nichts  Weiteres  bei.  —  Biot  hatte  die  Teilnahme  an  der 
zur  Berichterstattung  über  Liouvilles  Note  eingesetzten  Kommission  abgelehnt 
(ib.   6  (1838),  p.  249). 

1645)  Paris  C.  R.  8  (1839),  p.  788. 

1646)  Paris  Mem.  5  (1821/22  [26])  =  Oeuvres  2,  p  8  (Preisschrift  von  1811). 
Reproduziert  von  Ph.  Kelland,  Theorie  of  heat  p.  126.  Ebenso  bei  Poisson,  J. 
Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  73,  78;  Conn.  des  temps  pour  1827  [24],  p.  30.5.  Später, 
chaleur  p.  827  sagt  Poisson  von  diesem  Verfahren:  de  procede  le  plus  directe... 
est  celni  que  j'ai  suivi  et  auquel  on  a  cherche  .  .  .  difficulte.».  Geht  das  auf 
Duhamel  oder  auf  Dirichlet? 
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Dieselben    Elementarlösungen    können    auch    gebraucht    werden, 
wenn  die  Wärmeleitungsgleichung  unter  den  Bedingungen 

„—  =  /i  (m  —  95  (0)     für     X  =  0,     u  =  0     für     x  =  ao 

integriert  werden  soU.     Die  Lösung  ist  dann: 

(1179)  M  =  7*2^^^%^^  [A,  cos  (2w<  —  a-]/^  —  O  + -B„  sin  (2h ;  —  x/m - 

wobei: 
DJ  =  2n  +  2h yü  +  h\     Z>„  cos£„  =  /j  +  Yti,     D„  sin  £„  =  /w ; 

das  hat  Poisson^^^"')  von  der  Lösung  einer  analogen  Aufgabe  für  die 
Kugel  mit  Hilfe  von  Entwicklungen  nach  Kugelfunktionen  ausgehend 
durch  einen  Grenzübergang  gefunden;  W.  Thomson  Lord  Kelvin  veri- 
fiziert es^**^)  durch  Benutzung  der  Laplaceschen  Form  der  Lösung 
und  des  Spiegelungsprinzips. 

Für  verschiedene  andere  Fälle  finden  sich  Elementarlösungen  bei 
G.  G.  StoJces^^*^)  angegeben.    So  hat  er  für  die  Potentialgleichung 

(1180)  S+If=^ 

die  allgemeinere  Lösung  als  exp  (ax  -\-  ßy): 

(1181)  exp  (/3a;  —  ay)  ■  cos  (ax -\- ßy) 
und  für  ihre  Transformierte  in  Polarkoordinaten: 

(1182)  *•'"  •  e"®  (cos wo  —  n logr). 

Weiter  ^''^'')  gibt  er  die  Lösung  derselben  Gleichung  unter  den  Grenz- 


bedingungen: 

—^  ==  0     für     X  =  0     und     x  =  a, 

durch 

l^  =  x-^  für  y  =  0,     ^"^  =  0  für  y  = 

dy                2           ■'         '     cij                  -^ 

(1183) 

,   .          ,     Soi**-(&-2/) 

4a*    ■^~!  1           '   a    ^         ^'            nnx 

qp  =  — ^  •    y  —,• ,- COS 

Sin 

a 

1647)  Chaleur  p.  385,  431. 

1648)  Cambr.  j.  3  (1843),  p.  211  =  papers  1  p.  21. 

1649)  Cambr.  trans.  7,  (1842),  p.  442  =  papera  1,  p.  5. 

1650)  Ib.  8,  (1844),  p.  105  =  paper.s  1  p.  61 ;  vgl.  auch  Ergänzungen  ib.  8, 
(1S47),  p.  411  =  papers  1,  p.  191;  Erläuterungen  betr.  den  Punkt,  daß  die  Glei- 
chung u=  SYj^smnx  durch  zweimalige  Differentiation  nach  x  nicht  mehr  zu 
konvergieren  braucht,  ib.  8^  (1849),  p.  568  =  papers  1,  p.  289. 
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Ferner '*^^):  ist  dasselbe  Problem  unter  den  Grenzbedingungen: 
I"  —  hu^O  für  V  =  —  1,      x"  +  hu  =  0  für  2/  =  +  1, 
u  =  0     für     X  =  0 
zu  behandeln,  so  kann  man  als  Elementarlösung  nehmen: 

(1184)  <Bml„x  cosl^y    und     <Bin[i^x  sinn^y, 

wobei  die  A„  Wurzeln  der  determinierenden  Gleichung  AtgA  =  /i,  die 
ft  aber  Wurzeln  der  Gleichung  /i  ctg^  =  —  h  sind.  Die  Entwicklung 
einer  beliebigen  Lösung  nach  diesen  Elementarlösungen  wird  dann 
durch  Zusammensetzung  der  Entwicklung  einer  geraden  Lösung  nach 
den  Lösungen  der  ersten  Art  und  einer  ungeraden  nach  denjenigen 
der  zweiten  Art  erhalten.  Man  kann  auch  Elementarlösungen  in  der 
Form: 

(1185)  r^siuMa; 

mit  ganzzahligen  n  ansetzen.    Sind  die  Bedingungsgleichungen: 

?(  =  f{y)     für     X  =  0,        u  =  F(y)     für     x  =  jt 
vorgeschrieben,  so  muß   Y  der  Gleichung 

(1186)  1^  _  n^  r  +  '^  [fiy)  -  (-  iyF{y)]  =  0 

genügen,  und  die  Integrationskonstanten  sind  aus  den  anderen  Neben- 
bedingungen zu  bestimmen.  Stokes  führt  das  für  verschiedene  FäUe 
durch.  Hier  sei  nur  der  Fall  erwähnt,  daß  f^O  und  F eine  beliebige 
Funktion  von  y  ist.    Dann  wird  erhalten: 

1 

0 

Für  die  Gleichung 

(1188)  -^-,  +  -^j,  =  (1  4-  «/3)  g^Tgj  +  3p 
gibt  er  die  Elementarlösung  ^^^-) 

(1189)  M  =  .4  exp  ( —  ^x  sin!/))  cos(n<  —  (ix  cosi^) 


1651)  Ib.  85  (1849),  p.  569  =  1,  p.  291.     p.  579  =  306   erhält   er   auf  dem 
zweiten  Wege  auch  das  Integral  derselben  Gleichung  unter  den  Bedingungen: 

7^  ^  e~ äy     für  a;  =  0     und     x  =  a,      -^—  =  0     für     u  =  0. 
dx  dy  3 

M  endlich  für  y  =  -j-  oc  . 

1652)  Phil.  Mag.  1  p.  307  =  3,  p.  145. 

Kncyklop.  d.  matb.  WlssenBOb.    II  1.  77 
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mit  den  Relationen: 

_      iV"    n'  +  l 
f*  — »*  K  a  +  aö)än*+i' 


tg2t/;  = 


(1  -\-aß)^n^+  : 
a  ßn 


(1  +  cü/S)*  w*+  1' 
und  für 

(1190)  ^„;«_f^_^  =  o 

■'  ct^         ex-       dx-dt 

die  Elementarlösung 

(1191)  M  =  exp  (—  [ )  cos  (t  ^4  —  x)}^'^^) 

Bei  G.  C4.  Stokes  findet  sich  zuerst  die  Lösung  der  Gleichung '^^*) 

(1192)  4.  ('•1^)  + 15  =  0 
durch 

(1193)  u  =  Aq  logr  +  ^{Ä„r-"  +  Ay")  coend -\-^{B^r-"  +  B„'r")  sin  wo. 

iS^apier  •'^^^)  integriert  die  Differentialgleichung 

unter  den  Grenzbedingimgen 

IT—,-- h  ~  =  0     für     X  =  0     und  für     x  =  a 

cx^cii    '    dy 

(1195)  g,^         g,; 

5—5  +  ^5 — 5—5  ^  0     für     ?y  =  ()     und  für     ti  =  b 

durch 

(1196)  z  =2/  1  ^n si"  -^  exp  ( ^)  +  B^  sin  ^^  exp  (-  -~^)\. 

Die  Methode  der  Reihenentwicklung  ist  häufig  auch  in  Fällen 
benutzt  worden,  in  welchen  zwar  die  im  Schlußresultat  auftretenden, 
aber  nicht  die  im  Laufe  der  Zwischenrechnung  benutzten  Reihen  kon- 
vergieren.   So  integriert  S.  T>.  Poisson^''^^)  die  Difl'erentialgleichung 

(1197)  g  =  i/-q.(a;), 


1653)  Ib.  89  (1847),  p.  302  =  1,  p.  101. 

1654)  Cambr.  trans.  8;   (1844),  p.  113  ==  papers  1,  p.  31. 

1655)  Bull,  philomat.  1823,  p.  99.  Die  angegebene  Lösung  genügt  schon 
der  Gleichung  ^u=^0,  so  daß  die  Grenzbedingungen  von  selbst  erfüllt  sind. 
Die  Gleichung  (1194)  hat  noch  andere  Elementarlösungen  (ihre  determinierende 
Gleichung  zerfällt),  die  aber  nicht  dazu  gebracht  werden  können,  den  Bedin- 
gungen (1195)  zu  genügen. 

1656)  Conn.  des  temps  pour  1826[23],  p.  252.  Poisson  macht  sich  die  Zu- 
lässigkeit  der  Schlußweise   folgendermaßen  plausibel:   Für  kleine  Werte  von  n 
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iudem  er  die  Funktion  q)(x)  in  die  Reihe 
(1198)  (p(x)  =^(A„  cosnx  -\- B„  sinwa;) 

entwickelt,  durch: 


(1199)  II 


^r^Än  coBnx  -f-  B^  sin  nx 


und  wendet  das  dann  auch  auf  den  Fall  an,  daß  die  Funktion  fp{x) 
nur  in  der  nächsten  Umgebung  von  a;  =  0  von  0  verschieden  ist,  in- 
dem er  für  diesen  Fall  A^^  =  1,  i>',,  ==  0  nimmt;  wobei  zwar  die  Reihe 
(1199),  aber  nicht  (1198)  konvergiert. 

Auch  die  Integration  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
mit  zweitem  Glied  kann  unter  Umständen  dadurch  geleistet  werden, 
daß  man  das  zweite  Glied  in  eine  doppelte  trigonometrische  Reihe 
entwickelt.'*^')  Die  frühesten  Beispiele  dieser  Art  finde  ich  bei  Navier, 
der  die  Differentialgleichung 

(1200)  S  +  2gÄp  +  'i^  =  '^^^'^) 
in  dieser  Weise  behandelt."^*)    Ist 

(1201)  cp  {x,  y)  =2j  ^m,n  sin  -—  sm  —^ 
und  sind  die  Randbedingungen: 

^  =  0,     5— i  +  ^— s  =  0     für  X  =  0,     für  x  =  a,     für  m  =  0 

und  für  y  =  h , 
so  gibt  er  als  Lösung: 

(1202)  ^  =  42  ^»,4^- +  -öO    ''""^'"^-r- 

Für  den  FaU,  daß  93(3;,  ij)  nur  in  dem  Punkt  |,  jj  von  0  ver- 
schieden, und  zwar  gleich   1  ist,  setzt  er 

-n  1      .    intTt    .    nrin 

-D„.  „  ^  -  i  Sin  sm  — r— , 

könne  man  in  den  Integralen  (383)  cos)?a;=l,  sin  na;  =  0  setzen,  weil  bei 
diesen  die  Integration  nur  über  kleine  Werte  von  nx  erstreckt  zu  werden 
braucht;  und  lür  große  Werte  von  n  könne  man  das  auch  tun,  weil  die  betr. 
Glieder  in  (1199)  wegen  des  Nenners  1 -|- w-  doch  keinen  merklichen  Beitrag 
lieferten.     Ähnlich  auch  Mecanique  1  (1833),  p.  639. 

1657)  Auf  eine  Darstellung  der  entsprechenden  Behandlung  der  gewöhn- 
lichen linearen  Diiferentialgleichungen  mit  zweitem  Glied  muß  in  diesem  Artikel 
verzichtet  werden;  man  müßte  sonst  die  ganze  astronomische  Störungetheorie 
und  überdies  noch  eine  Menge  verstreuter  Untersuchungen  der  verschiedensten 
mechanischen  und  elektrodynamischen  Spezialprobleme  mit  hineinnehmen. 

1658)  Bull.  phOomat.  1828,  p.  97. 

77* 
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für  den  Fall  qp  (x,  y)  =  const. : 

*"'"  mnn' 
SoU  die  zu  bestimmende  Lösung  sich  für  je  einen  oder  zwei 
Werte  von  je  einer  der  unabhängigen  Variabein  auf  je  eine  vorge- 
schriebene Funktion  der  anderen  reduzieren,  so  läßt  sich  das  Problem 
auf  Grund  des  Superpositionsprinzips  in  einfachere  zerlegen.  So  redu- 
ziert z.  B.  Fourier^^''^)  die  Integration  der  Diiferentialgleichung  der 
Wärmeleitung  unter  den  Grenzbedingungen 

u  =  f(x)  für  i  =  0,  »^  =  (p{t)  für  x  =  0,  u  =  ^{t)  für  a-  =  it 
auf  die  Bestimmung  von  drei  Funktionen,  die  einzeln  der  Differential- 
gleichung und  jede  für  sich  den  Nebenbedingungen: 

Mj  =  f{x)  für  t  =  0,  u  =  0  für  x  =  0,  u  =  0  für  x  =  it] 
«2=0  für  <  =  0,  u  =  (pit)  für  x  =  0,  m  =  0  für  x  =  it-^ 
«8=0  für  t  =  0,  M  =  0  für  x  =  0,  u  =  i>(t)  für  x  =  ^ 
genügen    sollen.      Die    erste    dieser    Teilaufgaben    ist    durch    u^  = 
^-B^exp  ( —  n-t)  sin  nt  gelöst,  die  zweite  —  von  der  die  dritte  nicht 
wesentlich  verschieden  ist  —  löst  Fourier'^*")  folgendermaßen.    Redu- 
ziert sich  cp(t)   auf  eine  Konstante  b^,  so  ist  die  Lösung: 

(I2O0)  Mg  =  u^i(x.  t)  ::zz 1 ^' ^ exp  ( —  n-t)  smnx. 

n  =  l 

Gilt  das  bis  zu  irgendeinem  Moment  t^  und  ist  von  da  an  q)(t)  gleich 
einer  anderen  Konstanten  b^-\-  b^,  so  ist  von  da  an: 

(1204)  u^  =  u,,'^J^^±^ 


2  6,    '^ 


exp  ( —  n't)  sin  wx-  /     *■'"*"   '     —  2^21  («,  <i)  I  do^ 

0 

,    b,x    ,    26.  "^(—1)"  ,         o,    ,       '•,\    ■ 

=  %  +  ^  +  ^^  -^  exp  (-  n-t  +  7i-t,)  smnx. 


1659)  Bull.  Ferussac  11  (1829),  p.  20;  Paris  mem.  8  (1829)  =  Oeuvres  2, 
p.  161.  Eine  entsprechende  Behandlung  des  Saitenprobleme  bei  J.  M.  C.  Duhamel, 
j.  ec.  polyt.  cah.  23  (1834),  p.  35  (von  1832).  Er  führt  auch  für  die  Anfangs- 
erregungen (p{t)  =  a,  tp(^t)  =  ß  eine  lineare  Funktion  ein  und  ersetzt  diese  durch 
ihre  trigonometrische  Entwicklung.  Nachher  Paris  C.  R.  3  (1836),  p.  638  gibt  er 
noch  eine  allgemeine  Darstellung  des  Fourierschen  Integrals  für  eine  beliebige 
lineare  Differentialgleichung  die  in  bezug  auf  t  von  der  ersten,  in  bezug  auf  x  von 
der  m''"  Ordnung  ist  und  auch  ein  mit  t  variables  2.  Glied  enthält.  Dazu  auch 
Untersuchungen  über  gestrichene  Saiten  ib.  p.  646  sowie  über  Saiten  und  longi- 
tudinal  schwingende  Stäbe,  J.  d.  math.  8  (1843\  p.  122. 

1660)  p.  14  bzw.  lö'J. 
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Wird  so  fortgeschlossen,  dann  allgemein  t^ —  ^m-i  durch  dr,  6„,  durch 
(p'{x)dx  und  die  Summe  durch  ein  Integral  ersetzt,  so  wird  —  unter 
der  Voraussetzung  qD(0)  =  0  —  erhalten: 

(1205)  M.,^  —  73(<)  +  -      >     -  —  sinwrc  /  exp  ( — n^x)(f' {x)dx. 

Dieses  Resultat  veriüziert  Fourier  dann  noch,  indem  er  die  Lösung 
zunächst  in  der  Form  ansetzt : 

(1206)  u,  =  ^  9(0  +  ^ exp  ( —  n'{)  uj^)  sin nx 

H  i  1 

und  zeigt,  daß  die  damit  eingeführten  Funktionen  «„(<)  den  Diiferential- 
gleichungen 

(1207)  exp  (-  nH)  ^^^^  =  l  ^'^^  f'it) 

genügen  müssen.    P.  G.  Lejeune-Diriddet  dagegen  ^^^-)  setzt  als  Elemen- 

tarlösiing  für  diesen  FaE  an: 

(120!S)  «2=i?cosA!!  + Ssin;it, 

wobei  E,  S  den  Diiterentialgleichungen 

(1209)  g  =  AS,  £=-Ai? 
genügen  müssen;  er  unterwirft  sie  noch  den  Bedingungen: 

R  =  0,    S  =  0  für  :c  =  0;     E  ==  1,    Ä  =  0  für  x  =  tc. 

Die  gesuchte  Lösung  schreibt  er  dann  zunächst  in  der  Gestalt  der 
Summe  zweier  Fourierscher  Integrale: 

(1210)  --  /    l[Rcos(Xt—XT)-{'Ssin(Xi  —  lx)](f(x)dxdl, 

0       0 

die  sich  für  ^  =  0,  0<a;<;r  in  der  Tat  auf  0  reduziert,  indem 
dann  die  beiden  Bestandteile  einander  entgegengesetzt  gleich  werden. 
Hier  entwickelt  er  die  Hilfsfunktionen  B,  S  mit  Hilfe  der  Differen- 
tialgleichungen, denen  sie  genügen,  nach  den  Sinus  der  Vielfachen 
von  X]  die  Integrationen  nach  /l  lassen  sich  dann  elementar  glied- 
weise ausführen,  die  nach  r  brauchen  nur  über  das  Intervall  von 
0  bis  t  erstreckt  zu  werden,  da  darüber  hinaus  die  beiden  Bestand- 
teile sich  wieder  gegeneinander  wegheben,  und  das  so  erhaltene  Re- 
sultat kann  durch  eine  partielle  Integration  in  das  von  Fourier  er- 
haltene übergeführt  werden. 


1662)  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  293  =  Werke  1,  p.  166. 


1192      IIA  12.    H.  Burkhardt.     TrigonometriBohe  Reihen  und  Integrale. 

Auch  G.  Frullani^^'^^)  integriert  die  DilFerentialgleichung  (1175) 
durch  eine  Reihe,  die  nach  den  Cosinus  oder  den  Sinus  der  Vielfachen 
Ton  X  fortschreitet,  indem  er  deren  Koeffizienten  als  Funktionen  von 
t  durch  gewöhnliche  Differentialgleichungen  bestimmt.  Nachher  ent- 
wickelt er  alles  nach  Potenzen  von  x  und  zeigt,  daß  die  Koeffizienten 
dieser  Entwicklung  sich  aus  dem  Anfangsglied  durch  sukzessive  Dif- 
ferentiationen ableiten  lassen  ^*''^);  so  gelangt  er  wieder  zu  der  Form 
(1206)  der  Lösung.  Er  zeigt  noch,  daß  dasselbe  Verfahren  sich  auch 
auf  DiÖerentialgleichungen  mit  variablen  Koeffizienten  *^^^)  sowie  auf 
solche  mit  mehr  als  zwei  unabhängigen  Variabein  anwenden  läßt.^^*^) 

In  einfachen  FäUen  lassen  sich  die  durch  die  Methode  der  Reihen- 
entwicklung erhaltenen  Lösungen  mit  Hilfe  der  im  ersten  Abschnitt 
besprochenen  Formeln  in  geschlossener  Form  durch  Elementarfuuk- 
tiouen  darstellen.  So  bringt  schon  Fourier^**')  die  Lösung  der  Poten- 
tialgleichung unter  den  Nebenbedingungen 

M  ^  Y  für  y  =  0,     u  =  0  für  y  ^^  -^  oo,     m  ^  0  für  x  ^  ■^^- 

auf  die  Form 

(1211)  ^  u  =  arctg  ^— 

(gleich  dem  reellen  Teil   der   Funktion   2  arctg  e"  <!'  +  "')   und   die   den 

Nebenbedingungen 

u=f(x)  für  y  =  0,     u^O  für  y  ^ -\- oo,     u  =  0  für  a;  =  0,     x  =  7C 

genügende  Lösung  derselben  Gleichung  ^**^)  mit  Hilfe  von 

(1212)  >  e  "■'  cosnx  =  „  -j^-j 

^  '  ^j  2   So(  y  —  cos  X 

«  =  i 

auf  die  Form  1630). 

70.  Integration  partieller  DiflFerentialgleichungen  durch  be- 
stimmte Integrale,  von  den  in  Nr.  (57   besprochenen  Reihenentwick- 


1663)  Ricerche  sopra  le  serie  p.  152,  15.ö.  Frullani  kommt  zu  derartigen 
Ansätzen  nicht  von  Überlegungen  der  mathematischen  Physik  aus,  sondern  weil 
er  für  einzelne  Funktionen,  wie  z.B.  (; -|- cosa;)",  gefunden  hatte  (vgl.  480)), 
daß  sie  einerseits  sich  in  derartige  Reihen  entwickeln  lassen ,  andererseits  ein- 
fachen partiellen  Diiferentialgleichungen  genügen. 

1664)  Frullani  führt  hier  unnötigerweise  e'  als  neue  Variable  ein,  was  nichts 
vereinfacht. 

1665)  p.  158,  160. 

1666)  p.  163. 

1667)  Preisschrift  von  1811,  Paris  mem.  4  (1819/20[24]),  p.  275.  Ann.  chim. 
phys.  3  (1816),  p.  359;  Theorie  Nr.  205  =  Oeuvres  1,  p.  185. 

1668)  Theorie  Nr.  237  =  Oeuvres  1,  p.  237. 


70.  Integration  partieller  DitFerentialgleichungen  durch  bestimmte  Integrale.   1193 

lungen  aus.  Zu  solcher  lutegration,  die  ihm  wohl  auch  durch  Eulers 
und  seine  eigenen  Untersucliungen  über  die  Integration  gewöhnlicher 
Diflerentialgleicbungen  durch  bestimmte  Integrale  (vgl.  II  B  3)  nahe 
gelegt  war,  ist  P.  G.  de  Lapla<:e  von  den  in  Nr.  67  besprochenen 
Untersuchungen  aus  durch  eine  merkwürdige  Infinitesimalbetrachtung 
gelangt ^^^^);  er  erhält  eine  Darstellung  durch  die  Summe  zweier  In- 
tegrale, von  denen  eines  ist: 


1213)     f  ^^  A{s)it  —  r)"  $(T)dr  =  f  T(s,t  -  z)  ^(t)dx- 


und  hier  kann  noch  die  variable  Grenze  vermöge  der  Substitution 
T  II  ^r  durch  die  feste  Grenze  1  ersetzt  werden,  so  daß  die  Lösung 
in  der  Tat  in  der  Gestalt  der  Summe  zweier  bestimmter  Integrale 
erscheint.  Nachdem  diese  Form  so  gefunden  ist,  kann  man  die 
Bedingungen,  denen  die  Funktion  T  genügen  muß,  direkt  durch  Ein- 
setzen dieses  Ausdruckes  in  die  Diiferentialgleichung  erhalten.  Re- 
duzieren sich  L,  M,  N  auf  Konstante  l,  m,  n,  so  wird  T  ein  Produkt 
aus  exp  ( —  nix  —  ni)  in  eine  Funktion  von  x(t  —  r)  allein.  Diese 
letztere  erscheint  bei  Laplace^^'")  in  der  Gestalt  einer  unendlichen 
Reihe;  M.  A.  Parseval^^'"^)  führt  diese  mit  Hilfe  seines  Integralsatzes 
(467)  in  ein  bestimmtes  Integral  über. 

Dann  hat  Brisson  beraerkt^^'^),  daß  man  seine  Darstellung  (1162) 
der  Lösung  als  die  Summe  der  von  s  freien  Glieder  im  Produkte  der 
Entwicklung  von   0(x  -j-  s)  nach  steigenden  und  von 

V(s)  =  —  se'"fWe-'"ds 

nach  fallenden  Potenzen  von  s;   oder   auch  von  W{a  -}-  s)   nach  stei- 


1669)  Paris  bist.  1779[82]  =  Oeuvres  10,  p.  55.  S.  F.  Lacroix,  traite  des 
differences  et  des  series^  Paris  1800,  p.  506;  traite  du  calcul  difiF.  et  du  calc. 
int.  3  (1819),  p.  550  erzielt  diese  Umformung  einfacher  durch  Ven\'andlung  der 
wiederholten  Integrale  in  einfache. 

1670)  Oeuvi-es  10,  p.  60. 

1671)  Paris  mem.  pre.s.  1  (1806),  p.  G46  (von  1799).  Es  handelt  sich  um 
eine  Zylinderfunktion  rein  imaginären  Arguments.  In  einfacherer  Darstellung 
erscheint  die  Umformung  der  Reihe  in  ein  bestimmtes  Integral  bei  A.  A.  Cowr- 
not,  Theorie  des  fonctions  2,  Paria  1841,  p.  422.  —  Parseval  schreibt  das  Re- 
sultat auch  für  die  Gleichung  der  schwingenden  Saite  im  widerstehenden  Mittel 

d'u d^u  .  du 

um. 

1672)  J.  Ec.  polyt.  cah.  14  (1808;,  p.  241. 
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genden  und  von 

£l{x)  =  —  se^"  J  9{x)e~'"  dx 

nach  fallenden  Potenzen  von  s  ansehen  könne.  Wenn  man  dann  „un 
theoreme  que  les  geometres  ont  quelquefois  employe"  [d.  h.  eben 
wieder  den  Parsevalschen  Satz]  benutze,  erhalte  man^^'^): 

(1214)  2tis  =  e"^  r9i(F(e"')  ^{x  +  e"'))  du 

0 

bzw. 

71 

(1215)  2%z  =  e^  I  3?(ß(e"')T'r(a  +  e"'))  du. 

0 

Wenn  man 

(1216)  0  (x)  =JeP^  (p  (p)  dj) 

setzen  könne,  könne  man  auch  schreiben'*'*'): 

(1217)  z  ^JW{p,y)ei'^cp{p)  dp; 
xmA  wenn  sich  W  in  die  Form 

(1218)  W^fe-PQdp 

setzen  lasse,  in  der  P,  Q  Funktionen  von  x,y,p,  aber  nicht  von  a 
bedeuten  soUen,  auch: 

(1219)  z=^jQ0{x  +  F)dp. 

71.  Integration  partieller  Differentialgleichungen  durch  be- 
stimmte Integrale;  Integration  des  Produkts  der  Elementarlösung 
mit  einer  willkürliehen  Funktion  ihres  Parameters  nach  diesem. 
Zu  derartigen  Darstellungen  ist  Brisson^^''^)  zuerst  durch  folgende  Über- 


1673)  p.  242. 

1674)  p.  251. 

1675)  J.  fic.  polyt.  cah.  14  (1808),  p.  219.  Ähnlich  bei  S.  I).  Poisson,  bull, 
philomat.  1822,  p.  82,  der  aber  meint,  man  könne  doch  nichts  damit  anfangen?  Bei 
diesem  Ansatz  ist  für  ^  implizite  eine  analytische  Funktion  vorausgesetzt  [wie  übri- 
gens auch  bei  dem  vorigen,  obwohl  Brisson  p.  218  das  Gegenteil  zu  behaupten 
scheint];  aber  man  kann  für  verschiedene  analytische  Intervalle  verschiedene 
Funktionen  nehmen;  und  nun  scheint  er  nicht  an  andere  willkürliche  Funk- 
tionen zu  denken,  als  an  solche,  die  sich  aus  Stücken  verschiedener  analytischer 
Funktionen  zusammensetzen.  Daher  kann  er  meinen,  p.  220,  es  sei  dadurch  die 
von  Biot  (Paris  mem.  4,  an  XI,  p.  111;  vom  an  VIII)  ausgesprochene  Behaup- 
tung bewiesen,  „in  gewissen  Fällen  haben  die  partikulären  Integrale  der  Dilfe- 
rentialgleichungen ,  wenn  sie  aus  einer  unendlichen  Anzahl  voneinander  unab- 
hängiger Terme  bestehen,  dieselbe  Ausdehnung  wie  das  allgemeine  Integral". 
Biot  selbst  scheint  seinen  angekündigten  Beweis  nicht  veröffentlicht  zu  haben; 
seine  Abhandlung  ib.  6  (1806),  p.  201  (vom  an  X)  enthält  nichts  darüber. 
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legung  gelangt:  wenn  K,ß  durch  die  aequation  directrix  verbunden 
sind,  so  ist  nicht  m;r  exp  (aa;  +  ßt),  sondern  auch  jede  unter  dieser 
Voraussetzung  gebildete  Ableitung  dieser  Funktion  nach  cc  eine  Lö- 
sung; also  auch  die  Summe  beliebig  vieler,  mit  vriUkürlichen  Funk- 
tionen von  K  multiplizierten  solcher  Ableitungen.  Wenn  man  für  diese 
Funktionen  die  mit  abwechselnden  Vorzeichen  genommenen  iterierten 
Integrale  einer  willkürlichen  Funktion  von  a  nehme,  so  erhalte  man 
eine  Reihe,  die  man  auch  durch  sukzessive  partielle  Integrationen  aus 

/exp  (ax  -\-  ßt)(p{a)  da 
erhalten  könne. ''''^) 

Direkt  aus  der  Überlegung  heraus,  daß  man  statt  der  Summe 
unendlich  vieler  mit  Konstanten  multiplizierter  Elementarlösungen 
auch  ein  Integral  setzen  könne,  erscheint  dann  dieselbe  Form  der 
Lösung  bei  A.  Cauchy.    So  gibt  er  das  Integral  der  Potentialgleichung 

(1220)  S+E"=« 

in  der  Form^"'): 

(1221)  M=^/e«s'cos|a;y(|)<;| 

und  das  der  Gleichung  der  Wasserwellen 

in  der  Form'®'*): 

(1223;  u  =  yje'^'i  <iO^\%x(p{i)  dl; 

die  Summenzeichen  bedeuten  dabei  jedesmal,  daß  zu  dem  angeschriebenen 
Glied  noch  andere  treten  sollen,  die  aus  ihm  durch  Vertauschung  von 
I  mit  —  I  (im  zweiten  Fall  auch  von  ]/|  mit  —  Y%)  oder  von  Co- 
sinus mit  Sinus  hervorgehen;  jedes  Glied  mit  einer  anderen  willkür- 
lichen Funktion  des  Parameters. 

Später'^'')  erscheinen  die  Schlüsse  bei  ihm  wohl  auch  in  der  um 
gekehrten  Reihenfolge:  eine  beliebige  Funktion  von  x  und  t  läßt  sich 
durch 

jfi'i,  t)  cosi,xdx 
ö 

darstellen;  soU  sie  einer  partiellen  Differentialgleichung  genügen,  so 
muß  f  einer  gewöhnlichen  genügen. 


1676)  Briason  schreibt  diese  Form  der  Lösung  ohne  nähere  Angabe  Lacroix 
zu;  in  der  Tat  wird  sie  mit  (1231)  identisch,  wenn  man  dort^  durch  exp  a  ersetzt. 

1677)  Paris  mem.  prös.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  21  (von  1815V 

1678)  p.  57. 

1679)  ib.  p.  170,  175  (von  1827). 
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Ä.  de  Morgan  '^*'*)  glaubt  zwar  selbst,  daß  die  Ersetzung  der  Summe 
durch  ein  Integral  hier  richtig  sei,  wenn  man  den  Fall  einer  diskon- 
tinuierlichen Funktion  (p  (|)  nicht  ausschließe;  weist  aber  doch  darauf 
hin,  daß  es  keineswegs  bewiesen  sei. 

Durch  dieselbe  Schlußweise  erhält  S.  F.  Lacroix^^*"-)  das  Integral 
der  Gleichung 

in  der  Form: 

( 1 225)  u  =  I  exp  (ax  -{-  a- ^\y)  cp (a)  da . 

Auf  die  Wärmeleitungsgleichung  ist  dieses  Verfahren  von  Ä.  A. 
Cournot^^^^)  angewendet  worden. 

Hierher  gehört  es  auch,  wenn  Poisson^^^'^)  die  Entwicklung  der 
Lösung  der  Wärmeleitungsgleichung 

(1226)  ^  A,  exp  (Af,  t  +  k^^x) 

dadurch  in  die  Laplacesche  Form  des  Integrals  (1236)  überführt,  daß 
er  diese  Umformung  mit  Hilfe  der  Gleichung 

+  00 

(1227)  exp  klt  =  y^  /  exp  (—  or  -\-'2aK„  yi)  da 

an  den  einzelnen  Gliedern  ausführt  und  dann  wieder  die  Summe 

als  Ausdruck  einer  willkürlichen  Funktion  ansieht. 

Später '^^)  gibt  Poisson  für  die  Wärmeleitungsgleichung,  indem 
er  von  der  unter  (1176)  gegebenen  Form  der  Elementarlösung  aus- 
geht, speziell  auch  noch  die  Darstellung  der  Lösung  durch  ein  be- 
stimmtes Integral: 

o      /     /wcossrexpl — a'l/— )         /  /r  -./y 

(1228).  =  ^  /  /    --,....--VlJ-^-cos(|r-x|/|-arctg-   t^^^^ 


1680)  Cambr.  traus.  (8)  2  (1844),  p.  186. 

1681)  Traite  du  calc.  diff.  et  du  calc.  int.  3,   Paris  1819,  p.  .561. 

1682)  Thäorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  4-25. 

1683)  Mecanique  2,  p.  355;  chaleur  p.  360;   ebenso  A.  A.  Cournot,  Theorie 
2,  p.  421. 

1684)  Chaleur,  p.  331. 
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Für 
(1229)  9(0  =  exp.  (—  \t\)  =  ~J  TTe^"  ,  a;  =  0 

0 

wird  so  erhalten '^*^): 


(1230)t«  = 


2p/  (^+l/i)'=°^(^^-^"|/|)+y2^i°(^^-^"|/¥)^^  f-a;l/^') 


72.  Integration  partieller  Differentialgleichungen  durch  be- 
stimmte Integrale,  in  Übertragung  der  bei  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen angewendeten  Methode.  Eine  Übertragung  der  bei 
gewöhnlichen  Differentialgleichnngen  erfolgreichen  Methoden  zur  In- 
tegration durch  bestimmte  Integrale  hat,  soviel  ich  sehe,  zuerst  S.  F. 
Lacroix  unternommen^''*^),  und  zwar  für  lineare  Gleichungen  zweiter 
Ordnung  ohne  zweites  Glied,  deren  Koeffizienten  lineare  Funktionen 
der  unabhängigen  Veränderlichen  sind.  Wird  in  eine  solche  Gleichung 
ein  Ausdruck  der  Form 

(1231)  M  =  fp^'q'-'rdi) 

eingesetzt,    wobei   q  und  r  noch  zu   bestimmende  Funktionen    von  p 
sein  sollen,  so  wird  zunächst  eine  Gleichung  der  Form 

(1232)  f{31  -f  Nx  +  Py)  fifr  dp  =  0 

erhalten,  in  der  M,  N,  P  Funktionen  von  p  und  q  sind.  Werden  dann 
q  und  r  als  Funktionen  von  p  durch  die  Gleichungen 

dq  ^  Mdp  j^j-^_  _  d(Npr)  ^  ^ 

q  Np    '  dp 

bestimmt,  so  zeigt  eine  partielle  Integration,  daß  die  Gleichung  (1232) 
erfüllt  ist,  sobald  an  beiden  Integrationsgrenzen 

ist.    Damit  ist  zunächst  nur  ein  partikuläres  Integral  gefunden;  wird 
aber  noch  mit  einer  willkürlichen  Funktion  der  bei  der  Bestimmung 


1685)  Chaleur  suppl.,  Paris  1837,  p.  34,  39. 

1686)  Traite  des  differences  et  des  series,  Paris  1800,  p.  525;  2.  Aufl.,  1819, 
p.  573. 
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von  q  eintreteudeu  Konstanten  co  multipliziert  und  nach  diesem  co 
zwischen  irgendwelchen  konstanten  Grenzen  integriert,  an  Stelle  des 
bei  Bestimmung  von  v  willkürlich  bleibenden  konstanten  Faktors  eine 
willkürliche  Funktion  eines  Parameters  gesetzt  und  nach  diesem  zwi- 
schen irgendwelchen  Grenzen  integriert,  so  wird  die  Darstellung  einer 
allgemeineren  Lösung  durch  ein  Doppelintegral 

(1233)  M  =  JJp"  qv  r(p{(o)  d  r  d  a 
erhalten. 

Die  Anwendung  eines  analogen  Verfahrens  auf  eine  Gleichung 
mit  konstanten  Koeffizienten  liefert  ihm  das  Resultat,  daß  einer  sol- 
chen Gleichung  durch  einen  Ausdruck  der  Form  (1231)  genügt  wird, 
wenn  r  eine  willkürliche  Funktion  von  p  bleibt,  während  logg  mit 
\ogp  durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades  verbunden  ist.  Die  Grenzen 
der  Integration  bleiben  liier  willkürlich. 

73.  Integration  partieller  Differentialgleichungen  durch  be- 
stimmte Integrale,  vermöge  der  Darstellung  der  numerischen  Koef- 
fizienten ihrer  Reihenent'wicklnngen  durch  solche  Integrale.  Die 
Anwendung  dieser  dem  Vorgehen  bei  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen sich  näher  anschließenden  Methode  auf  partielle  findet  sich, 
soviel  ich  sehe,  zuerst  in  einem  speziellen  Falle  bei  P.  S.  de  Laplace^^^''), 
der  das  Integral   der  Diiferentialgleichung  der  linearen  Wärmeleitung 

du  c'u 

dt         (3.T* 

aus  der  seiner  Entwicklung  nach  Potenzen  von  t 

(1234)  u==^^,fi''^Hx) 

n  =  0 

mit  Hilfe  der  [lange  vorher  von  ihm  bei  anderer  Gelegenheit  gefun- 
denen, der  Theorie  der  F-Funktionen  angehörenden]  Relationen 

j     +»  jO  für  m  =  2n  +  1, 

(1235)  7Z^  1  exp  ( —  a')a"'da  =  \  {2n)\ 


„„    ,    für  m  =  2n 


in  die  Form 


(1236)  u=:^  lex^[—a"')f(x  +  2ayf)dc 


1687)  J.  I^c.  polyt.  eah.  15  (1809\  p.  240.  Oft  reproduziert,  z.  B.  von  A.  A. 
Cournot,  Theorie  des  fonotions  2,  Paris  1«41,  p.  420;  in  symbolischer  Form  von 
D.  F.  Gregory,  Cambr.  math.  j.  (1)  3  (1838;,  p.  127. 
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überführt.    Dabei  ist,   wie  aus  der  Ableitung  selbst  hervorgeht,  f{x) 
gerade  diejenige  Funktion  von  x,  auf  die  sich  u  für  /  =  0  reduziert. 
Dann  gibt  Poisson^^^^)  die  Integration  der  Gleichung 

(12o7)  .-,  =  ^=  +  hu 

—  auf  die  er  die  allgemeine  [hyperbolische]  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zwischen  drei  Variabein  mit  konstanten  Koeffizienten 
zurückgeführt  hatte  • — ,  zunächst  durch  eine  Summe  zweier  Reihen, 
von  denen  eine  ist: 

(1238)        ^(^iTivS+^r^w 

und  summiert  diese  dann  durch  das  bestimmte  Doppeliutegral^**^): 

0      0 

2.1    Ä 

=  7^  f   /  e     '^^'^'''^^^"  F{x -\- t  cos  cp)t  aiiKp  dcp  dtp . 

0     0 

Für  negative  5  wird  der  Exponent  imaginär;  Poisson  zeigt ^^^''),  daß 
man  dann  eine  reelle  Form  erhält,  indem  man  je  zwei  Elemente  zu- 
sammennimmt; nämlich: 

(1239)  M=—  I    I  coa{ty — b  ain  q)  sinip)  F(x-\-t  cos  cp)tsm(p  d(p  dtp. 

0     0 

Die  Differentialgleichung 

(1240)  S  =  S +  '"""' 


dt^        dx*    '       4a:= 
hat  schon  Eider ^^^^)  durch  Reihen  integriert,  die  nach  Potenzen  von  x 


1688)  Paris  mem.  3  (1818  [20]),  p.  162;   reproduziert  von  G.  Plana,  Torino 
mem.  25  (1820),  p.  146. 

1689)  Auch  dieses  Resultat  verifiziert  Poisson  Paris  mem.  3,  p.  166    durch 
Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  und  partielle  Integration. 

1690)  Conn.  des  temps  pour  1826  [23],  p.  273.     Poisson  reduziert  hier  auch 
die  Gleichung 

d^v  _d^v         -ov 

W~"d^''^^~^^  die 
durch  die  Substitution 

u  =  v  exp  I  —  a;T/  —  | 

auf  (1237). 

1691)  Taur.  Mise.  (3)  2  (1765),  p.  69.  ' 


1200     n  -A- 12.    H.  Burkhardt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 

fortschreiten,  während  ihre  Koeffizienten  willkürliche  Funktionen  von 
X  +  ^  und  deren  Ableitungen  enthalten.  S.  D.  Poisson^^^^)  ersetzt  in 
diesen  Reihen  die  numerischen  Koeffizienten  durch  bestimmte  Integrale 
und  vertauscht  dann  die  Reihenfolge  von  Summation  und  Integration; 
so  gelangt  er  unter  der  Voraussetzung  »h^<  1  zur  Darstellung  der 
allgemeinen  Lösung    durch   die   Summe  zweier  bestimmter  Integrale 

(1241)  II  =  I  (p{x  cos  C3  -|-  i)x        sin'"»  da 


-\-  I  f{x  cos tc  -\-  f)x  '    sm-"'a)dco  . 


Für  den  Fall  m  =  0  sind  die  beiden  Bestandteile  nicht  wesentlich 
voneina)ider  verschieden;  Poisson  zeigt  durch  einen  geeigneten  Grenz- 
übergang, daß  dann  an  Stelle  des  zweiten  ein  Integral  der  folgenden 
Form  zu  treten  hat'^^^i; 

(1242)  Yx  f  T^(.r  cosco  +  t)  log(,r  sin'co)  da. 

0 

Die  Substitution  u  =  v^/x  führt  die  Differentialgleichung  dieses  Falles 
über  in: 

(1243)  g  =  |l-^  +  J_|l 

(SchaUausbreitung  in  der  Ebene,  Schwingungen  einer  schweren  Kette) ; 
deren  allgemeine  Integration  ist  also  dadurch  mit  erledigt.  Liegt  m 
außerhalb  der  angegebenen  Grenzen,  so  divergiert  das  eine  oder  andere 
der  angegebenen  Integrale  (1241);  Poisson  bleibt  dann  bei  der  Reihen- 
entwicklung stehen  und  untersucht  namentlich  die  FäUe  eines  geraden 
ganzzahligen  m,  in  welchen  in  dieser  ein  unendlich  großes  Glied  auf- 
tritt; er  zeigt,  daß  man  dann  dieses  Glied  einfach  weglassen  und  die 
Summe  der  unendlich  vielen  folgenden  wieder  durch  ein  bestimmtes 
Integral  darstellen  kann.'^^*) 

Um    auch    zu  einer  entsprechenden  DarsteUuog   der   Lösung   von 

(1244)  |^  =  3!«  +  Lz:^'^„ 

^  et         dx-    '       4.r* 


1692)  J.  Ec.  polyt.  cah.  l'J  (1823),  p.  222  (von  1821).  Es  handelt  sich  der 
Sache  nach  um  Eulereche  Integrale  1.  Art,  die  aber  hier  nicht  in  der  gewöhn- 
lichen Form  auftreten. 

16y3)  p.  227. 

1694)  p.  234. 
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zu  gelangen,  geht  Poisson  von  der  Darstellung  der  Lösung  des  Falles 
m  =  1  durch  das  Laplacesche  Integral  aus,  so  daß  er  hier  eine  Dar- 
stellung durch  zwei  Doppelintegrale 

(1245)  tf  =  a;  *     /    1  (p[x  cos  a  -{-  2  ayt)  sin'" co  da  e'"' da 

-«,   0 

-\-  X  ^     I    I  f(x  cosfo  -\-  2a\/t}  sm~"'(oc~"~ da 

— »   0 

erhält. '^'^)  Es  treten  demnach  scheinbar  zwei  willkürliche  Funktionen 
auf;  doch  zeigt  er,  daß  sich  die  Koeffizienten  der  Entwicklung  dieser 
Lösung  nach  Potenzen  von  t  alle  durch  die  eine  Funktion 

(1246)  X        I  g){x  cosa>)  sin^codco -\- X  ^    j  tlj(x  cos  co)  sin~"' ad co 

0  0 

und  ihre  Ableitungen  ausdrücken  lassen.  ^^'®)  Im  Falle  m  =  0  ist  auch 
hier  das  eine  Doppelintegral  durch  ein  anderes  zu  ersetzen,  in  wel- 
chem log(x  sin-«)  als  Faktor  auftritt.  Die  Substitution  ^''*')  n  =  vYx 
transformiert  diese  Gleichung  in  die  Gleichung  der  Wärmeleitung  in 
einem  Zylinder,  in  dem  die  Temperatur  nur  Funktion  der  Zeit  und 
des  Abstandes  x  von  der  Achse  ist: 

Ist  m  eine  ungerade  ganze  Zahl,  so  läßt  sich  in  dem  einen  Bestand- 
teil die  Integration  nach  a  elementar  ausführen,  die  Entwicklung  des 
anderen  Bestandteiles  enthält  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern, 
und  schließlich  kann  man  noch  zusammenziehen,  so  daß  man  eine 
Darstellung  der  Lösung  durch  ein  einfaches  Integral  erhält.  ^*^*) 

Wird  in  (1245)  an  Stelle  von  a  eine  neue  Integrations variable  a 
durch  die  Substitution 
(1248)  x  cosro  4-  2ayt  =  a 


1695)  p.  240;  Verifikation  durch  Differentiation  unter  dem  Zeichen  und  par- 
tielle Integration  p.  290.  —  Anders  verfährt  A.  A.  Cournot  (Theorie  des  f'onc- 
tions  2.  1841,  p.  424):  er  sucht  erst  eine  Lösung  der  Form  m  =  {/(x)  •  exp  (a't), 
drückt  beide  Faktoren  durch  bestimmte  Integrale  aus,  summiert  in  bezug  auf  k 
und  ersetzt  die  Summen  der  Form  '^.Ae.x-^{ax)  durch  die  Zeichen  willkürlicher 
Funktionen. 

1696)  p.  243. 

1697)  p.  245. 

1698)  p.  247. 
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eingeführt  und  wird  die  dann  auftretende  Exponentialgröße 

^^P( ü j 

mit  Hilfe  der  Gleichung  (974)  durch  ein  bestimmtes  Integral  ersetzt,  so 
geht  der  bei  x  =  0  endlich  bleibende  Bestandteil  der  Lösung  über  in 

« + 1   +  °°  +," 

(1249)  w= — -:=  /    I  e~^''P„(a;|)  cos  ^ß9)(a)c?ß, 

wo 

(1 250)  P„  (x)  =  /  cos  (I  cos  m)  sin  2"  + 1  co  r?« 

0 

also  bis  auf  einen  Faktor  gleich  der  jetzt  mit  Jn-}^{x)  bezeichneten 
Zylinderfunktion  ist.  *^^^) 

Poissoti  führt   auch   noch   die  Entwicklung   der   Lösung   der   all- 
gemeinen Gleichung: 

(1251)  ^  ^  =  1'-^ 

nach  Potenzen  Ton  x  in  eine  Integraldarstellung  über,  indem  er  die 
numerischen  Koeffizienten  mit  Hilfe  der  durch  wiederholte  partielle 
Integration  zu  erhaltenden  Formel 

00        +00 

(1252)  ^ = ^  r  r  '^:^£^  ^,  ^^ 


1699)  p.  294.  Ist  die  Anfangsfunktion  nur  für  ein  bestimmtes  Intervall  ge- 
geben und  darüber  hinaus  Grenzbedingungen  gemäß  fortzusetzen ,  so  zerspaltet 
Poisson  die  Integraldarstellung  durch  ein  dem  in  Nr.  97  zu  besprechendes  ähn- 
liches Verfahren  in  eine  nach  Zylinderfunktionen  fortschreitende  Reihe,  über  die 
man  vorläufig  II A  10,  Wangerin,  Nr.  57,  p.  754  vergleiche.  —  Übrigens  bemerkt 
Poisson  erst  nachträglich  (p.  475),  daß  man  aus  der  Lösung  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung durch  (1241)  die  Lösung  der  gewöhnlichen  DiiFerentialgleichung 
-,  -;  -|-  (  s ä^]  M^O   durch  die  Summe  zweier  bestimmter  Integrale  ab- 

leiten  könne. 

/.  Liouville  (j.  äc.  polyt.  cah.  24  (1835),  p.  54)  behandelt  die  Aufgabe,  die 
Funktion  rp  so  zu  bestimmen,  daß 


I  ip(x  cos  to)  sin"""*'    oj  dca 


einer  gegebenen  Funktion  /  von  x  gleich  werde ;  er  löst  sie  mit  Hilfe  einer  früher 
von  ihm  zur  Umwandlung  eines  w- fachen  Integrals  in  ein  einfaches  gegebenen 
Formel  durch 

(_j,)"+j^2_    d^  +  \xf{x)) 

* (^^ - r(«  +  i)x^''+'  d (^-^>+i ■ 
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umformt.    Er  erhält  so^'^o^. 

OO     +00 

(1253)       u=y^^l    I  fiv +  '-^—^)f^.dzda; 

dabei  besteht  die  Summe  aus  n  Gliedern,  deren  jedes  eine  andere  willkür- 
liche Funktion  und  eine  andere  w' '  Einheitswurzel  e  enthält.  Für  m  =  n 
führt  ein  geeigneter  Grenzübergang,  unter  Einführung  eines  Konver- 
genzfaktors,  zur  Euler- d'Alembertschen  Form  der  Lösung  zurück;  für 
m  ^  1,  w  =  2  unter  Einfühnmg  einer  neuen  Integrationsvariableii, 
zur  Laplacescheu  Form  (1236).  Die  Anwendung  auf  den  Fall  m  =  2, 
n  =  1  würde  zunächst  ein  divergentes  Integral  liefern,  doch  erhält 
Poisson  durch  eine  Modifikation  des  Verfahi'ens  für   diesen  Fall'""): 

+  00 

,    a;   A./    _| ^'      \     e"dz 

ij  ^^       *^*  +^'  VT^'  ■ 
Eine  andere  Modifikation  wendet  er  im  Falle  ni  ^  l,  w  =  3  an. 

Ebenso  summiert  Fourier^'"'-)  die  Entwicklung  des  Integrals  der 
Differentialgleichung: 

(1255)  S-:=";?+||= 

nach  Potenzen  von  t  durch: 

n 

(1256)  II  =—  I  q){x  -{-  t  sin  a)  da 

0 

+  einem  zweiten  Glied,  von  dem  er  nur  sagt,  daß  es  sich  ebenfalls 
durch  ein  bestimmtes  Integral  ausdrücken  lasse,  dessen  Form  aber 
von  der  des  ersten  sehr  verschieden  sei. 

Auch    nichtlineare   Gleichungen   werden    für   diese    Methode   zu- 
gänglich, wenn  es  gelingt,   sie   durch  Transformation   auf  lineare  zu 


1700)  J.  fic.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  464.  Die  Einfühlung  der  komplexen 
Größen  dient  zunächst  nur  zur  Vereinfachung  der  Schreibweise,  indem  die  ima- 
ginären Bestandteile  von  selbst  herausfallen;  doch  bemerkt  Poisson  p.  467  selbst, 
das  Verfahren  setze  voraus,  daß  die  gegebenen  Anfangafunktionen  f  analytisch 
seien,  da  man  sonst  nicht  komplexe  Argumente  in  sie  einführen  könne. 

1701)  p.  472;  chaleur  p.  143;  ohne  Beweis  bull,  philomat.  (1S22),  p.  138. 
Vgl.  auch  A.  de  Morgan,  Dift'.  and  integral  calc,  Lond.  1836/41,  p.  738. 

1702)  Theorie  Nr.  414  ==  Oeuvres  1,  p.  494  J.  LiouviUe  drückt  dieses  In- 
tegral durch  einen  Diflferentialquotienten  zu  gebrochenem  Index  aus  (j.  ec.  po- 
lyt. cah.  21  (1832),  p.  57). 

Encyklop.  d.  math.  Wii3eu3ch.     II  1.  78 
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reduzieren.    So  führt  M.  A.  ParscvaV^^)  die  Gleichung  der  endlichen 
Schalisch wingungen  in  einer  Dimension 

*^^^'^'-'  r       \dx)  hx^       ''dxdWt~W  —  ^ 

durch  die  Legendresche  Transformation^™*) 

(1258)  u  =jja:  -]-  qt  —  a 
in 

(1259)  (^-f)^-^2,^-^  =  0 

und  diese  durch  die  weitere  Substitution 
in 

also  in  eine  Laplacesche  Gleichung  über.    Ebenso  reduziert  er^'"-^)  die 
Gleichung  der  endlichen  Wasserwellen  in  einem  seichten  Kanal 
r^^r^\       d'u  ^^  ^  du   8'u      .    idu  ^^   3  jdu\-       ^\8'u ^ 

durch  (1258)  und 

auf: 

(1262)  /l^  _  i.  ^_  (i^  _  1^)  . 

Die  letztere  integriert  er  durch  die  Reihe: 

Jl  =  0  • 

und  bemerkt,  daß  deren  von  f  abhängiger  Bestandteil  gleich  der  Summe 
der  von  s  freien  Glieder  im  Produkt  der  Entwicklungen  von 

4 


f{ii  +  s)     und       _3  +  ^^^^  +  2|/l-(,u-i.)6- 

ist,  so  daß  er  mit  Hilfe  seines  Satzes  wieder  eine  Integi-aldarstellung 
der  Lösung  enthält. 

74.  Übergang  von  der  liösung  durch  eine  trigonometrische 
Reihe  zur  Lösimg  durch  ein  bestimmtes  Integral.  Auch  von  der 
Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  zwei  unabhängigen 


1703)  Paris  mim.  pres.  1  (1806),  p.  524  (von  1803). 

1704)  Paris  hist.  1787  [89],  p.  310. 

1705;  Paris  mem.  pr^s.  1,  p.  536;  Berichtigung  p.  648.    Er  nimmt  an,  da& 
nur  die  Horizontalkomponente  der  Bewegung  merklich  sei. 
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Veräuderlichen  durch  eine  Reihe  vou  Elementarlösungen,  speziell  durch 
eine  trigonometrische  Reihe,  kann  man  zu  ihrer  Lösung  durch  ein 
bestimmtes  Integral  gelangen.    Sei  die  Lösung  in  der  Form  gegeben: 

(1263)  F{x,t)  =^(pJt)(Ä„cosnx  +  B^sinnx), 

wo  die  9)„(<)  so  normieii  seien,  daß  sie  sich  für  t  =  ü  alle  auf  1 
reduzieren  und  die  A^,  B^  sich  aus  den  Anfangswerten  (für  ^  =  0) 
vermittelst  der  Formeln  von  Nr.  17  bestimmen.  Nimmt  man  die  Funk- 
tionen q)„(t)  mit  unter  die  Integralzeichen  und  vertauscht,  sofern  das 
zulässig  ist^""'),  die  Reihenfolge  von  Summation  und  Integration,  so 
erhält  man: 

(1264)  Fix,t)==~Jf\a)[^  ^,{t)  -j-^(p„{t)  cosinx  -  na)]da; 

und  wenn  es  nun  gelingt,  die  in  der  Klammer  stehende  Summe  ele- 
mentar auszudrücken,  so  hat  man  die  gewünschte  Darstellung  der 
Lösung.  Für  die  Differentialgleichung  der  Wärmeleitung,  für  die 
q),Xt)  =  e~"'  ist,  erhält  man  so  unter  Benutzung  von  (2): 

(1265)  Fix,t)  =  -^  f il^^^nm^ 


«J    1 


2e    'cob(x — a) -)- e~ 
(l  — e~ ')/■(•» +«)'^« 


2e      cos  K-j-  e 


die  zweite  Form  ist  so  zu  verstehen,  daß  dabei  der  Funktion  f{x) 
außerhalb  des  Intervalls  ( —  %  • .  ■  -\-  li)  diejenigen  Werte  beigelegt 
werden,  die  sich  aus  den  gegebenen  durch  periodische  Wiederholung 
(nicht  durch  analytische  Fortsetzung)  ergeben.  Den  Fall,  daß  nicht 
Periodizitäts-,  sondern  Randbedingungen  gegeben  sind,  kann  man  durch 
das  Verfahren  von  Nr.  69  auf  den  hier  betrachteten  zurückführen; 
man  erhält  dann  F{x,t)  ausgedrückt  als  Summe  oder  Differenz  von 
zwei  solchen  Integralen.  In  dieser  Form  tritt  diese  Umsetzung  zuerst 
bei  Foiirier^''^'')  auf.  Ausführlicher  ist  dieser  Prozeß  später  nochmals 
von  A.  Cauchy   besprochen   worden*'"*),    und   zwar   unter  Benutzung 


1706)  Bei  der  Gleichung  der  Saitenschwingungen  ist  das  nicht  zulässig,  da 
dann  die  Summe  in  der  Klammer  zu  den  in  Nr.  4  besprochenen  divergenten 
Reihen  gehören  würde;  doch  findet  sich  in  der  älteren  Literatur  auch  für  solche 
Fälle  diese  Schreibweise  angewendet. 

1707)  Theorie  de  la  chaleur  Nr.  237  =  Oeuvres  1,  p.  237;  noch  nicht  in 
der  Preisschrift  von  1811.    Vgl  Note  (1668), 

1708)  Paris  C.  R.  1843,  p.  520  =  Oeuvres  (1)  7,  p.  304.    Cauchy  versucht  die 
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komplexer  Größen.  Die  Lösung  der  Laplace  scheu  Gleichiing  in  2  Ver- 
änderlichen für  den  Kreis  durch  das  Poissonsche  Integral  findet  sich 
nochmals  hier  als  Anwendung,  ebenso  bei  G.  G.  Stolces}''^^) 

Andererseits  kann  man  auch  damit  beginnen,  daß  man  die  Ele- 
mentarlösung selbst  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausdrückt,  die 
Summe  unendlich  vieler  solcher  Lösungen  als  Integral  einer  Summe 
schreibt  und  die  dann  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Summe  mit 
unendlich  vielen  unbestimmten  Koeffizienten  —  deren  sämtliche  Glie- 
der die  Variabein  nur  in  einer  Verbindung  enthalten  —  ansieht.  So 
stellen  i^owr/er^'^")  und  Foisson}""-^)  die  Elemeutarlösung  der  Differen- 
tialgleichung der  Wärmeleitung  durch  das  bestimmte  Integral 

+  30 

(1266)  exp  ( —  n^'t  —  nx)  =  -  —   /  exp  ( —  a^  —  n{x  +  2«]/^))  da 

dar  und  gelangen  auf  diesem  Wege  zu  der  Laplaceschen  Form  (1236) 
der  Lösung.  Fourier  diskutiert  diese  Lösung  vreiter  für  die  beiden 
Annahmen 

fl  für  |a;|<  1, 

/(^■)  =/"''''  ^(^)-{0fürH>l; 

die  erstere  liefert  ^^*^): 

(1267)  e^^^t(Vt  +  ^^^^e'-^4'{Vf  -  ^), 
die  letztere^'*'): 

c^««)  ♦(^7^)-H=i^). 

wo  ^l^  (r)  die  Funktion : 

(1269)  t  (r)  =  -^  -  Ce  - '"  dr 


Sache  auch  noch  für  einen  von  einer  beliebigen  Kurve  begrenzten  Bereich  zu  er- 
weitern. Indessen  hat  er  nicht  bewiesen  —  übrigens  auch  nicht  behauptet  — 
daß  die  von  ihm  gegebene  Lösung  p.  307  im  Innern  des  Bereichs  überall  end- 
lich bleibt. 

1709)  Cambr.  trans.  8  (1)  (1844),  p.  115  =  papers  1  p.  ;i4. 

1710)  Paris  mem.  4  (1819/20  [24])  (Preisschrift  von  1811),  p.  507;  theorie  de 
la  chaleur  Nr.  364  =  Oeuvres  1,  p.  413;  reproduziert  von  A.  A.  Cournot,  Theorie 
des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  421. 

1711)  Bull,  philomat.  (1817),  p.  182. 

1712)  Preisschrift  p.  511;  theorie  Nr.  365,  p.  417. 

1713)  Preisschrift  p.  517;  theorie  Nr.  367,  p.  421.  p.  520  bzw.  Nr.  361),  p.  423 
zeigt  er  durch  Vergleichung  der  Reihenentwicklungen,  daß  diese  Lösung  mit 
derjenigen  identisch  ist,  die  man  erhält,  wenn  man  sich  des  Fourierschen  Inte- 
grals bedient  und  dabei  die  Gleichung  (832)  benutzt. 


74.  Übergang  ziur  Lösung  durch  ein  bestimmtes  Integral.  1207 

(Krampsche  Transzendente,  Error-Funktion;  vgl.  I  D  1,  Czuber,  p.  757, 
Note  123)  bedeutet."!*) 


1714)  Hier  sei  auch  die  Integration  des    in  Note  1633)   angegebenen   Glei- 
ehungsystems  angeführt,  mit  Hinzunahme  der  weiteren  Grenzbedingungen: 

u  =  f(x),  -^"  =  F(.r),  o  =  t\x),  ||=F{x-)  für  S=0, 
et  et 

auf  das  S.  D.  Poisson  das  Problem  der  Brechung  und  Reflexion  longitudinaler  Wellen 
an  der  Grenze  zweier  isotroper  Mittel  zurückgeführt  hat,  welche  ziemliche 
Schwierigkeiten  bietet.  Poisson  behandelt  es  allgemein,  zunächst  für  den  Fall 
eines  endlichen  Tc  vermittelst  unharmonischer  trigonometrischer  Reihen;  von  da 
aus  kommt  er  durch  teilweise  bedenkliche  Übergänge  für  den  Grenzfall  /i  =  oo 
zu  folgender  Form  der  Lösung  (p.  332):  sei 


■VV-  +  ri'  +  Z\  I,  =  -  j/a*  1=  +  («^  -  a,  ^)  (tj*  +  f =) , 


"1 

U{x)  =  II~^  [a-i,  cos  ?t,  cos  (|.K  —  t,h)-\-  a^'^^  sin  ZI,  sin  (^x  —  |/i))  cos  Z|, 
V{x)  =  S~!  (cos  Z|,  cos(JiX  — IjÄ)  -(-  sin  l'i,^  sin  (|a;  —  |/i))  ■  a-i,coilt,, 
H^  =  a''|-C0B-Z|,  -f-a,  ^Ij-sin-Zli; 

TT  1  7^  ,^  H-,         TT  1  /  7  7S>  *  2  / 1,  -f  SlU  2  2  L      ,     COS  ^  Z  g, 

Z7„=--cosZJ.exp(|x  — 17!\   F,  =    coste  — Z— 7t)£.,    A.  =  — ^^-^^^ ^-4 r^; 

h  ;,  + ; 

E  =  \  I  U{cc)  f{a)  da-]-  \  l  V(a)f{ci)  da, 

—  oc  A 

/i  /i  +  i 

^F=^-  Cu{a) F (a)  da+  -\-  Cv{a.)F  [oc)  da; 
—  oc  h 

seien   ferner  i^  und  l"'.  ebenso  aus   U,   und   Fj   gebildet  wie  E  und   P  aus   U 
und   F;  dann  ist  schließlich 


u  =  -"-'   /*(£•  cos  i  <  +  F  sin  ;i  <)  ^^-f~  +  a*  'SlE,  coai.t+  F.  sin  ;i  t) 

^    J  COS-/|i      I  ..i^v     -  I         . 


A.' 


i,  =  -"-    C{EcosU  +  Fsin  li)  ^^'^  +  a^  ;V(£^  cos  ii  +  F,  sin  Xt)^\ 
^     J  cos'^Jj     '        —  ^    -  '      -  '  Aj 

die  Summen  sind  dabei  über  alle  reellen  positiven  Wurzeln  |  der  Gleichung 

ajSj  sin  ?5j  —  a'^  cos  i|j  ^  0 
zu  erstrecken. 

Wird  auch  1=  oo,  so  entwickelt  Poisson  (p.  335)  die  Wurzelgroße  H~^ 
nach  den  Kosinus  der  Vielfachen  von  2Z|j  und  glaubt  sich  wegen  der  nach- 
folgenden Integration  nach  'e,  berechtigt,  diese  Entwicklung  auf  ihr  Absolutglied 
zu  reduzieren. 
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75.  Diskussion  über  den  Grad  der  Allgemeinheit  der  so  er- 
haltenen Lösungen.  lu  welchem  Sinne  man  sagen  könne,  daß  die 
durch  die  Methoden  der  letzten  Paragraphen  erhaltenen  Integrale  die 
allgemeinsten  Lösungen  der  betreuenden  partiellen  Differentialgleichungen 
vorstellen,  darüber  ist  schon  zu  Beginn  des  vorigen  Jahrhunderts  mehr- 
fach diskutiert  worden.  Man  war  zunächst,  wie  bereits  bemerkt,  von 
den  einfachsten  Beisjaielen  aus  zu  der  allgemeinen  Behauptung  ge- 
langt: ebenso  wie  das  allgemeine  Integral  einer  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung willkürliche  Konstante,  müsse  das  aUgenieine  Integral 
einer  partiellen  Differentialgleichung  willkürliche  Funktionen  ent- 
halten; und  zwar  ebenso  viele,  als  die  Ordnung  der  Gleichung  betrage. 
Doch  führte  diese  Auffassung  schon  bei  einer  so  einfachen  Gleichung  wie 
du  d'u 

auf  Paradoxa:  die  Entwicklung  der  Lösung  nach  Potenzen  von  x 
nämlich : 

enthält  zwei  willkürliche  Funktionen  von  t,  dagegen  ihre  Entwicklung 
nach  Potenzen  von  t: 

nur  eine  willkürliche  Funktion  von  x^''^^).  Es  hat  dann  zunächst  S.D. 
Foisson^''^^)  darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  hier  insofern  kein  Wider- 
spruch vorliegt,  als  beide  Entwicklungen  zu  demselben  Resultat  führen, 
wenn  man  aus  jeder  von  ihnen  eine  Entwicklung  nach  Potenzen 
beider  Veränderlichen  zugleich  ableitet.  J".  Fourier  fügt  dem  noch 
hinzu"'''):  wenn  die  Werte  von  n  für  i  ==  0  gegeben  sind,  so  lassen 
sich  aus  der  Differentialgleichung  durch  schrittweise  Integration  die 
Werte  von  u  für  positive  t  ableiten;  will  man  aber  dasselbe  Verfahren 


(1271)  2'r^'^"'W 


1716)  Diese  Bemerkung  ist  nach  der  AngaVie  von  Lacroix,  Traite  2  (1814), 
p.  643  von  „mehreren  Geometern"  gemacht,  von  Poisson  '"'^)  zuerst  veröffentlicht 
worden. 

1716)  J.  Ec.  polyt.  cah.  13  (1806),  p.  110:  Bull,  philomat.  1817,  p.  183;  J.  Ec. 
polyt.  cah.  19  (1823),  p.  369;  Mecauique  2,  p.  352;  chaleur  p.  137.  Vielfach  re- 
produziert, z.  B.  von  Lacroix  an  der  eben  genannten  Stelle,  von  Laplace,  Traite 
analytique  des  prohabilites  p.  62  (2.  Aufl.  1814),  von  Fourier,  Theorie  Nr.  399  = 
Oeuvres  1,  p.  465,  von  A.  (Je  Morgan,  Differential  and  integral  calculus,  p.  723, 
731,  von  A.  A.  Cournot,  Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  398.  Was  D.  F. 
Gregory,  Cambr.  math.  j.  1  (3)  (1838),  p.  127  auseinandersetzt  ist  weniger  eine 
Lösung  der  Schwierigkeit  als  ihre  Konstatierung. 

1717)  Theorie  Nr.  400  =  Oeuvres  1,  p.  467. 
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auf  den  Fall  anwenden,  daß  die  Werte  von  u  für  x  =  0  gegeben 
sind,    so   reicht    das   allein   nicht   dazu  aus,   es   müssen  vielmehr  auch 

noch  die  von  ^  gesehen  sein.    Man  könne  also  überhaupt  nicht  be- 

8x   °  ° 

haupten,  daß  die  Anzahl  der  in  der  allgemeinen  Auflösung  auftretenden 
willkürlichen  Funktionen  immer  der  Ordnung  der  Gleichung  gleich  sein 
müsse. 

Aus  der  Übereinstimmung  der  Darstellung  der  Lösung  durch  be- 
stimmte Integrale  mit  der  durch  Potenzreihen  hat  man  vielfach  ge- 
schlossen, daß  die  ersteren  die  allgemeine  Lösung  vorstellen,  weil  man 
überzeugt  war,  daß  die  letzteren  es  tun.  So  schließt  auch  noch  Cauchy 
bei  seinen  ersten  Untersuchungen^"*).  Da  er  aber  bald  an  dem  Bei- 
spiel von  Funktionen  wie  exp  ( — •  x^)  bemerkte,  daß  alle  Koeffizienten 
der  Taylorschen  Entwicklung  einer  Funktion  NuU  sein  können,  ohne 
daß  die  Funktion  selbst  identisch  NuU  ist,  so  erklärte  er  diesen 
Schluß  selbst  für  unzulässige''^).  Poisson  wiU  diesen  Einwand  nicht 
gelten  lassen:  er  meint,  man  könne  zwar  für  endliche  m  behaupten, 
daß  x""  exp  ( — x^)  f ür  a;  =  0  zu  NuU  werde,  aber  nicht  für  unend- 
lich große  m,  und  man  könne  also  auch  nicht  behaupten,  daß  alle 
Koeffizienten  der  genannten  Entwicklung  von  exp  ( — a;^)NuU  seien  e'^"). 
Fourier  dagegen  betont '"'"),  daß  es  für  die  Entscheidung  über  die 
AUgemeinheit  der  Lösung  durch  bestimmte  Integrale  gar  nicht  darauf 
ankomme,  ob  sie  sich  in  die  Lösungen  durch  Potenzreihen  überführen 
lassen,  und  welche  Bewandtnis  es  mit  diesen  habe:  die  Ableitung  jener 
Lösungen  selbst  zeige,  daß  man  mit  ihnen  beliebig  vorgeschriebenen 
Nebenbedinguugen  genügen  könne.  Cauchy  kommt  später  e'-^)  noch- 
mals  auf  diese  Frage  zurück:   die  Lösung  der  Schallgleichung  durch 

F,{x  +  t)-\-F,{x-{) 

gibt,  wenn  F.^  und  F^  nur  in  einem  endlichen  Intervall  von  0  ver- 
schieden sind,  fortschreitende  Wellen,  die  Lösung  durch  Potenzreihen 
„semble  indiquer  les  vibrations  stationaires". 


1718)  Paris  mem.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  149  (von  1815). 

1719)  Eine  Andeutung  schon  Bull,  philomafc.  1821,  p.  151;  dann  18-22,  p.  49; 
J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  551. 

1720)  Ib.  1822,  p.  85.  —  Eine  Unterscheidung  der  Reihenfolge  der  vorzu- 
nehmenden Grenzübergänge  darf  man  bei  Poisson  hier  so  wenig  wie  an  anderen 
Stellen  suchen. 

1721)  Theorie  Nr.  428,  6"  =  Oeuvres  1,  p.  528:  „les  objections  qui  avaient 
ete  proposees  ä  ce  sujet  sont  denuees  de  tout  fondement;  il  serait  aujourd'hui 
superflu  de  les  discuter." 

1722)  C.  R.  28  (1848),  p.  279  =  (1)  11,  p.  122. 
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Später ^'^^)  zeigt  Poisson  axich  noch,  daß  die  Entwicklung  der 
Lösimg  der  Wärmeleitungsgleichung  nach  Exponentialfunktionen 

(1272)  u  =2  A  c^V  (K^  +  K^) 

durch  Entwicklung  der  einzelnen  Glieder  nach  Potenzen  von  t  und 
Umordnung  in  die  Form  (1271)  übergeht,  wenn  man 

^  Ä„  exp  X^^x  =  F{x) 

setzt.  Dabei  nimmt  er  weiter  an,  daß  man  eine  willkürliche  Funktion 
F{x)  in  eine  solche  Reihe  entwickeln  könne. 

Daß  solche  Argumentationen  unter  Umständen  auf  Paradoxien 
führen,  hat  bereits  A.  A.  Cournot  bemerkt:  Wenn  man  die  Lösung  (1272), 
statt  nach  Potenzen  von  t,  nach  solchen  von  x  entwickelt,  so  erhält 
man  zwar  auch  eine  Reibe  der  Form  (1270),  aber  die  beiden  in  ihr 
auftretenden  Funktionen 

fpit)  =  ^-4„  exp  (A^i),     il,{t)  =  ^A^l„  exp  (l-J) 
können  nicht  als  voneinander  unabhängig  angesehen  werden,  sondern 
die  zweite  geht  aus  der  ersten  durch  Differentiation  zum  Index  V2  im 
Sinne  von  LiouviUe  (Nr.  108)  hervor."^*)    Und  wenn  man  die  Lösung 

(1273)  M  =  2  ^„  exp  {k„x  +  ^) 
der  Gleichung 

dx  dt 

nach  Potenzen  von  t  entwickelt,  so  lassen  sich  alle  Koeffizienten  aus 
dem  ersten  durch  sukzessive  Integrationen  ableiten,  ohne  daß  will- 
kürliche lutegrationskonstanten  auf  treten;  man  komme  also  so  nicht 
auf  die  allgemeinste  Lösung,  die  zwei  willkürliche  Funktionen  ent- 
halten müsse.  ^''^^) 

Poisson  hat   auch  wiederholt ''^^)  den  folgenden  Standpunkt  ver- 


1723)  Möcanique  2,  p.  353.  Chaleur  p.  138  entwickelt  er  nicht  nach  Potenzen 
von  t  selbst,  sondern  von  t  —  h\  damit  glaubt  er  (p.  134)  den  im  Text  erwähnten 
Bedenken  betr.  die  Allgemeingültigkeit  der  Taylorschen  Reihe  zu  entgehen. 

1724)  Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  407. 

1725)  ib.  p.  408. 

1726)  Bull,  philomat.  1817,  p.  180;  1822,  p.  81 ;  Paris  mem.  1  (1816[18]),  p.  83; 
3  (1818[20]),  p.  171;  J.  Ec.  polyt.  cab.  19  (1823),  p.  370;  Mecanique  2,  p.  348; 
chaleur  p.  139,  163,  363,  381.  Chalevir  p.  139  fügt  er  erläuternd  bei:  x"'  z.  B. 
könne  man  durch 

/exp  (ex)  —  1\ 


/exp  (ex)  —  1\" 
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treten:  man  könne  die  Entwicklungen  nach  Elementarlösungen  auf- 
fassen als  Entwicklungen  nach  den  Potenzen  einer  Exponentialgröße 
(nicht  notwendig  mit  ganzzahligen  Exponenten);  und  da  er  die  Meinung 
teilte,  jede  Funktion  lasse  sich  nach  Potenzen  der  unabhängigen 
Variabein  entwickeln,  so  schien  ihm  damit  der  Beweis  für  die  All- 
gemeinheit der  in  jener  Form  auftretenden  Lösungen  erbracht.  Das 
überträgt  er  dann  ohne  weiteres  auf  die  Lösungen  durch  Integrale 
von  Elementarlösungen ''^').  Nachher  aber,  veranlaßt  durch  seine  Unter- 
suchung über  die  Verwendbarkeit  des  Fourierschen  Integrals  für  kom- 
plexe Werte  des  Arguments  *^^')  schränkt  er  diese  Behauptung  doch 
ein:  Er  meint  jetzt''-*),  die  Reihen  und  Integrale  von  Elementar- 
lösuugen  seien  nur  so  weit  brauchbar,  als  sie  konvergierten.  Z.  B. 
köime  man  nicht  behaupten,  daß  die  Gleichung 

(1273a)  w  =  ^  //ßoj  ly  cos  (^x  —  ^a)(p{u)dc(dt, 

0   -  00 

+  2^^/J^y  ^  cos  {^x-la)^{a)dadi 

0  -00 

die  allgemeine  Lösung  der  Potentialgleichung  vorstelle,  da  diese  Inte- 
grale nur  unter  sehr  engen  Voraussetzungeu  über  die  Funktionen  (p,  p 
konvergierten.    Andererseits '''-')  dürfe  man  Ausdrücke  wie 

(1273b)         J\fe-''Y{xcosco-\-2ayt)sin^''  +  '(odc3da 
oder 

(1273c)     yje-^"  cos  (|x -?«)/■(«) rf«^|  =  -1  J--M-)_^^ 

0    -00  _oc 

nicht  als  die  allgemeinen  Integrale  der  betr.  Diffei-eutialgleichungen 
ansehen,  obwohl  sie  je  eine  willkürliche  Funktion  enthalten:  die  erste 
gebe  nur  ein  solches,  das  für  x  =  0  endlich  bleibt,  die  zweite  nur 
eines,  das  für  y  ^  -^  no  zu  NuU  wird. 

Später'"^")  gibt  er  die  entsprechende  Auseinandersetzung  auch  für 


ersetzen  und  also  mit  Hilfe  des  Binomialtheorems  in  eine  Reihe  von  Exponential- 
funktionen entwickeln. 

1727)  Bull,  philomat.  1822,  p.  82. 

1728)  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (182;-S),  p.  461. 

1729)  ib.  p.  248,  463. 

1730)  Mecanique  2,  p.  357;  chaleur  p.  141     Die  den  Funktionen  q>,  i/>  auf- 
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die  Lösung  der  Wärmeleitungsgleichung  durch  das  Laplacesche  Inte- 
gral (1236). 

76.  Ableitung  der  Hauptlösung  aus  der  Lösung  durch,  ein  be- 
stimmtes Integral.  S.  D.  Poisson^''^^)  führt  in  der  Laplaceschen  Form 
(1236)  des  Integrals  der  Diiferentialgieichung  der  linearen  Wärmeleitung 
die  unter  dem  Zeichen  der  willkürlichen  Funktion  stehende  Verbindung 
der  unabhängigen  Variabein  selbst  als  Integrationsvariable 

«  =  a-  -f  2ayi 
ein;  dadurch  geht  jene  Form  über  in: 


+  00 

(1274)  ,  =  ^/exp(--(^) /•(«). 


Da  hier  die  unabhängigen  Variablen  nicht  mehr  unter  dem  Zeichen 
der  willkürlichen  Funktion  vorkommen,  so  kann  ein  derartiger  Aus- 
druck der  Differentialgleichung  nur  dadurch  genügen,  daß  ihr  der 
Faktor,  mit  dem  die  willkürliche  Funktion  multipliziert  ist,  hier  also 

genügt,  wie  Poisson  bald  darauf^'^^)  selbst  bemerkt;  und  zwar  hat  er 
die  Eigenschaft,  sich  für  einen  bestimmten  Wert  der  einen  Variablen, 
nämlich  ^  =  0,  und  alle  Werte  der  andern  x,  mit  Ausnahme  des  ein- 
zigen X  =  a,  auf  Null  zu  reduzieren,  während  er  für  diesen  einen 
Wert  unendlich  bzw.  unbestimmt  wird.  In  der  Tat  kommt  man  von 
(1274)  auf  (1275),  wenn  man  annimmt,  die  Funktion  /"sei  nur  für  einen 
einzigen  Wert  a  von  0  verschieden,  so  daß  man  die  Integration  nur 
über  die  Umgebung  dieses  Punktes  zu  erstrecken  braucht  und  des- 
, wegen  den  andern  Faktor  als  konstant  vor  das  Integralzeichen  ziehen 
kann;  dabei  muß  man  übrigens  der  Funktion/"  für  diesen  einen  Argu- 
mentwert einen  unendlich  großen  Wert  zuschreiben,  damit  ihr  Integral 
über  ein  unendlich  kleines  Intervall  gleichwolil  endlich  bleiben  kann. 
Eine   derartige  Lösung  soU  im  folgenden  mit  einem  von  F.  Klein  in 


zuerlegenden  Beschränkungen  sind  hier  nicht  so  eng  wie  im  Falle  der  Potential- 
gleichung. 

1731)  Bull,  philomat.  1815,  p.  86. 

1732)  Paria  mem.  1  (1816[18]),  p.  151;  Bull,  philomat.  1822,  p.  83  (hier  Er- 
örterungen darüber,  ob  (1275)  als  ein  singuläres  oder  als  ein  partikuläres  Integral 
aufzufassen  sei;  Poisson  entscheidet  sich  für  die  letztere  Alternative);  J.  Ec. 
polyt.  oah.  19  (1823),  p.  24;  chaleur  p.  282.  Ebenso  Fourier,  Theorie  Nr.  374,  378 
=  Oeuvres  1,  p.  427,  439. 
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Vorlesungen''^^)  gebrauchten  Ausdruck  als  eine  ITauptlösung  der  Diffe- 
rentialgleichung bezeichnet  werden;  insbesondere  soll  dieser  Narae  für 
den  Fall  gebraucht  werden,  daß  der  Ausnahmepunkt  zum  Anfangs- 
punkt der  Abszissen  gemacht  ist,  daß  es  sich  also  z.  B.  um  die  Funktion 

(1276)  ^2ib'"P(-3 
handelt. 

Ein  anderer  Weg,  der  Yon  der  Elemeutarlösuug  direkt  zur  Haupt- 
lösung führt,  ist  ebenfalls  schon  von  Foiirier^''^)  vorgezeichnet:  das 
Integral  der  Elementarlösung  nach  dem  Parameter,  zwischen  irgend- 
welchen Grenzen  genommen,  muß  ebenfalls  der  Differentialgleichung 
genügen;  und  da  es  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  oder  —  co  und 
-|-  oo  genommen,  für  <  =  0  in  ein  divergentes  Integral  übergeht,  sein 
Grenzwert  für  lim  t  =  0  nur  an  einer  Stelle  unendlich,  sonst  überall 
Null  ist,  so  liefert  es  dann  eben  die  Hauptlösung.  So  wird  für  die 
Wärmeleitungsgleichung  erhalten : 

(1277)  fe-^''cos^xd^  =  -^e~^'- 
J  ynt 

und  diese  Formel  zeigt  zugleich,  in  welchem  Sinne  die  eben  wieder- 
holte Behauptung  über  den  Grenzwert  eines  derartigen  Integrals  richtig  ist. 

77.  Ableitung  der  Lösung  durch  ein  bestimmtes  Integral  aus 
der  Hauptlösung.  Umgekehrt  kann  man,  wenn  die  Hauptlösung 
11{3:,  t)  einer  Differentialgleichung  bekannt  ist,  aus  ihr  die  allgemeine 
Lösung  ableiten,  indem  man  diese  als  Übereinauderlagerung  der  Re- 
sultate der  verschiedenen  Einzelstörungen  auffaßt,  die  von  den  ein- 
zelnen Punkten  der  ic- Achse  ausgehen.  Man  erhält  so  eine  allgemeine 
Lösung  zunächst  in  der  Gestalt: 

+  00 

(1278)  u  ==fH{x  —  a,  t)f(a)da. 

In  den  Fällen,  mit  welchen  wir  hier  zu  tun  haben,  ist  die  Haupt- 
lösung eine  homogene  Funktion  von  x  und  einer  Potenz  von  t;  eine 
einfache  Substitution  führt  dann  (1278)  in  die  weitere  Form: 

+  00 

(1279)  u  =j't^E{ai\  t)f{x  -f  af) da 

über,  in  der  das  Produkt  der  beiden  ersten  Faktoren  unter  dem  Inte- 

1733)  1888/89;  vgl.  A.Sommerfeld,  Math.  Ann.  45  (1894),  p.  263. 

1734)  Theorie  Kr.  374  =  Oeuvres  1,  p.  4.^2. 
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gralzeichen  eine  Funktion  Yont  allein  ist.  So  erscheint  bei  Ä.Cauchy^''^'^) 
das  Integral  der  Potentialgleichiing  in  den  Formen: 

+  »  +00 

(1280)  n  =  ^    f^/M''^ -,-,  =  -1  ff(^+^y^  . 

^  ^  :r  J    y--\-{x  —  ci)-  7t  J  1-1- a*        ' 

bei  Fonrier  das  Integral  der  Gleichung  der  schwingenden  Lamelle 

(128.)  _       S  +  Iä'-O 

zunächst  in  der  Form''^^} 

+  00 

(1282)  .=^^-/sin[(^  +  |]/X«)^«, 
dann"^')  auch  in  der  folgenden: 

+  00 

(1283)  u  =  -i=    /  (sin  a°  -|-  cos  a^)f{x -f-  2ayt) da . 

1/2  K  J 

Läßt  sich  die  Hauptlösung  nur  durch  einen  Grenzwert  darstellen, 
so  erscheint  bei  diesem  Verfahren  auch  die  allgemeine  Lösung  in  der 
Gestalt  eines  solchen;  so  bei  ..4.  Cauchy^''^^)  eine  Lösung  der  Saiten- 
gleichung durch: 

+  00 

(1284)  .  =  lim    ^^  exp  g)/exp  [-  '^f]  cos  ^^  f{a)äa 

+  00 

^  lim  -—  exp  (t-t )   /  exp  ( —  n")  cos  -^  ({■x  -\-  2a]/Ä-)  da . 

1735)  Paris  mem  prea.  1  (1827)  =  Oeuvres  (V)  1,  p.  135  (von  1814).  An  dieser 
Stelle  handelt  es  sich  bei  Cauchy  allerdings  zunächst  nicht  um  die  Integration 
der  Potentialgleichung,  sondern  um  die  Auffassung  des  Fourierschen  Integrals 
als  Grenzformel  (Nr.  54).     Die  Hauptlöaung  der  Potentialgleicbung 

/  c~  '^■"  cos  X  ädi=  - -r — ^ 

J  y^  +  x^ 

0 

ist  ein  Beispiel  dafüi',  daß  die  Hauptlösung  nicht  immer  die  einfachste  Lösung 
ist,  die  nur  an  einer  Stelle  unendlich  wird.  Diese  würde  sein  i  log  (.1;* -|- i/^  und 
die  Hauptlösung  ist  von  dieser  die  Ableitung  nach  y. 

1736)  Bull,  philomat.  1818,  p.  131.  Fourier  sagt  nicht,  wie  er  für  diesen 
Fall  die  Hauptlösung  gefunden  habe,  sondern  deutet  nur  p.  136  an,  daß  es  darauf 
ankomme,  zunächst  die  Hauptlösung  zu  finden. 

1737)  Theorie  Nr.  406  =  Oeuvres  1,  p.  479.  Ebenso  bei  Ä.  Cauchy,  Bull, 
philomat.  1821,  p.  145. 

1738)  Bull,  philomat.  1821,  p.  148. 
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78.  Anpassung  der  Lösung  durch  ein  bestimmtes  Integral  an 
gegebene  Anfangsbedingungen.  Die  in  den  Nummern  73,  74  be- 
sprochene Form  der  Lösung  durch  ein  bestimmtes  Integral  läßt  un- 
mittelbar erkennen,  auf  welche  Funktion  von  x  sie  sich  für  ^  =  0 
reduziert.  Anders  ist  es  mit  der  in  Nr.  77  besprochenen.  Sei  wieder 
i?(|,  ()  cos  %,x  Elementarlösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung, 
so  normiert,  daß  E{i„  0)  =  1  ist;  und  es  soll  die  in  der  Integralform 

(1285)  u  —J'm,  0  cos  xi  9)(|)d§ 

0 

auftretende  willkürliche  Funktion  qo  des  Parameters  so  bestimmt  werden, 
daß  sich  diese  Lösung  für  t  =  0  auf  eine  (für  positive  Argumente) 
gegebene  Funktion  von  x  reduziert,  daß  also 

j  cosx%(p{l)dt,  =  f{x)        (a;>0) 

0 

wird.  Um  die  Auflösung  dieser  Integralgleichung  zu  umgehen,  kann  man 
damit  beginnen,  daß  man  den  von  der  Zeit  abhängigen  Faktor  der 
Elementarlösung  durch  ein  Integral  der  Foi-m 

(1286)  £■(§,  i)  =fn{ii,  t)  cos  iildii 

0 

ausdrückt'""'');  vertauscht  man  dann  die  Reihenfolge  der  Integrationen, 
80  erhält  mau  zunächst 

(12S7)  u  =  \j  r^ifi,  t)j  99(1)  [cos  {iil  +  x^^}  +  cos  {ai  —  xl)']dldii, 

0  0 

und  das  ist  wegen  der  vorausgesetzten  Gleichung  (1285)  gleich 


1739)  A.Cauchy  benutzt  (Paris  mem.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  152; 
von  1815)  nicht  diese  Darstellung,  sondern  die  Darstellung  von  £(1,  t),  als  Funk- 
tion von  I  betrachtet,  dm-ch  ein  Fouriersches  Doppeliutegral,  von  der  man  auf 
(1286)  kommt,  indem  man  die  eine  Integration  ausführt;  seine  Rechnung  läßt  sich 
leicht  so  umschreiben,  daß  nur  von  (1286)  Gebrauch  gemacht  wird,  und  ich  ver- 
mute nach  seinen  verschiedenen  Andeutungen  —  vgl,  namentlich  die  in  Note  1252) 
erwähnten  — ,  daß  er  ursprünglich  selbst  so  gerechnet  und  erst,  nachdem  er  auf 
diesem  Wege  auch  seinerseits  zu  dem  Fourierschen  Integralsatz  gelangt  war, 
die  Rechnung  umgeschrieben  hat.  —  Für  die  einfachsten  in  Betracht  kommenden 
Fälle  waren  die  Darstellungen  der  Form  (1285)  etwa  1810  bekannt;  vgl.  Nr.  71. 
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oder  wenn  man  geeignete  neue  Integrationsvariablen  einfühi-t,   gleich 

(1288)  ~f[viW~x\,  t)  +  rt{a  +  x,  t)]f(a)da, 

0 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Für  die  Potentialgleichung,  für  die 
E{^,  t)  =  exp  ( —  1 1)  ist,  wird  so  erhalten 

(1289)  n  =  i/[(.^,r^  +(^+^0^(«)^«; 

u 
und  die  für  (557)  angestellte  Überlegung  zeigt,   daß   das  in  der  Tat 
für  t  =  0  sich  auf  f[x)  reduziert. 

In  den  einfachen  Fällen,  mit  welchen  man  zunächst  zu  tun  hat, 
kann  man  auch  ohne  Kenntnis  der  allgemeinen  Reziprozitätssätze  mit 
Hilfe  der  Formeln  von  Nr.  59  erkennen,  daß  zugleich  mit  der  Glei- 
chung (1286)  die  folgende  besteht: 

(1290)  7](n,  0  =  ^  f^i^,  t)co8fild^. 

0 

Setzt  man  das  in  (1286)  ein,  so  erhält  man  die  Lösimg  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  durch  ein  trigonometrisches  Doppelintegral: 

(1291)  "  =  ^  1 1 E{1  f)  cos  z^  cos  a^f(a)d^du 

0    0 

und  aus  ihr  durch  die  Annahme  <  =  0  die  Darstellung  der  willkürlichen 
Anfangsfunktion  durch  ein  solches  Integral  unabhängig  von  anderen 
Betrachtungen. 

Steht  in  (1285)  an  Stelle  des  Cosinus  ein  Sinus,  so  kann  mau  ent- 
sprechend verfahren;  man  hat  auch  in  diesem  Falle  eine  Darstellung 
der  Form  (1286)  (nicht  etwa  die  entsprechende  mit  sin,u|)  zu  benutzen. 

Umständlicher  wird  die  Sache,  wenn  man  statt  der  Darstellung 
(1286)  nur  eine  der  Form 


(1292)  JS(|,  t)  =j\7j(^,  0>os>|  +  t(u,  t)  sin  u £] d^ 

b 

hat.    Man  benutzt  dann  am  bequemsten  auch  für  w  den  all 
Ansatz 

+  00 

(1293)  M  =/i'(^,  t)  [cp(l)  cos  xl  +  ■il){l)  sin  xl]di 
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und  unterwirft  die  Funktionen  cp,  ^  neben  der  Bedingung 

(1293a)  j\<p{l)  cos  a;|  +  i'{l)  sin  a;|]  (i|  =  f{x) 

noch  der  weiteren 

(1293b)  J\—  (pi^)  sin  xl  +  i'{l)  cos  xl'\dl  =  0. 

Damit  erhält  mau: 

00  +00 

(1294)  u  =  l-J\n  (f.,  0  /[^(l)  cos  (x|  +  iil)  +  4<{l)  sin  {xl  +  iil) 

0  -00 

+  (p{l)  COS  (a;|  — fil)  +  ip{l)  sin  (a;|  — fig)](/| 

+  00 

+  ?(.«•  Oj  [9(l)sin(a;|  +  ft|)  —  i^(|)  cos(x|  +  /i£) 
+  9d(|)  sin  {xi,  —  ^l)  —  i){l)  cos(a;^— ft^)]rf|]£Zj[t 

=  -[  Jn  (.«,  0  [/"(^^  +  ^)  +  /"(^  -  f*)]  '^M  • 

0 

Auf  ähnlichem  Wege  ist  A.  Cauchy,  wie  er  selbst  berichtet^'*"),  zuerst 
zur  Integration  der  WeUengleichung  (1222)  gelangt,  für  die 

(1295)  E{1,  t)  =  cos  (t  VI)  ==  ^'- /cos  (f.^  +  ^  -  f )  d^ 

u 
ist.  Nur  führt  er  die  hier  mit  i/;  bezeichnete  Funktion  nicht  ein  und 
benutzt  auch  nicht  die  Relation  (1293  b);  infolgedessen  ist  er  genötigi, 
die  Glieder  mit  sin  (a;|  +  /ü|),  die  bei  ihm  nicht  alle  von  selbst  weg- 
fallen, noch  mit  Hilfe  der  Relation  (852)  so  umzuformen,  daß  auch  in 
ihnen  statt  des  Sinus  ein  Cosinus  auftritt,  und  dann,  um  beide  Teile 
zusammenziehen  zu  können,  in  dem  andern  von  der  Relation 

(1296)  cos  (.u^^-  I)  =  -  i- J  sin  (a'-'i^--  ")  p^ 

u 
Gebrauch  zu  machen.^'*') 


1740)  ib.  p.  -295;  Ann.  de  math.  17  (1827),  p.  110. 

1741)  Bei  Cauchy  ist  die  Sache  dadurch  noch  etwas  umständlicher,  daß  er 
diese  letzte  Umformung  erst  nach  Einführung  einer  neuen  Integrationsvariablen 
vornimmt. 
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Um    die    Laplacesche   Lösung    der   Wärmeleitungsgleichnng    den 
Nebenbedingungen 

u  =  q)(t)  für  X  ==  0,     u  =  f{pc)  für  i  ^  0,     a;  >  0 

anzupassen,  führt  W.  Thomson  Lord  Kelvin  i'*-)  für  ^  =  0,  a;  <  0  eine 
Funktion  m  ^  ^(a;)  ein,  die  zusammen  mit  fix)  die  erste  Neben- 
bedingung erfüllen  soll.    Die  Lösung  erscheint  dann  in  der  Form 

(1297)  M=-4r  CQx^{-a^)f{x  +  2a-\'t)da+  C^x^{—a^)^{x+2aV't)dä\. 

Wird 

^  (—  a;)  =  F{x)  —  f{x) 

gesetzt,  so  ergibt  sich  infolge  der  ersten  Nebenbediugung  die  Funktion 
F  durch  Auflösung  der  Gleichung: 

(1298)  Vtc  ■  <p{t)=  fe-'^'  ■  F{2a  VI)  da. 

0 

Dazu  entwickelt  Thomson  (p(t)  in  eine  trigonometrische  Reihe  und 
stellt  dieselbe  durch  Benützung  der  Gleichung 

(.289)     •»  l,„a\^J.ß-^;\2uViu]Z  (2»l/»T«j.«, 

0 

die  er  aus 


./■' 


S2  f/|  =  Yjc      für     §  =  «  +  y±  2i 


erhält,   durch   ein  Litegral  derselben   Form  wie  das   auf  der  rechten 
Seite  von  (1298)  dar.     Durch  Vergleich  bekommt  er 

F(x)  =  ^{ä^ ß of  (xYni )  cos  (xYm)  +  jB„ ® in  (xYm )  sin  {xytn)),m^ ~ 

und  durch  Einsetzen  der  Integrale  für  die  Koeffizienten  und  Übergang 
ZVL  p  =  oo 

+  03 

(1300)  F{x)  =  ^  C  rM'^cosUyr— 2ör)  +  e-^V?cos(a-]/T  +  2ÖT)l(p(T)dTrfö. 


1742)  Cambr.  math.  j.  Z^  (1842),  p.  173  =  papers  1,  p.  11;  ib.  4^  (1843), 
p.  70  =  1,  p.  43  finden  sich  Erörterungen  darüber,  daß  die  Schlußformel  auch 
dann  noch  richtig  ist,  wenn  die  dabei  benutzten  Funktionen  „impossible"  sind. 
Verallgemeinerung  für  den  Fall,  daß  die  3.  Randbedingung  zu  erfüllen  ist,  ib.  3^ 
(1843),  p.  209. 
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79.  Integration  durch  trigonometrische  Integrale.  Die  Inte- 
gration der  Difierentlalgleichung  der  linearen  Wärmeleitung  durch  tri- 
gonometrische Integrale  tritt  bei  J.J.  Fourier^'^^)  zunächst  in  der  Form 
auf,  daß  der  in  Nr.  52  besprochene  Grenzübergang  an  der  Lösung 
durch  eine  trigonometrische  Reihe  ausgeführt  wird;  je  nachdem  dabei 
von  einer  Cosinus-  oder  von  einer  Sinusreihe  ausgegangen  wird,  er- 
scheint die  eine  oder  die  andere  der  beiden  Formen: 

(1301)  M  =  M  e~^''  cos  xi,  cosja ^f{a)dccd^ 

0    0 

und: 

(1302)  u  =  j  j  e"^"'  sin  xl  sin  a|/"(ß)rf«<?|. 

ö  0 

A.  Cauchy^''**)  gibt,  zunächst  ohne  jede  Andeutung,  wie  er  dazu  ge- 
kommen ist,  die  lutegi-ation  der  sog.  Laplaceschen  Differentialgleichung 
durch  eine  Summe  Ton  vier  Integralen,  von  denen  eines  ist: 

(1303)  u=  j  I  e"'""  cos  S,x  cos  ^af{a)dad^, 

0  b 

während  die   drei   andern   aus  ihm  dadurch  hervorgehen,   daß   man  y 
mit   —  y    oder    die    Cosinus    mit   Sinus    vertauscht    oder    beide   Ver- 


1743)  Paris  mem.  4  (1819/20  [24])  (Preisschrift  von  1811),  p.  490,  496; 
Theorie  de  la  chaleur  Nr.  347,  353,  397  =  Oeuvres  1,  p.  393,  399,  463.  Die  Formel 
mit  Cosinus  und  Sinus  findet  sich  erst  in  der  Theorie,  Nr.  354  =  Oeuvres  1, 
p.  401,  vgl.  Note  504).  Nachträglich  (p.  170,  von  1827)  gibt  er  noch  die  Erläute- 
rung: eine  beliebige  Funktion  von  x  und  t  kann  durch  das  Integral 


ß 


/■(!, «)  cos|£(i| 


dargestellt  werden;  soll  sie  der  Differentialgleichung  (1175)  genügen,  so  muß  f  die 

gewöhnliche  Differentialgleichung    ,,sH-|/'=0  erfüllen.    Fourier  hat  auch  noch 

eine  2.  Form  des  Integrals  der  Gleichung  der  Wärmeleitung;  er  erhält  es  aus 
der  Reihenform  (1270),  indem  er  die  einzelnen  Glieder  durch  bestimmte  Integrale 
ausdrückt  und  dann  unter  dem  Zeichen  summiert.     Vgl.  Note  1760. 

1744)  Paris  mem.  pres.  1  (1827)  (von  1815)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  21;  p.  146  zeigt 
er  durch  Entwicklung  nach  Potenzen  von  y,  daß  der  angegebene  Ausdruck  mit 
demjenigen  identisch  ist,  den  man  durch  Anwendung  der  Methode  der  unbe- 
stimmten Koeffizienten  erhält;  und  dieser  habe  „tonte  la  gent?ralite  desirable". 
Fourier  dagegen  legt  Wert  darauf,  daß  man  die  Allgemeinheit  der  Lösung  durch 
sein  Integral,  ohne  auf  irgendwelche  Reihenentwicklung  zurückzugehen,  aus  ihr 
selbst  beweisen  könne,  da  man  imstande  sei,  sie  beliebig  gegebenen  Anfangs- 
bedingungen anzupassen  (Bull,  philomat.  1818,  p.  136). 

Encyklop.  d    math.  Wisaensoli      U  1.  79 
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tauschungen  zugleich  vornimmt.  Ähnlich  integriert  er  weiterhin ^'*^) 
die  Differentialgleichung  der  Wasser  wellen : 

durch  eine  Summe  von  acht  Bestandteilen,  von  denen  der  eine  ist: 

(1305)  u  =  f  I  cos  (^yi)  cos  |x  cos  ^uf((()dud^, 

0  u 

während  die  übrigen  aus  ihm  teils  durch  die  eben  erwähnten  Ver- 
tauschungen, teils  dadurch  hervorgehen,  daß  man  die  trigonometri- 
schen Funktionen  der  Zeit  durch  Exponentialfunktionen  ersetzt. 

Dann  stellt  Fourier^''*^)  die  drei  Integrale  der  Gleichungen  der 
Wärmeleitung  (1175),  der  WasserweUen  (1299)  und  der  schwingenden 
Lamelle: 

(1306)  ^;  +  S-0 
nebeneinander: 

00    +0C 

(1307)  u  =  ^  fj'exp(-  i^t)  cos  {^x—la)f{cc)dad^, 

0  -<« 

so    +00 

(1308)  u=  l  jjcos  (tyl)    cos(lx  — U)f(.ci) da di, 

Ö    —00 

(1309)  u  =  ^  1 1  cos  (iH)      cos{^x  — la)f{a) da di. 

0    0 

Auch  exponiert  er^'*')  das  einzuschlagende  Verfahren  allgemein  an  der 
Gleichung: 

(1310)  gi  =  ä^»  +  &gp  +  c^e  +  ■  •  •; 

er  schreibt  die  Elementarlösung  in  der  Form: 

u  =  exp  ( —  mt)  cos  |a; 
mit 

setzt  in  ihr  x  —  u  für  x  und  integriert  sie  zuerst  nach  dem  Para- 
meter I,  hierauf,  nach  Multiplikation  mit  einer  beliebigen  Funktion 


1746)  ib.  p.  56;  dazu  die  Erläuterungen  p.  149. 

1746)  Bull,  philomat.  1818,  p.  132.   Bei  Fourier  ist  die  Reihenfolge  der  Inte- 
grationen die  umgekehrte. 

1747)  Th(5orie  Nr.  404,  p.  4  =  Oeuvres  1,  p.  474. 
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der  Integrationsvariablen  u,  auch  noch  nach  dieser.  Daran  schheßt  er 
noch  die  Bemerkung"**),  daß  man  für  die  Gleichung 

d^  _l_  d^ /^ 

dt*  '^  cx*~^ 
zwei  Elementarlösungen 

u  =  cos  i,-t  cos  ^x ,     u  =  sin  i,^t  sin  ^x 

ansetzen  könne,  und  daß  infolgedessen  auch  die  allgemeine  Lösung 
sich  als  Summe  zweier  Doppelintegrale  darstelle,  wobei  dann  die  An- 
fangsbediugimgen 

u==(p(t),     |f  =  V'(0    für    <  =  0 

erfüllt  werden  können. 

Später  erscheint  die  Sache  wohl  auch  in  der  Form  dargestellt, 
daß  zuerst  in  die  Elementarlösung,  mit  Rücksicht  auf  die  WiUkür- 
lichkeit  des  Anfangspunkts  der  Koordinaten,  ein  zweiter  Parameter  a 
eingeführt  wird,  indem  man  x  diu-ch  x  —  a  ersetzt;  dann  wird  mit 
einer  willkürlichen  Fxmktion  von  a^'*®)  multipliziert  und  nach  a  und 
nach  I  integriert;  so  bei  J.  31.  C.  Dulmmel"^'^)  und  bei  A.  Ä.Cournot}''^^) 

J.  M.  C.  DuhameV^^'^)  erhält  durch  Integration  der  Elementar- 
lösungen für 

die  Lösung: 

+  00 

(1312)     0  =  ^  y"  Aos  {t  l/r+ y^)  ■  cos  (1^  -  ?  «)  X  («)  du  d  I 

+  00 

^^J  J  1  +  1'       ■  °°'  (^^  ~~  ^"^  ^i(")  '^^  '^^• 

G.  G.  Stokes"^^)  integriert  die  Differentialgleichung  (1175)  unter 
den  Bedingungen:  ««  =  0  für  i  =  0,  u=  \  für  x  =  0,  um  ohne 
weiteres  unter  dem  Integralzeichen  differentiieren  zu  können,  durch  die 


1748)  Nr.  405,  p.  477. 

1749)  Warum  nicht  auch  von  |?,  muß  man  bei  diesem  Ausgangspunkt 
wohl  fragen. 

1750)  Cours  d'analyse  2,  Paria  1840,  p.  182. 

1751)  Theorie  des  fonctions,  2,  Paria  1841,  p.  425. 

1752)  J.  de  math.  14  (1849),  p.  65  von  1839. 

1753)  Papers  3  p.  130.  Der  Übergang  von  der  Lösung  der  Wärmeleitungs- 
gleichung durch  ein  Fouriersches  Integral  zur  Laplaceschen  Form  auch  bei 
Cournot,  Theorie  2,  p.  426. 

79* 
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Summe  zweier  trigonometrischer  Integrale: 

(1313)  M  =  —   /   /  [cosirl  cos  |aqp(a,  <)  +  sin  a-'l  sin  §a^(ß,  i)]  f?«  rf|. 

0      0 

Die  Differentialgleichung  verlangt: 

(p  =  cp{u)  exp  ( —  cc^t),  t  =  (/»(k)  exp  ( —  «*<), 

die  erste  Grenzbedingung 

ilj{a)  =  —  cp{a)- 

das  entstehende  Integral  kann  in  die  Laplacesche  Form  übergeführt 
werden,  aus  der  hervorgeht,  daß  der  2.  Bedingung  nur  durch  (p(a)  =  1 
genügt  wird.  Aus  der  so  erhalteneu  Lösung  leitet  er  dann  den  Fall, 
daß  die  2.  Bedingung  durch  u  =  f{t)  ersetzt  wird  dadurch  ab,  daß 
er  mit  f{t)dt  multipliziert  und  t  durch  t  —  x  ersetzt  und  nach  r 
von  —  oo  bis  t  integriert. 

A.  Cauchy  ''**)  stellt  die  Integration  linearer  Differentialgleichungen 
durch  trigonometrische  Integrale  in  symbolischer  Form  dar.  Er  zeigt 
zunächst:  wenn  F  eine  ganze  Funktion  des  Differentialssymbols  D 
und  des  Symbols  A  der  endlichen  Differenzen  bedeutet,  so  ist: 

+  00      +00 

{13U)F(D,A)f{x)  =  i^^f  f  ei^^-")'F{li,  ^* —  l)f{a)dadl. 

Das  veranlaßt  ihn,  auch  für  den  Fall,  daß  qp  keine  ganze  Funktion 
mehr  vorstellt,  mit  cp(i,)f(x)   das  Integral 

+  00     +» 

(1315)  u  =  ^JJe^(^-'')'<p(^)f{a)dad^^ 

zu  bezeichnen *''^^).  Ist  q)  der  Quotient  zweier  ganzer  Funktionen  -^ , 
so  genügt  diese  Funktion  u  der  Gleichung  F(D)u  =  \{D)f{x).  Cauchy 
zeigt  femer  "^^),  daß  die  so  definierte  Funktionaloperation  den  Gesetzen 
der  Assoziation  und  Distribution  genügt,  und  daß  namentlich  die  Glei- 
chung gilt: 

93(1)  exp  {axi)  =  exp  {axi)(p{a). 


1754)  Exerc.  cle  math.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  201.  Vgl.  auch  II  A  11, 
Pincherle,  Nr.  fi,  9,  p.  769,  773.  Die  an  der  letztgenannten  Stelle  erwähnten  eng- 
lischen Untersuchungen  sind  also  zum  großen  Teil  schon  hier  von  Cauchy  vor- 
weggenommen. 

1756)  p.  204.  Cauchy  hat  a-  als  Symbol;  im  Text  ist  dafür  h,  benutzt,  um 
dem  et  dieselbe  Bedeutung  lassen  zu  können,  wie  sonst  überall  in  diesem  Artikel. 

1756)  p.  209. 
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Das  erweitert  er  dann  auf  Funktionen  mehrerer  Variablen*'^');  damit 
gelingt  ihm  die  Aufstellung  partikulärer  Lösungen  von  gewöhnlichen 
und  partiellen  Differentialgleichungen  mit  zweitem  Glied,  und  die  Re- 
duktion der  Integration  von  solchen  Gleichungen  höherer  Ordnung  auf 
die  sukzessive  Integration  mehrerer  Gleichungen  niedrigerer  Ordnung, 
für  den  Fall,  daß  die  linke  Seite  der  Gleichung  sich  symbolisch  in 
Faktoren  zerlegen  läßt. 

G.  Plana  kommt  zu  Darstellungen  der  Lösungen  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen durch  Fouriersche  Integrale,  indem  er  in  ihren  Ent- 
wicklungen in  Potenzreihen  die  einzelnen  Glieder  durch  solche  Inte- 
grale darstellt,  sie  durch  partielle  Integrationen  umformt  und  dann  die 
Reihenfolge  von  Summation  und  Integration  vertauscht;  so  erhält  er 
die  Lösung  von 

dxcy 
als  Summe  zweier  Glieder,  von  denen  eines  ist'"*): 

00    +00 

(1316)  u  =  ^  /Tcos  {ix  —  la  —  |-)  /"(«)  du  dl 

0  -CO 

und  die  von 

durch  eine  Summe  zweier  Glieder,  von  denen  eines  isf^^): 

(C    +00 

(1318)        »  =  -^  //"ßof  {tyi^l^)  cos  {lx  —  la)f{a)du. 

U      —00 

Dasselbe  Verfahren  wendet  auch  Fourier  selbst  an^'^"),  um  eine  Lösung 
der  Wärmeleitungsgleichung  zu  erhalten,  die  sich  für  a;  =  0  samt 
ihrer  ersten  Ableitung  nach  x  auf  gegebene  Funktionen  von  t  redu- 


1757)  p.  226;  ein  Nachtrag  p.  236  führt  die  symbolische  Behandlung  der  ein- 
fachsten Fälle  durch,  p.  248  auch  für  Differenzengleichungen. 

1758)  Torino  mem.  25  (1820),  p.  144.  Er  untersucht  nicht,  ob  dieses  Integral 
überhaupt  einen  Sinn  bat. 

1759)  ib.  p.  145.  Er  bemerkt  selbst,  daß  das  Argument  des  (£of  nur  in  einem 
Teile  des  Integrationsgebietes  reell  ist,  so  daß  eine  Zerlegung  desselben  erforder- 
lich ■würde,  und  zieht  daher  die  Methode  von  Poisson  vor. 

1760)  Theorie  Nr.  413  =  Oeuvres  1,  p.  490.  G.  Darhoux  zeigt  in  einer  Note 
p.  492,  wie  man  zu  dieser  Lösung  von  einer  geeignet  gewählten  Form  der  Ele- 
mentarlösung aus  gelangen  kann;  in  etwas  anderer  Form  W.  Thomson  Lord  Kel- 
vin, Cambr.  math.  j.  3  (5)  (1843),  p.  208  =  papers  1,  p.  18. 
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ziert;  er  findet  so   eine  Summe  zweier  Glieder,  von  denen  eines  ist: 

M  =  —  //  {cos(2T^i  —  2t-Ö)  6of  To;  cos  ra; 

—  sin(2Täi  — 2r2ö)  <Sin  tx  sin  tx}  f(e)dddt. 

80.  Ableitung  der  Hauptlösung  einer  partiellen  DifFerential- 
gleiehung  aus  der  Darstellung  ihrer  allgemeinen  Lösung  durch,  ein 
Fouriersches  Integral.  Die  „Hauptlösung"  kann  aus  der  Darstellung 
der  allgemeinen  Lösung  durch  ein  Fouriersches  Integral: 

(1319)  M  =  ^  IJ(p(t,  ?)  cos  {lx—^^a)f{a)dad^ 

0  -00 

erhalten  werden,  wenn  man  in  dieser  die  Integrationsvariable  a  überall, 
außer  unter  dem  Zeichen  f,  durch  den  ausgezeichneten  Wert  von  x, 
hier  also  durch  0  ersetzt;  das  Doppelintegral  zerfällt  dann  in  das 
Produkt  zweier  einfachen  Integrale;  wird  in  Ergänzung  der  bereits 
eingeführten  Voraussetzungen  dem  auf  «  beziehenden  der  Wert  1  zu- 
geschrieben, so  erhält  man  die  Hauptlösung  dargestellt  durch  das  ein- 
fache Integral: 

(1320)  H=^  fq>{t,l)  cos  Ix  dl. 

0 

In  den  Fällen,  mit  welchen  wir  hier  zu  tun  haben,  enthält  die  Funk- 

tion  90  ihre  beiden  Argumente  nur  in  einer  Verbindung  l'"^;  dann 
läßt  sich  die  Hauptlösung  schreiben: 

(1321)  H=^,J^{%)cos{]il)dl, 

0 
erscheint  also   als  Produkt  einer  Potenz  von  t  in  eine  Funktion  der 
einen  Variablen 

Ist  die  zu  der  Funktion  g?  reziproke  Funktion  bekannt,  so  erhält 
man  die  Hauptlösung  in  elementarer  Form.  Bei  dem  ersten  Beispiel 
einer  derartigen  Bestimmung  einer  Hauptlösung,  nämlich  derjenigen 
von  (1299)  durch 

(1322)  E=^,J cos  VI  cos  h^d^,        h  =  -f, 

0 
bei  A.  Caiichy"^^),  ist  das  allerdings  nicht  der  Fall. 

1761)  Paria  mem.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  61  (von  1814). 
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Bei  Gleichungen  vom  hyperbolischen  Typus  existiert  keine  Haupt- 
lösung: das  Integral,  das  man  durch  das  oben  besprochene  Verfahren 
erhalten  würde,  divergiert.  Gleichwohl  ist  hie  und  da  von  ihm  Ge- 
brauch gemacht  worden,  so  z.  B.  von  einem  Anonyiuns^''^'^'^)  für  die 
Gleichung  der  Saitenschwingungeu.  Begnügt  man  sich  mit  der  Annahme, 
die  gegebeue  Funktion  sei  nur  in  einem  kleinen  Intervall,  etwa  von  0 
bis  a,  von  Null  verschieden,  und  zwar  =  1,  so  kann  man  z.  B.  mit 
Navier^''^^)  in  dem  Integral  der  Gleichung  der  Saitenschwingungen  (bzw. 
der  Longitudinalschwinguugeii  eines  Stabes): 

(1323)  u  =  —  I  I  cos  ^t  cos  ^x  cos  ^ad^da 

0  0 

zunächst  die  Integration  nach  u  ausfühi-en,  so  daß  man 

(1324)  "  =  -J   A°s  I *  cos  |:r  ~^"  d^ 

0 

erhält.  Das  läßt  sich  dann  wieder  als  die  Summe  von  vier  Integralen 
der  Form  (1320)  darstellen  und  daraus  u.  a.  ablesen,  daß  für  jedes  x>o; 
das  u  von  t  =  x  —  a  bis  t  =  x  gleich  + ,  vorher  und  nachher  aber 
=  0  ist. 

81.  Übergang  von  der  Lösung  durch  ein  trigonometrisches 
Integral  zur  Lösung  durch  ein  einfaches  Integral.  Die  Darstellung 
der  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  durch  ein  Fourier- 
sches Integral  läßt  sich  allgemein,  d.  h.  unabhängig  von  irgendwelcher 
Spezialisierung  der  Anfangsbedingungen,  auf  ein  einfaches  Integral 
reduzieren,  wenn  es  gelingt,  die  Integration  nach  |  allgemein  auszu- 
führen, d.  h.  das  Integral 

(1325)  f^i^'  0  cos  {ix  —  ^u)dl 

0 

auszuwerten.  Dieses  Integral  unterscheidet  sich  aber  von  der  Haupt- 
lösung (Nr.  80)  nur  dadurch,  daß  x  —  «an  Stelle  von  x  steht.  Es 
ist  also  die  hier  in  Rede  stehende  Reduktion  dann  und  nur  dann  mög- 
lich, wenn  eine  Hauptlösung  existiert  und  sich  durch  elementare 
Funktionen  ausdrücken  läßt.  Das  hat  bereits  Fourier  erkannt,  wie  aus 
seinen  Andeutungen^'^')  zu  schließen  ist. 


1761')  Cambr.  math.  j.  3  (6)  (1843),  p,  257. 

1762)  Bull,  philomat.  1825,  p.  181. 

1763)  Bull,  philomat.   1818,  p.  132,  136. 


1226     IIA  12.    H.  Burkhardt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 

Hierher  gehört  die  Zurückführung  des  Integrals  (1273  a)  der  Po- 
tentialgleichung  auf 

(1S26)    „  =  -  |-/,,-ÄiV-  -  .-/«' — "  rf^ 

durch  A.  Cauchy^''^);  die  des  Integrals  der  Wärmeleitungsgleichung 
(1301)  auf 

+  00 

(1327)  «  =  -^j;xp(_(— ^)>(«)rf« 

und  weiter  auf  die  Laplacesche  Form  (1236)  durch  G.  Plana^''^^)  und 
J.  Fourier'^'"^^);  die  des  Integrals  (1309)  der  Gleichung  der  schwingenden 
Lamelle  auf: 

+  00 

(1328)  "  =  -^V^/sin  [-^+^^-f\fia)da 

+  «0 

(1329)  =^    (  {sma'^-{-iiosa}]f{x  +  2ayt)da 

y2  jt  J 

durch  Fourier^''^'')  und  Cauchy^''^^). 

Andererseits  läßt  sich  die  Lösung  durch  ein  Fouriersches  Integral 
auch  dann  auf  ein  einfaches  Integral  reduzieren,  wenn  es  gelingt,  die 
Integration  nach  ct.  elementar  auszuführen,  m.  a.  W.  die  zu  der  ge- 
gebenen Anfangsfunktion  reziproke  Funktion  mit  Hilfe  der  Formeln 
von  Nr.  59  durch  elementare  Funktionen  auszudrücken.  So  gibt  Fou- 
j.jg,.i769-^   die  Lösung  der  Wärmeleitungsgleichung  unter  der  Anfangs- 


1764)  Paris  m(5m.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.22,  154  (von  1815),  Auch 
Cauchy  bemerkt,  daß  das  Element  des  Integrals  (1320)  selbst  der  Differential- 
gleichung genügt. 

1765)  Torino  mem.  25  (1820),  p.  143. 

1766)  Theorie  de  la  chaleur  Nr.  398  =  Oeuvres  1,  p.  464,  reproduziert  von 
A.  A.  Cournot,  Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  426.  Foisson  (J.  fic. 
polyt.  cab.  19  (1823),  p.  29)  führt  umgekehrt  die  Laplacesche  Form  des  Integrals 
in  die  Fourierscbe  über;  später  (chaleur  p.  298)  hat  er  auch  die  Transformation 
der  letzteren  in  die  erstere. 

1767)  Theorie  Nr.  406  =  Oeuvres  1,  p.  479;  ohne  Beweis  bereits  Bull,  philo- 
mat.  1818,  p.  131  :=  Oeuvres  2,  p.  260;  reproduziert  von  /.  M.  C.  Duhamel, 
Cours  d'analyse  2,  Paris  1840,  p.  189  und  von  A.  A.  Cournot,  Theorie  des  fonc- 
tions 2,  Paris  1841,  p.  431. 

1768)  Bull,  philomat.  1821,  p.  145. 

1769)  Paris  möm.  4  (1819/20[24])  (Preisschrift  von  1811),  p.  491;  Theorie 
Nr.  349  =  Oeuvres  1,  p.  396. 
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bedingung 

u  =  exp  |a;| 
durch 

(1330)  u  =  -I  Jexp  (-  r  0  ^".t  <^i  ■ 

0 

82.  Übergang  von    der   Lösung    durch   ein    trigonometrisches 
Integral  zu  der  von  Integralzeichen  freien  Form  der  Lösung.    Ein 

solcher  Übergang  ist  natürlich  nur  dann  möglich,  wenn  sich  die  all- 
gemeine Lösung  überhaupt  frei  von  Integralzeichen  darstellen  läßt. 
So  ersetzt  Ä.  Cauchy^'''"^)  in  der  Lösung  der  Gleichung  der  Saiten- 
schwingungen 

CO    +00 

(1331)  u^       1 1  cos  ^t  cos  {ix  —  §«)/■(«) (i«rf| 

0    -00 

das  Produkt  trigonometrischer  Funktionen  durch  eine  Summe  von 
solchen  und  wendet  dann  auf  jeden  Teil  den  Fourierschen  Integral- 
satz selbst  wieder  an;  so  kommt  er  auf  die  d'Alembert-Eulersche  Form 
der  Lösung  zurück. 

83.  Darstellung  der  Integrale  durch  die  Formeln  der  Residuen- 
theorie.   A.  Cauchy  hat  zunächst^'")  das  den  Nebenbedingungen 

g=r,    für   t  =  0        (v  =  0,l,2,...,n  —  l) 

genügende  Integral  der  gewöhnlichen  Difierentialgleichung 

(1332)  Ä,y  +  A,\ 
auf  die  Form  gebracht 

(1333)  ^_^'j-(r)-F(e^ 


(1332)  A,y  +  A/^  +  A,'^y  +  ...  +  Ä/^y,  =  0 


1770)  Paris  me'm.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  179;  reproduziert  vod 
A.  A.  Cournot,  Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  429. 

1771)  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  548,  ausführlicher  p.  583.  Entsprechend 
für  ein  System  von  Differentialgleichungen  Paris  C.  R.  8  (1839),  p.  827  =  Exerc. 
d'analyse  1  (1840),  p.  53  =  Oeuvres  (1)  i,  p.  369.  Cauchy  gibt  (J.  Ec.  polyt. 
cah.  l'J,  p.  684  auch  einen  ähnlichen  Ausdruck  für  die  Integrale  von  Gleichungen 
mit  zweitem  Glied.  Wegen  der  von  ihm  ebenfalls  behandelten  Gleichungen  der  Form 

y  -^^^^  ^^0 

jfJ  (1 +  <)"-'    df 
vgl.  man  Note  1776). 
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in  der  F(6)  die  Hilfsfunktion 

(1334)         F(e)  =  Ao  +  Ä^e  +  Ä,e'-\ (-  ^„ö" 

bedeutet,  die  Summe  über  aUe  Wurzeln  der  Gleicbung  i^(ö)  =  0  zu 
erstrecken  ist  und  nach  Ausführung  der  Division  die  Exponenten  von 
I'  durch  die  entsprechenden  Indizes  zu  ersetzen  sind.  Das  läßt  sich 
als  eine  Residuenformel  auffassen  und  bei  geeigneter  Wahl  der  reellen 
Oröße  &  durch  das  bestimmte  Integral 


+ 

(1335)         y  =  tf 


F{Y)  —  F{0  +  9i)  exp(0  +  ei)« 


de 


-i@  +  di)       F'{@  +  et) 

ersetzen. 

Von  da  gelangt  er  dann'"^)  zu  einer  entsprechenden  Darstellung 
des  den  Anfangsbedingungen 

f^  =  /-.,(^,2/,  ■•■)         (^  =  0,1,2,. ..,w-l) 
genügenden  Integrals  der  partiellen  Differentialgleichung 

(1336)  V„*^  +  V,  ll-  +  V,  l'l  +  •  .  .  +  V„  l^r  =  0, 

in  der  die  V  Funktionen  der  auf  die  m  übrigen  Variabein  sich  be- 
ziehenden Differentialsymbole  >5~)  ö— >  •  •  •  bedeuten.  Er  stellt  diese 
Lösung  zunächst  durch  eine  Summe  von  trigonometrischen  Integralen 
(in  der  von  ihm  angegebenen  komplexen  Form)  dar: 

n-l       +~ 

(1337)  u  =  ^^,„  ^ß""'TXt,  1, 7?, .  .  .)/•,(!,  7],...) 

>=0    -oo 

•exp  [^i(x  —  ß)  +  vKy  —  ß)  +  ■  ■  ■]  dadß  . .  .  d^drj . . .; 
eine   derartige  Summe    genügt  der  vorgelegten  Differentialgleichung, 
wenn  die  Funktion 

(1338)  S'=To+Ti«H H  ^„-1«'""' 

als  Funktion  von  t,  für  beliebige  v,  derjenigen  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung genügt,  deren  Koeffizienten  A^  dadurch  aus  den  V, 
hervorgehen,  daß  man  in  diesen  die  symbolischen  Potenzen  der  Diffe- 
rentialsymbole  dui-ch   die  wirklichen   von  bzw.  {ai),  (ßi),  .  ■ .  ersetzt. 


1772)  J.  Ec.  polyt.  cah.  19,  p.  644;  Paris  möm.  22  (1850)  (von  1824)  =  Oeuvres 
(1)  2,  p.  220.  An  letzterer  Stelle  bespricht  er  p.  224  mehrere  Fälle,  in  welchen 
die  Funktion  F  reduzibel  ist,  so  daß  man  die  Integration  der  vorgelegten  Glei- 
chung auf  die  von  zwei  einfacheren  Gleichungen  zurückführen  kann. 
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Und  wenn  diese  Funktion  den  Anfangsbedingungen 


Af 


(v  =  0,  1,  2, ...,  M  — 1) 


genügt,  so  genügt  n,  den  Anfangsbedingungen 

|?  =  /',.(^,2/,---)         (1^  =  0,1,2,..,«-!). 

Caucby  gibt  dann  noch  die  Vereinfachungen  an,  die  eintreten,  wenn 
die  Gleichung  F  =0  eine  reine  Gleichung  ist."'') 

In  einer  derselben  Zeit   angehörigen,  aber  erst  spätei-  veröffent- 
lichten Abhandlung  geht  Caucby  davon  aus,  daß  das  Integral 

+  00 

(1339)  J'<&(0  +  ^■ö)  exp(0  +  2Ö)!!(ZÖ, 

wenn  (P  eine  ganze  Funktion  bezeichnet,  zwar  an  und  für  sich  un- 
bestimmt ist,  daß  man  aber  übereinstimmend  den  Wert  0  erhält, 
wenn  man  unter  dem  Integralzeichen  erst  noch  einen  Konvergenz- 
faktor exp  ( — <J|y|)  oder  exp  ( — 8iß)  oder  (1  -\-8']f)~^  hinzufügt  und 
dann  zu  d  =  0  übergeht.  ^"*)  Infolgedessen  schreibt  er  auch  dem  Inte- 
gral (1293)  selbst  den  Wert  0  zu  und  schließt  daraus,  daß  der  Diffe- 
rentialgleichung (1290)  durch 

+  00 

(1340)  u  =  Jj!|+f^  exp  (0  +  iQ)tdQ 

genügt  wird,  wenn  F  die  durch  (1288)  definierte  Funktion  und  9p  irgend- 
eine ganze  Funktion  bedeutet.  Wird  für  qo  [was  auch  ausreicht]  eine 
ganze  Funktion  («  —  1)'™  Grades  genommen,  so  führt  die  Anwendung 
der  Residuensätze  auf  die  Form  (1289)  der  Lösung  zurück.  Nachträg- 
lich'"") zeigt  er  noch,  daß  man  zu  demselben  Resultat  auch  kommen 
kann,  indem  man  mit  der  Zerlegung  von  F{i.—\  in  Linearfaktoren 
beginnt. 

Nachher'"^)  stellt  Caucby  diese  Resultate  mit  der  inzwischen  (909) 
von  ihm  eingeführten  Bezeichnung  der  Residuentheorie  dar.    Die  Glei- 


1773)  J.  Ec.  polyt.  cah.  19,  p.  553. 

1774)  Paris  mem.  22  (1860)  (von  1824)  =  Oeuvres  (1)  2,  p.  207.  Einzelnes 
über  den  Entwicklungsgang  seiner  Ideen  gibt  Cauchy  selbst  Paris  C.  R.  14  (1842), 
p.  392  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  404. 

1775)  p   216. 

1776)  Exerc.  de  math.  1  (1826)  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  252.  ib.  p.  316  analoge 
Fonneln  für  Gleichungen  der  in  Note  1771)  genannten  Form. 
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chung  (1287)  schreibt  sich  daun  einfach 


-E 


9(r)  expri 


iF{r)))      ' 

und  zwar  gilt  das  auch,  wenn  die  Gleichung  Fir)  =  0  mehrfache 
Wurzeln  hat.  Die  Aufgabe,  die  Funktion  (p  so  zu  bestimmen,  daß  y 
und  seine  Ableitungen  bis  zur  {n  —  1)'^°  einschl.  für  <  =  0  die  Werte 
1,  1},  rf,  .  .  .,  yf~'^  annehmen,  wird  dann  durch 

gelöst^'");  und  dieselbe  Formel  löst  auch  die  allgemeinere  Aufgabe,  ip  so 
zu  bestimmen,  daß  y  und  seine  Ableitungen  beliebig  vorgeschriebene 
Werte  i^^,  r]^,  r^^^,  .  .  .,  '>i„_i  annehmen,  wenn  man  nur  in  ihr  nach 
Entwicklung  nach  Potenzen  von  r]  die  Exponenten  durch  Indizes  ersetzt. 
Eine  folgende  Abhandlung^"*)  überträgt  dann  auch  diese  Form 
der  Lösung  auf  partielle  Differentialgleichungen.    Der  Gleichung: 

die  in  bezug  auf  x  von  der  wi*'°,  in  bezug  auf  t  von  der  n^"^  Ord- 
nung sein  und  keine  gemischten  Differentialquotieuten  enthalten  soU, 
wird  unter  den  Nebenbedingungen: 

f,,(D^)M  =  0     für     x  =  x,.         (i/  =  0,  1,  2,  ...,M— 1) 
durch 

p  m  - 1 

Vr   exp  (r  X) 


=  E, 


Eg)(/-,  s)  exp  st  fi-. 


genügt-,  dabei  sind  die  >•,,  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

(1341)  F{q,  s)  =  Fi:»;  s) 

(für  Q  als  Unbekannte)   und   die  M  ,  die  9?,,  und  g  sind   ganze  tran- 


1777)  ib.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  41.  Cauchy  gibt  auch  hier  die  For- 
meln für  Gleichungen  mit  zweitem  Glied,  p.  48  entsprechende  Formeln  für  die 
in  Note  1771)  genannten  Gleichungen;  bei  ihnen  tritt  an  die  Stelle  der  Entwick- 
lung nach  Potenze  nvon  ?]  eine  solche  nach  Faktoriellen.  —  p.  257  noch  einige 
weitere  Umformungen,  unter  Bezugnahme  auf  eine  wie  es  scheint  nicht  veröflTent- 
lichte  Untersuchung  von  Brisson;  p.  265  wieder  die  Umformung  in  die  Fourier- 
Bchen  Integrale.  Eine  Ableitung  dieser  Formeln  durch  Rechnen  mit  Symbolen 
auch  C.  R.  17  (1843),  p.  453  =  (1)  8,  p.  32. 

1778)  Mem.  sur  l'application  du  calcul  des  r&idus  ä  la  phyeique  mathema- 
tique,  Paris  1827,  p.  11. 
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szendente  Funktionen  von  r,  die  durch  die  Gleichungen 

m-l 

2  HM^.)  ^^P  ('•«*•-)  =  9^v5         {v  =  0,l,2,...,n-  1) 

verbunden,  im  übrigen  aber  willkürlich  sind.    Am  einfachsten  nimmt 
man  für  ^   die  bei  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach   den  B 
auftretende  Nennerdeterminante;    und    von    den  5R^    kann    man   eines 
gleich  1,  die  übrigen  gleich  0  nehmen.    Die  Funktion  q)(r,  s)  endlich 
ist  aus  den  Anfangsbedingungen  zu  bestimmen. 
Ist  z.  B}™) 

F(r,  s)==r^—br-i-c-  (a^s'^  +  a^s^-'-\ 1- a„_^s), 

Xf)=  V,    a"j  ==  1, 

so  reduziert  sich  die  Gleichung  (1341)  auf 

iQ-r)(Q  +  r-b)  =  0, 
und  es  wird: 

%(r)  =  fo(0  fi {i  -  '•)  exp  (b -  r)  -\,ib- r)  f, (r)  exp  r,^ 

und  wenn  9^^=  0,  9t^  =  1  genommen  wird: 

Sollen  dabei  noch  die  Anfangsbedingungen 

2);(m)  =  f^{x)     für     t  =  0         (v  =  0,  1,  2, . . .,  w  —  1) 

erfüllt  werden,  so  ist: 

1 

,p(,,  ,)  =  exp  (-sOUn/''^'''tl^S'—  exp  {r-ra)da 

0 

zu  nehmen,  wo  wieder  die  Exponenten   von  /'  nach  Ausführung  der 
Division  durch  Indizes  zu  ersetzen  sind.    Die  Annahmen: 

n=l,    F{r,s)=r''-l~s,    \,{r)  =  A-r,    \^{r)  =  B  +  r 

führen  auf  die  in  Nr.  45  besprochenen  Entwicklungen"*"). 
Andererseits  kann  die  Lösung  auch  geschrieben  werden: 

m-l  -| 

2^^.  e^P  (V^)  I 


«-K 


E 


F(r,  s)  —  F{r,  mir))     exp  st     ^  =  o 


s-m{r)  iF{r,s)}  Cg(r)))  \ 

J 


1779)  p.  16. 
17ö0)  p.  19. 
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die  Funktionen  M^(r)  sind  dabei  so  zu  bestimmen,  daß 

7(1-1 

E.-^^%«l =  ^^^")         (.  =  0,1,2,.,.,«-!) 

wird.  Das  kann,  wenn  m  eine  gerade  Zahl  ist  und  die  x^,  zu  je  — 
zusammenfallen,  außer  durch  die  eben  angegebene  Methode  auch 
folgendermaßen  geschehen  ^'*^):  Die  Funktion 

m-l 

v=^B^exp{r^x) 

genügt  der  Differentialgleichung: 

F(D^,  s)v  =  vF(r,  s). 
Wird  eine  andere  Funktion  tv  so  bestimmt,  daß  .sie  der  Differential- 
gleichung 

F(—D^,  s)w  =  wF{q,  s) 

genügt,  so  wird  der  Ausdruck 

wF{B^,  s)v  —  vF{—  D^,  s)w  =  viv(F{r,  s)  —  F{q,  s)) 
die  Ableitung  einer  bilinearen  Verbindung  von  v,  w  und  ihren  Diffe- 
rentialquotienten, und  folglich  wird: 

{F{r,  s)  —  FiQ,  s))J  vwdx  =  0, 

wenn  diese  bilineare  Verbindung  an  beiden  Grenzen  der  Integration 
Null  ist.  Das  läßt  sich  aber  dadurch  erreichen,  daß  man  dem  iv  Be- 
dingungen ähnlicher  Art  auferlegt,  wie  diejenigen,  denen  v  bereits  ge- 
nügen muß;  und  dann  wird 

j  vwdx  =  0, 

außer  wenn  q  einem  der  r    gleich  ist.    So  erhält  man"^^): 

2iit  jvw^dx 

Das  hier  im  Neuner  auftretende  Integral  läßt  sich  mit  Hilfe  der  Be- 
dingungsgleichungen auswerten;  speziell  wenn  v  mit  seinen  Ableitungen 
bis  zur  (w — 1)'^°  einschließlich  an  beiden  Grenzen  Null  sein  soll,  er- 
gibt sich"^'): 


dr 


^Jvwdx  =  h,%'{r)^B/l, 


1781)  p.  23. 

1782)  p.  27.   Cauchy  führt  die  Rechnung  für  einige  spezielle  Beispiele  durch, 

1783)  p.  30. 
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wobei  Jig  den  Koeffizienten  von  r"'  in  der  Funktion  F(r,  0)  bedeutet. 
Ist  die  Funktion  F  eine  gerade  Funktion  von  r,  so  genügen  v  und  tc 
derselben  Differentialgleichung.  *'"^*) 

84.  Rückkehr  von  der  Lösung  durch  Integrale  zur  Lösung 
durch  trigonometrische  Reihen.  Auch  wenn  die  Nebenbedingungen 
eine  der  in  Nr.  G9  angegebenen  Formen  haben,  läßt  sich  die  Lösung 
durch  ein  trigonometrisches  Integral  darstellen;  man  muß  dann  die 
Funktion  f{x),  die  zunächst  etwa  nur  für  das  Intervall  (0  .  . .  tc)  gegeben 
ist,  in  geeigneter  Weise  über  dieses  Intervall  hinaus  fortsetzen.  Für 
den  Fall,  daß  an  beiden  Enden  die  Bedingung  m  =  0  vorgeschrieben 
ist,  schreibt  S.  D.  Poisson^''^^)  die  Laplacesche  Lösung  (1236)  der 
Wärmeleitungsgleichimg  zunächst : 

+  "■  +00 

(1342)  "  =  ^-/e-'"2  {(-l)"/;(«^  +  (-l)''^  +  2al/<')}rfa; 

dabei  nimmt  er  an,  jede  der  Funktionen  /'„  sei  nur  so  lange  von  0  ver- 
schieden, als  ihr  Argument  dem  Intervall  (0  .  .  .  :t)  angehört.  Die  Be- 
dingung u=f{x)  für  t=Q,  0<a;<:T  verlangt,  daß  /"g  =/"  genommen 
wird;  sollen  die  beiden  andern'  Bedingungen  für  alle  positiven  Werte 
von  t  erfüllt  sein,  so  ergibt  sich  sukzessive,  daß  auch  alle  übrigen 
f^=  f  genommen  werden  müssen.  Führt  man  in  jedem  der  Teil- 
intervalle {n%  . .  .  {n-\-l)x)  eine  neue  Integrationsvariable 

a  =  na-{-  (—  lyx  +  2aYt 

ein  und  macht  von  der  Gleichung  (947)  Gebrauch,  so  erhält  man  die 
Lösung  dargestellt  durch  eine  Siimme  von  Doppelintegralen 

oo  °°    ^ 

(1343)  «  =  ^2  //[e-''''+cosw.-r|cos|(a-(-(— l)"a;)]/'(«)(Z|rfa, 

n=0    0  0 

wenn  man  dann  mit  Poisson  die  Cosinussumme  wie  in  Nr.  34  ver- 
steht, braucht  man  die  Integration  nach  |  nur  über  die  Umgebungen 
der  ganzzahligen  Werte  von  |  auszudehnen  und  erhält  so  wieder  die 
Lösung  der  Aufgabe  durch  eine  harmonische  Cosinusreihe. 


1784)  p.  31.  p.  37  gibt  er  noch  eine  dritte"_Umformung,  p.  47  eine  vierte, 
indem  er  den  Nenner  g(r)  mit  in  die  Definition  von  v  hereinzieht. 

1785)  Bull,  philomat.  1815,  p.  87;  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  51.  Poisson 
verlegt  den  Anfangspunkt  der  x  in  die  Mitte  des  Intervalls;  infolgedessen  erhält 
er  eine  Entwicklung  nach  den  Sinus  der  geraden  und  den  Cosinus  der  ungeraden 
Vielfachen  des  (halben)  Arguments.    Vgl.  Note  631. 
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Dasselbe  Verfahreu  wendet  er  dann"*^)  auch  auf  den  Fall  an, 
daß  an  den  Grenzen  die  dritte  Randbedingung  (1274)  zu  befriedigen 
ist.  Soll  zunächst  die  Form  (1274)  des  Integrals  für  x  =  7t  der  Be- 
dingung (1171c)  genügen,  so  muß  für  alle  positiven  Werte  von  t  die 
Gleichung  bestehen: 
+  » 

(1344)  Jexp  [—  ^'-^]  ihf{a)  +  f'{a))da  =  0. 

Poisson  meint,  das  verlange,  daß  zu  entgegengesetzt  gleichen  Werten 
der  Exponentialfunktion  entgegengesetzt  gleiche  Werte  der  Klammer- 
größen gehörten,  daß  also 

}if{%  4-  a)  +  /•  (;t  4-  ß)  =  e  ''«  -^       )^^^ 

eine  gerade  Funktion  von  a  sei.  Hieraus  erhält  er  durch  partielle 
Integration: 

(1345)  iß  +  1i)fe-^'f{jt  +  a)  da  =  iß  —  h)fe-^''f(x  —  a)da. 

0  0 

Ebenso  liefert  ihm  die  bei  a;  =  —  7t  geltende  Grenzbedingung 

du 
dx 


2"  I.  A 

7i «,  M  =  l) 


eine  zweite  Gleichung 

(1346)     (ß  —  ]i^)J  e-^''f{  —X  +  «) (?a  =  ((J  -f  h,)fe-^"f{—7t  —  a) da. 

0  b 

Indem  er  in  jedem  der  hier  auftretenden  Integrale  das  Argument  von 
f  als  neue  Integrationsvariable  einführt,  gelingt  es  ihm,  die  beiden 
Integrale: 

piß)  ^fe-^<'f(a)da,      q{8)\=fe^''f{a)da 


1786)  J.  Ec.  polyt.  cab.  19  (1823),  p.  29;  reproduziert  von  /.  Liouville,  j.  de 
matb.  1  (18.36),  ji.  20,  mit  der  Bemerkung  (p.  27):  es  ließe  sich  anwenden,  wenn 
höhere  Ableitungen  in  den  Grenzbedingungen  auftreten  würden.  —  Cbaleur  p.  284 
meint  Poisson  selbst:  die  direkte  Aufstellung  der  Reihenentwicklung  sei  ein- 
facher; aber  ,,sous  le  rapport  de  l'analyse"  sei  die  Umformung  des  Integrals  in 
die  Reihe  .,une  transformation  d(51icate  et  importante".  Übersichtlich  auch  von 
W.  B.  Hamilton,  Dubl.  trans.  19  (2)  (1843),  p.  287.  p.  293  gibt  er  an,  wie  eine 
etwa  auftretende  Wurzel  il  =  0  zu  behandeln  ist.  Dann  von  0.  Bonnet,  Bruxellea 
mäm.  cour.  in  4°  23  (1848/50),  p.  31.  Vgl.  dazu  die  Berichtigung  p.  116.  Er 
bespricht  die  einzelnen  vorzunehmenden  Grenzübergänge  genauer;  doch  bleibt 
auch  bei  ihm  die  Frage  unbeantwortet,  welche  Eigenschaft  man  von  f{x)  ver- 
langen muß,  wenn  tp{x)  die  bereits  erforderlichen  haben  soll;  er  sagt  p.  32  nur: 
„supposons  que  f{y)  seit  teile  qu'on  puisse  mettre  p  et  (/  sous  la  forme":  1299. 
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als  Quotienten  [ganzer  transzendenter  Funktionen]  auszudrücken: 

wobei: 

<f  (d)  =  (d  +  //)  (d  +  h,)e"^^  -  (d  —  h)  {Ö  —  \) e-'"^, 

n 

^{p)  =  (d  +  /i)(d  +  /(,)e-''^^/V''Y(«)rf« 

0 

—  n 

—  (d  —  %)  (d  —  h^  e-  ^"^fe-^^fia) da 

0 
n 

+  (d  —  h)  (d  +  h,)f^''f(cc)da  . 

—  n 

Daraus  folgt  dann: 


/ 


e-<^^"ffa)  da  =  lim    -^^T-^v  —  '^h — i^ 


Dieser  Grenzwert  ist  gleich  Null,  außer  wenn  |  eine  Wurzel  der 
Gleichung 

(1348)  9^(10  =  0 
oder 

(hh^  —  |ä)  sin  'i%l  +  {]i  +  Äj)!  cos  2ä§  =  0 

ist.  Also  zerfällt,  wenn  nachher  noch  nach  %  zwischen  den  Grenzen  0 
und  cx)  integriert  wird,  das  Integral  in  eine  unendliche  Reihe  von 
Gliedern,  in  deren  jedem  die  Integration  nur  über  die  Umgebung  einer 
solchen  Wurzel  zu  erstrecken  ist.  So  erhält  er  eine  Lösung  durch 
eine  unharmonische  trigonometrische  Reihe  der  Form: 

(1349)  u  =^e-^^^  P^osX.  +  Q.inX.r^ 

i 
wobei: 

^'}  =  { {hh^  —  X-)  (cos  2/la;  +  1)  —  (>  +Ai) A  sin  2>l;r }  j  j  °°^'  [  laf^a)  da 

n 

E=[hJ^  h^  -|-  2n{hh^  — 1")\  cos  2 A:;r  —  [2  +  2nQi  +  /»J]  sin  2 Aar 

ist,  die  Summation  sich  über  aUe  reellen  nicht  negativen  Wurzeln  X 
von  (1348)  erstreckt  und  von  dem  zu  der  Wurzel  X  =  0  gehörenden 
Gliede,  das  übrigens  nur  in  dem  Grenzfall  Ji  ^  h^  =  0  von  0  ver- 
schieden ist,  nur  die  Hälfte  zu  nehmen  ist.''^')  Er  verifiziei't  noch,  daß 

Eucyklop.  d.  math.  Wissensch.    II  1.  80 
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jedes  Glied  dieser  Summe  der  Differentialgleichung  und  den  Grenz- 
bedingungen  genügt. 

Einfacher  gestaltet  sich   die  Anwendung  der  Methode,  wenn  die 
Periodizitätsbedingung 

/■(ß  +  jt)  =/•(«  — :ir) 

vorgeschrieben  ist.-''**)    Diese  wird  identisch  erfüllt  durch  den  Ansatz 

+  00 

(1350)  /•(«)  =2'9'(«  +  ^«'r), 

wenn  (p  außerhalb  des  Intervalls  ( — n, .  ..,-\-%)  gleich  Null  genommen 
wird.  Die  Darstellung  der  Lösung  durch  ein  Fouriersches  Integral  zerfällt 
dann  in  ähnlicher  Weise  wie  in  dem  zuerst  besprochenen  Falle.  Da- 
gegen treten  wieder  kompliziertere  Verhältnisse  auf,  wenn  außer  den 
Grenz-  auch  noch  Übergangsbedingungen  gegeben  sind,  wie  bei  dem 
Problem  der  Wärmeleitung  in  einer  aus  Kern  und  Schale  verschiedenen 
Materials  zusammengesetzten  Kugel. ^''^^)  Doch  führt  Poisson  auch  hier 
die  Rechnung  voU.ständig  durch:  die  determinierende  Gleichung  zer- 
fällt zunächst  in  die  beiden: 

sin  ZI  =  0,     ig{l  +  \)l  +  ml  =  0, 

doch  zeigt  sich  nachher,  daß  die  zu  den  Wurzeln  der  ersteren  ge- 
hörenden Glieder  sich  gegenseitig  zerstören. 

J.  M.  DuhameV'^'^)    hat  Poissons  Verfahren  auf  den  Fall   ange- 
wendet, daß  für  die  in  der  Lösung  der  Wärmeleitungsgleichung 

(1351)  ^Jexp  (-  ^^)  /■(«)  da 

auftretende  Funktion  f{x)  aus  den  Grenzbedingungen  sich  die  Be- 
ziehungen ergeben 

/■(-  ^)  +  n^)  =  0, 
r{i-x)+f'\i+x)-h(f'a-x)-f'a+x)+fa-x)+fa+x))=o. 

Er  ersetzt  zu  diesem  Zweck  die  Exponentialgröße  in  (1351)  vermöge 


1787)  p.  36.  Er  glaubt  (p.  39),  im  allgenieinen  Falle  beliebiger  /)  und  ä, 
würde  die  direkte  Behandlung  dieses  Problems  durch  Aufstellung  der  ausgezeich- 
neten Lösungen  und  Koeffizientenbestimmung  „zum  mindesten  sehr  schwierig" 
sein.  Er  bespricht  dann  noch  ausführlich  den  Übergang  vom  allgemeinen  FaUe 
zu  den  speziellen,    daß  ]i  oder  Ji^  oder  beide   einen  der  Werte  0  oder  t»  haben. 

1788)  p.  63. 

1789)  p.  123. 

1790)  J.  6c.  polyt.  cah.  25  (1837),  p.  36  (von  1S35). 
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(947)  durch 
(1352)  2]/^  I  exp  (—  ^H)  cos  {^x  —  |«)  dl 

Wird  dann  die  Integration  nach  «  zuerst  ausgeführt  gedacht,  so 
lassen  sie  sich  wie  bei  Poisson  durch  partielle  Integrationen  um- 
formen; man  kommt  schließlich  auf  die  schon  besprochenen  Ent- 
wicklungen. 

Die  zur  Anwendung  dieses  Verfahrens  erforderliche  Fortsetzung 
einer  zimächst  nur  für  ein  begrenztes  Intervall  gegebenen  Funktion  f(x), 
vorgeschriebenen  Grenzbedingungen  gemäß,  erscheint  in  einer  übersicht- 
lichen symbolischen  Form  bei  A.  Cauchy"^^).  Für  den  einfachsten  Fall, 
daß  an  beiden  Endpunkten  (0  und  jr)  die  erste  Grenzbedingung  vor- 
geschrieben ist,  setzt  er 

ri353^  f(x)=l    Am-Am—^)+Afi^-^-)-+—- 

und  bestimmt  die  Koeffizienten  so,  daß  sie  nur  für  das  jedesmal  in 
Betracht  kommende  Intervall  von  0  verschieden  sind,  was  durch 

(1354)  ^»}  =  ±  ^J j  e^--''^i'dudl 

"  -00  in« 

geschieht.  Wird  dann,  um  die  Reihenfolge  von  Integration  und  Sum- 
mation  vertauschen  zu  können,  noch  ein  Konvergenzfaktor  eingeführt, 
so  wird  erhalten: 

+  00  n 

/■in-n\      /■/   N         1-         1    C^  —  ^  sinaS  —  sin  (2«  —  a)ln    •        s- ^/   \  7     it- 
(13o5)     f{x)  =  hmJJ~^^-  -^-^^^-^j^^^  2smxm^)<iccdt, 

—00  0 
und  das  bricht  in  die  trigonometrische  Reihe  auseinander,  da  für 
d  =  0  nur  die  Umgebungen  der  Punkte  «|  =  nn  Beiträge  liefern. 
Nachher'''^)  gibt  er  noch  ein  anderes  Verfahren:  Das  der  Be- 
dingung -^  =  0  für  ^  =  0  genügende  Integral  der  Gleichung  der 
Saitenschwingungen  läßt  sich  einerseits  schreiben: 

(1356)  u  =  (S-o\{tD,)f(x), 
andererseits: 

(1357)  u  =  exp  {xD,)(p(t)  -f  exp  {-xD,)xit); 

f{x)  ist  dabei  die  Funktion,  auf  die  sich  u  für  <  =  0  reduziert.    Die 


1790')  Paris  m^m.  22  (1850)  (von  1824)  =  Oeuvres  (1)  2,  p.  240. 
1791)  p.  251.    Vgl.  p.  270   die  Zusammenstellung  der  Regeln  des  Rechnens 
mit  solchen  Symbolen. 

80* 
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Bedingung  m  =  0  für  a;  =  0  verlaugt 

<p(0  +  i{t)  =  0; 

also  kann  statt  (1357)  geschrieben  werden: 

(1358)  ii  =  ^m{xD,)(p{t). 
Die  Bedingung  u  =  0  für  a;  =  :r  verlangt  dann: 

(1359)  0  =  <Sin(a:Z),)y(t). 
Nun  ist 

@in  (jiDJu  =  sin  (irZ».,)  sin  (xD,)(p(t)  =  gof  (xD,)  ©in  {}tD,)q>{t), 

also  nach  (1359)  gleich  Null;  wird  hier  für  u  sein  erster  Ausdruck 
(1356)  eingesetzt  und  beachtet,  daß  die  entstehende  Gleichung  für  alle 
Werte  von  t  gelten  muß,  so  folgt,  daß  f{x)  der  Gleichung 

(13G0)  Sin  (7iDJf(x)  =  0, 

d.h. 

(1361)  f(x-\-3t)—f(x  —  7t)  =  0 

genügen  muß.  Außerdem  gibt  die  Vergleichung  von  (1356)  mit 
(1358),  daß 

(1362)  f(x)  =  ~f(-x) 

sein  muß.    Die  beiden  letzten  Gleichungen  zusammen  ergeben *"'^): 

(1363)  fix)  =  exp  {—2:tD^)f[x)  =  esp  (27tD^)f(x) 

wird  dann  wieder  eine  Funktion  f{x)  eingeführt,  die  nur  im  Aus- 
gangsintervaU   von  NuU   verschieden   ist,   so   läßt   sich   mit  Hilfe  von 

(1360)  und  (1362)  die  Funktion  f{x)  durch  eine  Summe  ausdi-ücken, 
von  der  in  jedem  Teilintervall  nur  ein  Glied  von  Null  verschieden 
ist.  und  diese  Summe  läßt  sich  unter  Einführung  von  Konvergenz- 
faktoren in  der  Gestalt 

(1364)  fix)  =  ,_.,,(:,-rD.)  +  ä--  !/■(-)  -  f(- -)  1 

summieren.  Wird  hier  für  /"(a')  sein  Ausdruck  durch  ein  Fouriersches 
Integral  gesetzt,  so  lassen  sich  die  verlangten  Operationen  vornehmen, 
und  man  erhält  wieder  das  frühere  Resultat. 

Dieses  zweite   Verfahren    läßt    sich    nun  auch   auf  den   Fall  an- 
wenden, daß  die  Gleichung  (1175)  p.  1185  unter  den  Bedingungen 

(1365)  (^-fDjM  =  0    für   x  =  i),     (5  +  DJm  =  0   für    x  =  n 
zu  integrieren  ist.*'^"')     Das  allgemeine  Integral  von  (1175)  läßt  sich 


1792)  p.  268. 

1793)  p.  252.    Cauchy  behandelt  die  etwas  allgemeinere  Gleichung 

BfU  —  Bin  -j-  M  =  0 
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eiuerseits  schreiben: 

(1366)  H  ==  exp  {tDl)f{x) 
andererseits: 

(1367)  M  =  exp  {xyD,)(p{t)  +  exp  (—  xyD,)x{t). 

Dieser  zweite  Ausdruck  genügt  der  ersten  Grenzbedingung  (1365),  wenn: 

(1368)  cp{t)  =  {A-yi),)i'{f),    x{t)  =  -iÄ-  VB,)iit) 

genommen  wird,  und  auch  der  zweiten,  wenn  die  damit  eingeführte 
neue  unbekannte  Funktion  il>(t)  der  Bedingung 

(1369)  F(yD,)4'{f)  =  0, 
imterworfen  wird,  wobei 

(1370)  FU)^(B-{-X){A  —  li)exY>{3iX)x—{B—X){A-\-l)exp(—nX)x 
ist.    Die  Gleichung  (1367)  kann  infolge  von  (1368)  geschrieben  werden: 

(1371)  u  =  2(A  —  D;)  ©in  {xyi),)t(t)- 

die  Vergleicliung  dieses  Ausdrucks  mit  (1366)  zeigt,  daß  sich  /'  und  il> 
durch  eine  neue  Hilfsfunktion  Sf  folgendermaßen  ausdrücken  lassen 
müssen: 

(1372)  2ein  {xyi),)il^{f)  =  exp  {tDl)(3{x) 

(1373)  f{x)  =  [A  —  D^)ä{x); 

und  zwar  muß  diese  Funktion  eine  ungerade  sein,  da  die  linke  Seite 
von  (1373)  es  ist.  Außerdem  muß  sie  wegen  (1369)  und  (1372)  der 
Gleichung 

(1374)  FiDJä(x)  =  0 

genügen.    Diese  letztere  kann  einerseits  geschrieben  werden ''^*): 

1 137o)  CO (x)  =  (A-D^nB  +  Dls  ^^P  (—  23cD^)m{x), 

andererseits: 

(1376)  cöix)  =  |j~gjg  +  g-;  exp  (2;rZ)J  «(X-); 

durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Gleichungen  ergibt  sich: 

[ISli)  io{x)^  l(A-I)J)iB  +  I>J)}  '^  (^  "~  2"'') 

und  führt  das  letzte  Glied  durch  die  Rechnung  durch;  es  läßt  eich  aber  durch 
eine  einfache  Substitution  beseitigen. 

1794)  Cauchy  führt  zunächst  eine  entsprechende  Rechnung  für  die  Funktion  f 
selbst  durch;  erst  nachher  fp.  265)  bemerkt  er,  daß  die  Sache  sich  für  85  etwas 
einfacher  gestaltet. 
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und  daraus  erhält  man  noch  zwei  weitere  Gleichungen,  indem  man  in 
diesen  z  mit  —  x  und  gleichzeitig  D^  mit  —  D^.  vertauscht.  Wird 
f(x)  ursprünglich  nur  im  Intervall  (0  .  .  .  7t)  als  von  Null  verschieden 
angenommen,  so  erhält  man  durch  Summatiou  aller  dieser  Ausdrücke 
eine  unendliche  Reihe,  von  der  in  jedem  Teilintervall  nur  je  ein  Term 
von  Null  verschieden  ist,  und  die  Summation  dieser  Reihe,  unter  Ein- 
führung von  Konvergenzfaktoren,  ergibt  für  t5(.r)  den  Ausdruck: 

(1378)     äix)  =  (p{D^)  [ {B  +  B,)f{x  +  7i)  —  {B -  D^)f{—x  —  7t)], 

wobei  die  Funktion  (p(X)  definiert  ist  durch 

(1379)9,(0  =  [(^-|)(5+l)e''^    -r^A  +  DiB-De-^^Y' 
+  [(^  +  |)(i?-|)e-«-r(^-|)(i?  +  |)c'''']-\ 

Wieder  lassen  sich  die  verlangten  Operationen  ausführen,  wenn  man 
fix)  durch  seine  Fourier-Cauchysche  IntegraldarsteUung  ersetzt;  wird 
Reelles  und  Imaginäres  getrennt,  so  kommt: 

-f  00  n 

(1380)   fix)  =  J  f  fii,e,o^lx  —  Asmlx)Lii,  a)f{a)dadi,, 

-»  0 

wo  bis  auf  höhere  Potenzen  von  1  —  r 

Lii,,  a)  =  \Bsm{jtl  —  a'^)  -\-  l  cos  {nl  —  a|)] 
(l-r)[(.4.B-fg')cos«g  +  (.B-.4)gsin«|]  


(l-r)*[(.4JS  +  |'')cos5r6  +  (B-^)|ainn^]^-f4[(^B  +  i*)sinjr|-(B-4)acos5i|]« 
ist.    Das  ist  aber  Null  für  r  =  1,  außer  wenn  zugleich 

(1381)  iAB+'e)  sin  %l  —  iB  —  A)l  cos  3r|  =  0 

ist;  und  für  die  Umgebung  einer  Wurzel  A  dieser  Gleichung  ist: 

(1382)  y^(^'  «) (^ ^os^'^  —  Asuixi,)dl 

1  [ilcosila;  —  Asva.}.x\  \BsiD.(}.%  —  Xa)  -\-  X  cos  {In —  Xa)\ 


2   ä[(£— 4)XsinX7t+  {AB  +  V)Q,OiXn]  +  2;.  sini«  —  {B  —  A)cosXtt 

Damit  bricht  das  Integral  wieder  in  die  in  Betracht  kommende  un- 
harmonische trigonometrische  Reihe  auseinander.  Cauchy  bemerkt 
noch^^*^):  um  einzusehen,  daß  die  Ableitung  strenge  sei,  brauche  man 
nur  auf  die  Bedeutung  der  Symbole  zu  achten;  man  erkenne  dann, 
daß  man  schon  in  den  zur  BewerksteUigung  der  Fortsetzung  dienenden 
Formeln  (1378,  1379)  das  B^  hätte  durch  |t  ersetzen  können. 

Nachher  gibt  er  noch  eine  dritte  Darstellung^'^''):  Soll  einer  Glei- 


1795)  p.  263. 

1796)  p.  272. 
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chung  der  Form 

(1383)  lcp(D^)-l](ö{x)=.0 

genügt  werden,  so  kann  das  durch 

(1384)  mix)  =  lim  r^^7(~Ty-+-^/-W 

geschehen;  wird  hier  f\x)  durch  sein  Cauchy-Fouriersches  Integral 
ersetzt,  so  geben  für  r  =  1  nur  die  Umgebungen  der  Wurzeln  l  der 
Gleichung 

(1385)  9(^')  =  1 
Beiträge,  und  für  eine  solche  Wurzel  ist 

/l  OQßN  C  (l-'-')d|  _  2« 

so  daß  mau  die  Darstellung  erhält: 

(1387)  äsix)  ^^J^^f(a)da. 

;i    -00 
Wenn  f(x)  nur  in  einem  endlichen  Intervall  von  NuU  verschieden  ist, 
braucht    die  Integration   nach  u   auch    nur   über  dieses  Intervall  er- 
streckt zu  werden.    Ist: 

(1388)  fix)=fxme'^'d^, 
so  reduziert  sich  (1338)  auf: 

X 

wo  die  Summe  nur  mehr  über  die  dem  Intervall  (1^ . . .  I2)  angehörenden 
Wurzeln  von  (1385)  zu  erstrecken  ist.    Ist  speziell: 

so  geht  die  Gleichung  (1339)  über  in: 

V(IO-^(-^')  =  0; 
und  für  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  wird"^') 

1         I  T|)(li)  I 

iTMl  ~  !a/.'(X»-)  +  t/>'(-Xt)r 

Endlich  leitet  Cauchy  auf  demselben  Wege  auch  noch  die  Entwick- 

1797)  p.  276.  Ein  Nachtrag  von  1850,  p.  327  zeigt,  daß  die  so  erhaltenen 
Formeln  mit  den  auf  anderem  Wege  gefundenen  übereinstimmen,  namentlich 
auch,  was  nicht  unmittelbar  ersichtlich  ist,  hinsichtlich  der  Vorzeichen  von  <f'{i.i). 
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luag  einer  Funktion  in  eine  doppelte  harmonische  Sinusreihe  von  zwei 
Variabeln  ab."»«) 

85.  Ableitung  des  „Endverlaufs"  aus  den  Reihenentwicklungen. 
Häufig  wünscht  man  einen  einfachen  Ausdruck  zu  haben,  der  die 
Lösung  der  Differentialgleichung  für  große  Werte  der  einen  unab- 
hängigen Variabein  näherungsweise  darstellt.  Ist  diese  Variable  die 
Zeit,  so  gibt  ein  solcher  Ausdruck  über  den  Endverlauf  der  betr.  Er- 
scheinung Auskunft;  in  Ermangelung  eines  anderen  möge  dieser  Ter- 
minus auch  für  andere  Fälle  beibehalten  werden. 

Die  Entwicklungen  nach  Elementarlösungen  erlauben  einen  solchen 
Ausdruck  sehr  einfach  anzugeben,  wenn  sie  Exponentialfunktionen 
der  Zeit  enthalten.    Ist  eine  solche  Keihe: 

(1389)  ^  exp  (—  kj)  (pjx) 

und  ist  dabei: 

0<Ho<h<h<--  ■> 
so  werden  für  große,  aber  nicht  allzugroße  Werte  der  Zeit  alle  auf 
das  Anfangsglied  folgenden  Glieder  der  Reihe  vernachlässigt  werden 
können,  dieses  selbst  aber  noch  nicht;  die  Erscheinung  wird  also  dann 
durch  dieses  erste  Glied  allein  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  be- 
schrieben werden  können.  Das  hat  bereits  Fourier^''^^)  auseinander- 
gesetzt; er  bezeichnet  den  damit  gegebenen  Zustand  des  Systems  als 
,,etat  peuultieme". 

86.  Ableitung  des  „Endverlaufs"  aus  der  Integraldarstellung. 
Will  man  von  der  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  durch 
ein  bestimmtes  Litegral  zu  einem  asymptotischen  Ausdruck  dieser 
Lösung  für  große  Werte  der  einen  unabhängigen  Variablen  ge- 
langen, so  liegt  zunächst  der  folgende  Schluß  nahe:  wenn  in  den 
Formeln  (1319)  die  Funktion  /"(«)  (zwar  nicht  nur  für  «  =  0,  aber  doch) 
nur  in  der  Umgebung  von  ce  ^  0  von  Null  verschieden  ist,  so  kann 
man  für  Werte  von  x,  die  groß  gegen  alle  in  Betracht  kommenden 
Werte  von  «  sind,  «  überall  da,  wo  es  neben  x  auftritt,  also  überall 
außerhalb  des  Funktionszeichens  /',  gegen  x  vernachlässigen.  Das 
Doppelintegral  zerfällt  dann  in  das  Produkt  zweier  einfachen  Integrale, 
von  denen  das  eine  die  Hauptlösung  des  betreffenden  Problems  vor- 
stellt, während  das  andere 

/  f(c()da 
ist. 


1798)  p.  279. 

1799)  Theorie  Nr.  198  =  Oeuvree  1,  p.  17 
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So  hat  z.  B.  S.  D.  Poisson^^"")  in  der  Form  (1274)  des  Integrals 
der  Wärmeleituugsgleichung  außerhalb  des  Funktionszeiehens  f  die  in 
Betracht  kommenden  Werte  von  a  gegen  x  vernachlässigt  und  so 
dieses  Integral  für  hinlänglich  große  Werte  von  x  asymptotisch  durch 

(1390)        •  ^^exp(-f:)J/-(«)rf« 

ersetzt.  Bald  darauf'^"')  fügt  er  die  Bemerkung  hinzu,  daß  der  Schluß 
nur  für  hinlänglich  große  Werte  von  t  zulässig  sei. 

Ebenso  steUt  Ä.  Cauchy^^'^^)  die  Lösung  seines  Wellenproblems 
durch 

(;1391)  -^  I   cosityl)  cos  x^d^  .  jf{(()du 

0 

dar.  Doch  sind  ihm  alsbald  Bedenken  über  den  Gültigkeitsbereich 
dieser  Lösung  gekommen,  da  sie  ihn  zu  physikalisch  unzulässigen 
Konsequenzen  zu  führen  schien  ^^''■');  er  schreibt  daher  die  allgemeine 
Lösung,  indem  er  das  Integral  (1054)  K  mit  Hilfe  von  (1055)  durch 
einen  Näherungswert  ersetzt,  in  der  Form: 

+00 

(1392)      «~Al/f/j-n,-(^  +  cos^-^)/-(«)rf«, 

aus  der  hervorgeht,  daß  ihre  Ersetzung  durch  (1391)  nur  dann  erlaubt 

i'  .  <*  .  t^u 

ist,  wenn  ; r  wenig  von     -  abweicht,  also  wenn  — -:  klein  ist. 

'     __         (a:  —  a)  °  x  '  4.1;' 

Ahnlich    sehreibt    S.  D.  Poisson''-^'^*),    indem    er    seine    Form    der 


1800)  Bull,  philomat.  1815,  p.  87. 

1801)  ib.  1816,  p.  12  (zunächst  für  das  entsprechende  dreifache  Integral;  J. 
Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  24;  cbaleur  p.  282.  Bei  Fourkr,  der  diese  Schluß- 
weise in  seine  Theorie  analytique  de  la  chaleur  aufgenommen  hat  (Nr.  377  —  381 
=  Oeuvres  1,   p.  437 — 443;   in   der  Preisschrift   von   1811    steht  sie  noch  nicht), 

t  .X 

fehlt  umgekehrt  die   Bemerkung,   daß  sie  nicht  nur   -^  ,   sondern   auch  —    als 

groß  voraussetzt  (am  Schluß  von  Nr.  380,  p.  442  scheint  er  sogar  das  Gegenteil 
behaupten  zu  wollen);  so  daß  Darhoux  in  seinen  Anmerkungen  p.  437,  443  den 
ganzen  Schluß  für  unverständlich  erklären  konnte. 

1802)  Paris  mem.  pres.  1    (1827)  (von  1815)  =  Oeuvres  (1)   1,  p.  61. 

1803)  p.  91.  Er  hält  x  fest,  läßt  t  über  alle  Grenzen  wachsen  und  schließt 
dann  aus  (1054),  daß  die  Schwankungen  von  K,  d.  h.  also  die  Wellenhöhen  be- 
ständig zunehmen  müßten.  —  Etwas  andere  Darstellung,  aber  der  Sache  nach 
übereinstimmend,  ib.  p.  186  (von  1827). 

1804)  Paris  mem.  1  (1816[18]),  p.  111.  Poisson  führt  auch  schon  bei  diesem 
Teil  der  Untersuchung  die  spezielle  Voraussetzung  (1395)  ein;  doch  tut  das 
nichts  zur  Sache.     Die  Resultate  auch  Bull,  philomat.  1817,  p.  87;   1818,   p.  97. 
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Hauptlösuug  benutzt,  das  allgemeiue  Integral  (1308)  der  Gleichung 
(1304)  in  der  Gestalt: 

0 

und  ersetzt  sie,  wenn  x  gi-oß  gegen  die  in  Betracht  kommenden  Werte 
von  u  ist,  durch: 

(1394)  i^/cos  '-^^^  du  .Jfia) da. 

0 

Auch  er  bemerkt'*"^),  daß  diese  Umformung  nur  erlaubt  ist,  solange 

f'      .  ■      X    . 

-  nicht  von  derselben  Größenordnung  wie  —  ist.    Er  behandelt  aber 

X  ^  a 

auch  den  FaU'^^^j,  in  welchem  beide  Größen  von  derselben  Ordnung 
sind;  dabei  benutzt  er  die  [semikonvergente]  Entwicklung  der  Haupt- 
lüsuuo;  nach  Potenzen  von  ^^-—5 —  und  integriert  sie  gliedweise  nach  u. 
Für  den  Fall 

(1395)  /■(«)  =  1  —  «-,         —  1<  «  <  1 

treten  dabei  als  Hauptglieder  die  beiden  Integrale 

1 

/„    fcosikt)!  i4ih~^(smJ^ —  kcosk),        1  *>  \ 

0  \  I  y 

auf,  so  daß  er  als  erste  Annäherung  erhält'^""): 

.^  „Q^s         4        f   •      *"  **  *'  1   1        _Ü  J_    •      *1 1 

^   "^       '      J         t'l/23r.x'  ^         '^^'        '^**  4a;- J    \  4a;     '  ix\ 

Die  NuUsteUen  des  ersten  Klammerfaktors  begrenzen  „gezähnelte 
Wellen",  die  mit  konstanter  Geschwindigkeit  fortschreiten,  die  NuU- 
steUen des  zweiten  die  „Zähnchen",  die  mit  konstanter  Beschleunigung 
über  sie  hinlaufen. 

Die  Untersuchung  der  Ausbreitung  der  Bewegung  in   die  Tiefe 
führt  aiif  eine  entsprechende  Diskussion  des  Integrals'^**): 

(1398)      u  =  -^  JJexp  (-  ^^^)  cos  *fc^/-(a)  d^  da . 

Cauchy  wendet'*"^)  —  wie  vorher  schon  Fourier^'^^'')  —  dagegen 


1805)  p,  115. 

1806)  Erläuterungen  zu  diesem  Teil  der  Rechnung  bei  G.  Plana,  Torino  mem. 
25  (1820),  p.  12-2. 

1807)  Paris  mem.   1,  p.  118. 

1808)  p.  127. 

1809)  Paris  mem.  pres.   1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1 ,   p.  198.    Er  berichtet,  er 
habe  solche  Formeln  schon  bei  der  Ausarbeitung  der  Preisschrift  abgeleitet,  sie 
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ein,  daß  es  nicht  erlaubt  sei,  eine  beliebige  Form  der  Aufangsstöi'ung 
durch  (1395)  zu  ersetzen.  Man  erhalte  zwar  auch  unter  anderen  An- 
nahmen über  die  Form  der  Anfangsstörung  durch  Benutzung  des 
asymptotischen  Ausdrucks  (1054)  der  Hauptlösung  für  u  einen  Aus- 
druck der  Form 

(1399)      u  ~  ^-  [^{v)  cos  (£,— J)  +  i^iv)  sin  (jj  -  f )] 

aber  die  Funktionen  go,  tj}  (letztere  ist  Null,  wenn  f  eine  gerade  Funk- 
tion ist)  hängen  wesentlich  von  der  Natur  von  f  ab.  Läßt  sich  f  nach 
Potenzen  von  a  bzw.  von  |k|  entwickeln,  so  erhält  man'^")  mit  Hilfe 
der  Gleichungen 


/« 


(1400) 


cos  c.viIk  =  ( —  1)"  --  2 
dv 


I  o;^"~^  sin  avt^a  =  ( —  1)" 


sm  V 


dv' 


asymptotische  Entwicklungen  von  tp  und  i^  nach  fallenden  Potenzen 
von  V.    Im  Falle 

f(a)  =  exp  (c  —  c«)  —  1 

erhält  man  so  sogar  eine  konvergente  Reihe,  die  sich  elementar 
summieren  läßt.  ^®'^)  Für  andere  FäUe  ist  zu  beachten,  daß  der  absolute 
Betrag  der  Funktion  qp  bzw.  im  allgemeineren  Falle  der  Funktion 
y'(p--\-  ip^  nicht  bei  jeder  Annahme  über  f  reelle  Nullstellen  hat;  z.  B. 
bei  der  zuletzt  genannten  Annahme  für  «  >  0  überhaupt  keine,  für 
f{cc)  =  —  (1  — «)"  nur  eine^*^^);  die  Extrema  dieser  Funktion  geben 
dann  nicht  alle  Maxima  der  WeUenamplitude,  sondern  zum  Teil  auch 
Minima.  Wenn  die  Punktion  f  oder  ihre  Ableitungen  an  den  Grenzen 
des  Intervalls  ( —  1  •  •  •  -|-  1)  nicht  mehr  endlich  bleiben,  so  daß  die 
vorhin  genannte  Methode    versagt,    kann    man    solche   asymptotische 


aber  nicht  weiter  verfolgt,  da  er  angenommen  habe,  die  Bewegung,  die  sie  dar- 
stellten, sei  „trop  peu  sensible  pour  qu'on  düt  en  tenir  compte".  Ygl.  in  der 
Tat  ib.  p.  91  (von  1815),  wo  er  aus  der  vollständigen  Foimel  ableitet,  daß  die 
Wellenamplitude  überall  mit  wachsender  Zeit  gegen  Null  konvergiert. 

1810)  Bull,  philomat.  1818,  p.  133  =  Oeuvres  2,  p.  262;  auch  noch  Taris 
mem.  8  (1829),  p.  620  =  Oeuvres  2,  p.  179. 

1811)  Paris  mem.  pres.  1  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  200,  203.  p.  231  bemerkt  er 
noch,  daß  man  solche  Entwicklungen  auch  erhalten  könne,  indem  man  wieder- 
holt partiell  integriere  und  dabei  vor  jeder  Integration  noch  den  wenig  von  1 
verschiedenen  Paktor  x'(a;  —  a)~'  unter  dem  Integralzeichen  hinzufüge. 

1812)  p.  218. 

1813)  p.  216. 
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Entwicklungen  mit  Hilfe  der  Umformung 

+  1  ~ 

(1401)  Jaa)e""'du  =^  J[e">y(l  +  ¥)  -  e-'^f{-  1  +  ^i)y''dß 

-1  0 

erbalten.  181*) 

Für  große  Werte  von  v  wird  es  notwendig,  in  der  Entwicklung 

von  nach  Potenzen  von  a  auch  noch  Glieder  3.  Ordnung  mit- 

zunehmen;  es  geben  dann  zu  den  Integralen 

+  1 

(1402)  I  f\a)l''?^]vcida 


l  sin  , 


nur  die  Umgebungen  der  Endpunkte  merkliche  Beiträge.  Man  erhält 
also  Formeln  ähnlicher  Art  wie  im  vorigen  Falle,  nur  noch  mit  einer 
Potenz  von  v  im  Nenner. '^i") 

Poisson  repliziert!**^):  wesentlich  andere  Annahmen  über  die  Ge- 
stalt der  Anfangsstörung  als  (1395)  seien  physikalisch  unzulässig. 

Bei  Poisson  finden  sich  auch  Untersuchungen '■'')  über  asympto- 
tische Werte  des  Integrals: 

(1403)      -f/p-^''  ^^  '"'"'^  ^  '  "°^^i^^;^i+l^!^^/-(«)  rf|  dcc 

0      0 

für  große  Werte  von  t.  Der  Bruch  läßt  sich  nach  Potenzen  von  | 
in  eine  Reihe 

(I  cosaii  +  h  sinxl)  (|  cosal  -|-  h  sina^)  (1  +  hx)  (1  +  ha)  ^^  _i_ 

entwickeln;  die  Integration  der  einzelnen  Glieder  nach  |  läßt  sich 
dann  mit  Hilfe  der  Gleichung  (928)  ausführen,  und  man  erhält  eine 
[semikonvergentej   Entwicklung   nach    fallenden  Potenzen   von  t,   die 

mit  einem  Glied  mit  t  "  beginnt.  Für  f(x)  =  1  kann  man  nicht  so 
verfahren,  weil  dann  die  Integration  der  einzelnen  Glieder  nach  a 
sich  nicht  ausführen  läßt;  Poisson  benutzt  in  diesem  Falle  zur  Aus- 
führung  der   Integration   nach  a  die  divergenten  Integrale  (834)  und 


1814)  p.  23C. 

1815)  p.  225—231. 

1816)  Paris  mena.  8  (1829),  p.  573;  Bull,  philomat,  11  (1829),  p.  109.  Er  meint 
auch  (p.  574),  Cauchys  Resultate  betr.  die  Abhängigkeit  der  Wellengeschwindig- 
keit von  der  Dimension  der  Anfangsstörung  seien  mit  dem  „Prinzip  der  Ko- 
existenz kleiner  Schwingungen"  nicht  verträglich. 

1817)  J.  e'c.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  75,  363;  chaleur  p.  324. 
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(835)  für  lim  r  =  0  und  entwickelt  erst  danu  nach  Potenzen  von  g; 

das  gibt  im  Endresultat  zwar  ebenfalls  eine  Entwicklung  nach  faUen- 

_  i 
den  Potenzen  von  t,  aber  sie  beginnt  mit  t   ■  . 

Ferner  formt  Poisson'-^^^)  den  von  den  Anfangswertea  von  «  selbst 
abhängigen  Teil  des  Integrals  der  Differentialgleichung: 

(1404)  ^1«  =  ^!«_^_", 
^  dt-        ex-        dx ' 

nämlich : 

n       n 

(1405)  „  =  A  ^  J  J  exp  ( -  4  cosi;) 

0     ö 
•  cos  (  — sin^  ■s,m.q^f{x  +  t  cosjr;)  t  sinpdpdq 
durch  partielle  Integration  um  in: 

(1406)  4  [  exp  (-i)  fix  -  0  +  exp  (-  {)  fix  +  0  j 

+  ^  i  j  (gj.  tsinp+  ^^^  cos2))/'(.r  4-^cosp)c72jrf5r, 

0     0 

wo  zur  Abkürzung 

exp  ( cosp\  cos  ( Y  sin^j  sin  gl  =  P 

gesetzt  ist;  ist  die  Funktion  f  nur  für  kleine  Werte  ihres  Arguments 
von  Null  verschieden,  so  kann  die  erste  Zeile  auch  durch 

|exp(|)(/Xx-0+/-(^  +  O} 

ei'setzt  werden;  von  der  zweiten  behauptet  er,  sie  könne  für  große 
Werte  der  Zeit  in  erster  Annäherung  ganz  vernachlässigt  und  in 
zweiter  durch 

yj[ -^  cos  y  4-  5  sin ~ )  exp (^) 

ersetzt  werden,  wo  A  und  B  von  x  und  t  unabhängige  Faktoren,  21 
die  Ausdehnung  der  Anfaugsstörung  bedeuten. 

Um  auch  für  die  Formel  (1230)  einen  asymptotischen  Ausdruck 
zu  erhalten,  entwickelt  Poisson^^^^)  unter  dem  Integralzeichen  die  alge- 


1818)  Conn.  des  temps  pour  1826[23],  p.  274.  Er  gibt  auch  die  ent- 
sprechende Umformung  für  den  anderen,  von  den  Anfangswerten  von  dv/dt  ab- 
hängenden Bestandteil. 

1819)  Chaleuv  suppl.  p.  39.  Inwiefern  eine  solche  Entwicklung  berechtigt 
ist,  da  doch  t~'-  überall  mit  z  multipliziert  auftritt  und  bis  z  =  co  integriert 
werden  soll,   müßte   noch  genauer  untersucht  werden;    was  Poisson  p.  45  selbst 
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braischen  Faktoren,  mit  denen  die  Exponential-  und  trigonometrischen 
Funktionen  multipliziert  sind,  nach  fallenden  Potenzen  von  t  und 
bricht  mit  Gliedern  der  Ordnung  — 3/2  ab;  so  erhält  er  zunächst: 

(1407)  «  ~  -^  Jcos  (2z^  -  ^)  exp  (-  ^0  zdz 

ö 

0 

und  da  die  Integrale  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (1091)  auswerten 
lassen: 

87.  Die  mit  einer  partiellen  Diflferentialgleiehung  verträglichen 
UnStetigkeiten.  Die  Frage,  welcherlei  Unstetigkeiten  man  in  dem 
Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung  noch  zulassen  kann,  ohne 
daß  die  Differentialgleichung  selbst  ihren  Sinn  verliert,  ist  bei  ihrem 
ersten  Auftreten  eng  verknüpft  mit  der  allgemeineren  Frage,  wie  weit 
die  Benutzung  unstetiger  Funktionen  in  der  Analysis  überhaupt  zu- 
lässig ist,  und  es  ist  daher  über  die  ersten  einschlägigen  Diskussionen 
bereits  in  Nr.  28  berichtet.  In  konkreterer  Gestalt  erscheint  die  Frage 
zuerst  bei  dem  von  D.  Bernoulli^^^")  gestellten  Problem  der  Schwin- 
gungen einer  Saite,  die  aus  zwei  Stücken  von  verschiedenen  physi- 
kalischen Konstanten  zusammengesetzt  ist.  Euler  hatte  zuerst  ^*^')  an- 
genommen, an  der  Übergangsstelle  müßten  beide  Stücke  immer  die- 
selbe Tangente  haben;  nachher  aber,  im  Verlauf  einer  Diskussion  mit 
D.  Benioulli,  der  dieselbe  Forderung  gestellt  hatte  ^''"^),  erinnerte  er 
sich  daran,  daß  er  doch  früher  selbst  immer  behauptet  hatte,  bei 
der  homogenen  Saite  sei  das  Auftreten  von  Ecken  kein  Hindernis  für 
die  Anwendung  seiner  Integrationsmethode,  und  ließ  daher  jene  For- 
derung jetzt  aucb  für  die  unhomogene  Saite  faUen. '**-*)    *S'.  D.  Poisson 

darüber  sagt,  genügt  nicht,  könnte  aber  vielleicht  doch  als  Ausgangspunkt  für 
eine  genauere  Untersuchung  dienen. 

1820)  J.  des  sgavans  1758,  p.  166. 

1821)  Petrop.  n.  comm.  9  (1762/63),  p.  274. 

1822)  Ib.   16  (1771),  p.  269. 

1823)  Ib.  17  (1772),  p.  413.  Euler  führt  eine  Übergangsbedingung  ein,  aus 
der  aber  folgen  würde,  daß  die  Obertöne  auch  einer  solchen  Saite  zum  Grund- 
ton harmonisch  wären;  vgl.  darüber  die  Bemerkungen  von  S.  D.  Poisson,  J.  Ec. 
polyt.  cah.  18  (1820),  p.  474.  —  Der  scheinbare  Widerspruch  ist  übrigens  dahin 
aufzuklären,  daß  auch  bei  der  homogenen  Saite  eine  Unstetigkeit  der  Tangente 
nicht  beständig  an  einer  und  derselben  Stelle  stehen  bleiben  kann,  sondeni  mit 
der  zugehörigen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  fortrücken  muß. 
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dagegen  argumentiert  umgekehrt'*^*):  Derselbe  Schluß,  der  bei  der  ge- 
stückelten Saite  zu  der  Erkenntnis  von  der  Notwendigkeit  der  Stetig- 
keit der  Tangente  an  der  Übergangsstelle  führt,  gilt  auch  für  jeden 
Punkt  der  unhomogenen:  man  müsse  also  auch  bei  dieser  durch- 
gängige Stetigkeit  der  Taugente  verlangen:  ,,sans  cette  restriction,  le 
mouvement  de  la  corde  ne  saurait  etre  detei-miue  par  l'analyse  dif- 
ferentielle."  Er  erläutert  das  für  eine  Differentialgleichung  1.  Ordnung 
noch  näher '*^^):  im  Integral  einer  solchen  brauche  man  nur  die  Stetig- 
keit der  Funktion  selbst,  nicht  die  ihrer  Ableitungen  vorauszusetzen: 
die  Gleichung  behalte  an  der  Sprungstelle  der  letzteren  einen  be- 
stimmten Sinn,  wenn  man  diese  dort  durch  Gleichungen  wie 

K  =  lim  f\x-\-\h)-f{x  —  \%) 
dx        h=o  h 

definiere.  Bei  A.  Cauchy  findet  sich  die  Bemerkuug^®^^):  Die  Diffe- 
i-entialgleichung  setzt  die  Stetigkeit  der  Funktion  voraus,  denn  ohne 
sie  kann  man  nicht  von  einer  Ableitung  sprechen.  Weiter ^^^'):  So- 
bald man  Unstetigkeiten  zuläßt,  sind  die  Lösungen  durch  die  Anfangs- 
bedingungen nicht  mehr  vollständig  bestimmt.  Für  mechanische  Probleme 
hat  man  die  stetigen  Lösungen  zu  nehmen,  für  physikalische,  wenn 
die  Anfangsbedingungen  selbst  unstetig  wird,  als  Grenzfälle  stetiger 
Funktionen  aufzufassende  Lösungen. 

Daß  man  sich  das  Auftreten  von  Unstetigkeiten  in  den  Inte- 
gralen physikalischer  Differentialgleichungen  durch  die  Annahme  von 
Energiequellen  in  einzelnen  Punkten  verständlich  machen  kann,  hat, 
so  viel  ich  sehe,  zuerst  Ct.  Libri^^^*^)  an  dem  Beispiel  der  Lösung  der 
Gleichung  der  linearen  Wärmeleitung  durch 

u  =  exp  ( —  \x\) 
bemerkt. 

J.  M.  C.  Duhamel   setzt    ohne   eingehendere    mathematische   Be- 


1824:)  J.  Ec.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  451,  474.    Auch  mecanique  2,  p.  307 
hält  Poisson  noch  an  dieser  Auffassung  fest. 

1825)  Ib.  p.  454. 

1826)  Schon  früher;  wiederholt  C.  R.  28  (1849)  p.  277  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  121. 

1827)  ib.  29  (1849),   p.  548  =  (1)  11,   p.  173.     Nähere  Ausführungen   p.  180. 
Aber  führt  hier  jede  Art  des  Übergangs  zu  demselben  Resultat? 

1828)  J.  f.  Math.  7  (1831),  p.  129.     Die  Herbeiziehung   des  Ausdrucks    der 

2 
Lösung  durch  das  Integral i/i  ^1-  ^^^  *'"*'  iiichts  zur  Sache.  —  Auch  /.  Challis 

71 

sucht  sich  die  Möglichkeit  des  Auftretens  von  Unstetigkeiten  (im  alten  Sinne  des 
Wortes)  in  den  Integralen  der  Differentialgleichungen  der  Mechanik  durch  die 
Annahme  entsprechender  Unstetigkeiten  in  den  wirkenden  Kräften  verständlich 
zu  machen,  Cambr.  trans.  3,  (1830),  p.  288. 
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gründung  zunächst  für  das  Problem  der  Wärmeleitung  auseinander**-^): 
eine  kleine  Änderung  der  Anfangsbedingungen  könne  nur  eine  kleine 
Änderung  der  Lösung  bedingen;  eine  diskontinuierliche  Funktion 
könne  mit  beliebiger  Annäherung  durch  eine  kontinuierliche  ersetzt 
"werden;  also  müßten  die  unter  Voraussetzung  kontinuierlicher  An- 
langswerte  abgeleiteten  Resultate  auch  für  diskontinuierliche  Gültigkeit 
behalten.  Insbesondere  gelte  das  auch  für  den  Fall,  daß  die  vorge- 
schriebenen Aufangswerte  die  vorgeschriebenen  Grenzbedinguugen  nicht 
erfüllen. 

Bei  nicht  linearen  Differentialgleichungen  treten  Unstetigkeiten 
wohl  notwendig  in  den  Lösungen  auf  Das  scheint  zuerst  C.  CItallls 
bemerkt  zu  haben.     Poisson  hatte  für  die  Differentialgleichimg: 

(1408)  5-(,_g3')|l.  +  2.^fg|,-0 

die  Lösung: 

g  =  n-,     n-  =  fix  —  (1  +  w)  t) 

gegeben;  Ghallis^^^")  macht  nun  darauf  aufmerksam,  daß  z.  B.  für 
f  (x)  =  ni  sin  X  daraus  folgt:  In  einem  bestimmten  Zeitmoment  t^  ist 
ein  Minimum  der  Geschwindigkeit  rv  '=  0  vorhanden  für  x  =  t^  -\-  nn 

und  ein  Maximum  iv  =  m  für  x  =  (1  +  m)t^  -\-  -  ^  ---  jr,  zur  Zeit 
f,  =  - —  fallen   beide  Werte  zusammen.     G.  ff.  StoJces'-^'^^)  weist  dem- 

1  2  Mi  ■' 

gegenüber  darauf  hin,  daß  die  Tangente  der  (vr,  a;)- Kurve  zur  Zeit 
t  +  dt  den  Wert 

dx 

^    dx 

ergebe,  und  daß  die  Benützung  der  angegebenen  Lösung  also  nicht 
über  die  Zeit  hinaus  Sinn  haben  könnte  für  welche  der  Nenner  Null 
wird.  **'^)  CJiallis  erwidert  zunächst  ***^^) :  Also  ist  die  Annahme  ebener 
Wellen  überhaupt  unzulässig.'***)    Man  dürfe  eine  Formel  nicht  bloß 


1829)  J.  ec.  polyt.  cah.  22  (1833),  p.  75.  • 

1830)  Phil.  Mag.  (3)  38  (1848),  p.  496. 

1831)  Ib.  (3)  33  (1848),  p.  350  =  papevs  2  p.  51. 

1832)  Die  Art  wie  er  diese  Schwierigkeit  durch  Einführung  von  diskon- 
tinuierlichen Flächen  zu  beseitigen  sucht,  hat  er  später  ipapers  2,  p.  55 ;  von  1883) 
auf  Bemerkungen  von  Kelvin  und  Rayleigh  hin  als  mit  dem  Euergieprinzip  in 
Widerspruch  stehend  zurückgenommeu. 

1833)  Phil.  mag.  (3)  35  (1849),  p.  243. 

1834)  Diese  Folgerung  schon  Note  1830. 
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bis  zu  einer  gewissen  Grenze  benützen,  sondern  entweder  auch  darüber 
hinaus  oder  gar  nicht. 

88.  Variable  Koeffizienten  in  den  Grenzbedingungen.  Auch 
Fälle,  in  welchen  die  in  den  Grenzbedinguugeu  auftretenden  Koeffi- 
zienten nicht  mehr  konstant,  sondern  Funktionen  des  Ortes  sind, 
können  mit  Hilfe  der  Methode  der  Reihenentwicklungen  behandelt 
werden,  wenn  diese  Funktionen  selbst  sich  in  solche  Reihen  ent- 
wickeln lassen.  So  behandelt  J.  LiouviUe  ^*^*)  die  Aufgabe ,  die 
Differentialgleichung 

("08)  S  +  5-» 

unter  den  Nebenbedingungen 

(1410)  tt  ^  0  für  a;  =  ^ ,     ?<  =  0  für  y  =  -{-  <x>, 

^^-uf{x)  +  F{x)  =  Oinvy  =  () 

durch  eine  gerade  ^*'^)  Funktion  von  x  zu  integrieren,  indem  er  zu- 
nächst f{x)  in  eine  Reihe  nach  den  Kosinus  der  geraden  Vielfachen 
von  X 

(1411)  fix)  =  ^R^  cos  nx 
entwickelt;  der  Ansatz: 

(1412)  )(  =  ^Ä^e'""  cos  nx, 

in  welchem  nur  die  ungeraden  Vielfachen  von  x  auftreten  sollen,  vei-- 
langt  dann,  daß 

^nA„  cos  nx  -\-  f{x)  ^A,^  cos  nx  =  F{x) 

wird.  LiouviUe  setzt,  durch  das  Resultat  der  direkten  Untersuchung 
des  Falles  f(x)  =  konst.  geleitet, 

n/3 

(1413)  J.„  =  —  /  (P(jtt)  cos  Wft  -|-  Q(}i)  sin  njti)  rfft. 

0 

V^ird  das  eingeführt,  die  Produkte  trigonometrischer  Funktionen  in 
Summen  verwandelt  und  auch  die  IntegraldarsteUuug  der  Koeffizienten 
der  Entwicklung  von  F(x)  benutzt,  so  werden  zur  Bestimmung  von 


1836)  J.  de  math.  1  (1836),  p.  33  =  Paris  mem.  pres.  ö  (1838),  p.  559  (von 
1834).     Auszug  J.  f.  Math.  16  (1837),  p.  39. 

1836)  LiouviUe  behandelt  p.  68  auch  den  Fall,  daß  von  dieser  Forderung 
abgesehen  wird;  es  treten  dann  neben  den  Kosinus-  auch  Sinusglieder  auf. 

Knoyklop.  d    math.  Wissensch.     II  1.  81 
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P  und  Q  die  beiden  Gleichungen  erhalten^*"): 

n/2 

(1414)  g  +  Pf(,)  =  F{,)  -  |-/eo^f;!^?^ÖW  cos  ,  sin  a  da 

0 

mit  den  Nebenbedingungen: 

(1415)  ^  =  Ofürft=0,     P  =  Ofürfi=^. 

Die  Auflösung  dieser  Integralgleichungen^*^*)  gelingt  ihm  nur  unter 
der  speziellen  Voraussetzung,  daß  sich  der  unter  dem  Integralzeichen 
stehende  Quotient  als  Summe  von  Produkten  von  Funktionen  von 
nur  je  einem  Argument  darstellen  läßt.***^^) 

(1416)  -JM^l.-^'^'ri.m^y. 

dann  geht  nämlich  die  erste  Gleichung  über  in: 

^J^  +  Pfiti)  =  PC«)  -  ^c;  'p-.Ca), 

wobei 

71/2 

(1417)  C,.^^j'Q{a)n^{a)da; 

0 

und  nun  kann  man  erst  für  unbekannte  Werte  der  Konstanten  0, 
integrieren  und  diese  Konstanten  dann  mit  Hilfe  der  letzteren  Glei- 
chung bestimmen.  ■'**") 

89.  Mit  der  Zeit  variable  Grenzflächen.  Spezielle  physikalische 
Probleme  führen  auch  auf  die  Aufgabe,  eine  partielle  Differential- 
gleichung mit  den  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  x,  t  in  der 
Weise  zu  integi-ieren,  daß  an  einem  mit  t  noch  veränderlichen  Wert  z 
von  X  eine  Grenzbedingung  zu  erfüllen  ist,  die  selbst  noch  diese  zu 
bestimmende  Funktion  z  von  t  enthält.  Das  älteste  mir-  bekannte 
derartige  Problem  ist  das  des  „Fortschreitens  des  Frostes"  oder  über- 
haupt der  Erstarrung  irgendeiner  Flüssigkeit,  das  von  Lame  und 
Clapeyron    im   Interesse   geologischer  Fragestellungen   in  Angriff   ge- 


1837)  Einfachere  Ableitung  dieser  Gleichungen,  ohne  Benutzung  der  Reihen- 
entwicklung von  f{x),  p.  57. 

1838)  Als  solche  sieht  sie  Liouville  selbst  an,  p.  60. 

1839)  Für  den  Fall,  daß  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  meint  er  p.  57, 
man  könne  sich  „der  bekannten  Methode  sukzessiver  Approximationen"  bedienen. 

1840)  Die  Möglichkeit,  daß  diese  Gleichungen  sich  widersprechen  oder  nicht 
voneinander  unabhängig  sind,  erörtert  Liouville  selbst  in  einer  Note,  J.  de  math. 
p.  55  und  J.  f.  Math.  p.  43. 
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nommen  worden  ist. '*^*)  Sie  führen  es  auf  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung der  linearen  Wärmeleitung  unter  den  Nebenbedin- 
gungen 

M  =  0  für  a;  =;  0:     u  ^  a,     ^^  =  ;5-  für  x  =  s 

'  '     et        dx 

zurück  und  geben  ohne  Beweis  als  Lösung: 

M  =  ^Erf(^^l),     ^  =  ßyt, 

wobei  die  Konstanten  A,  ß  die  Bedingungen 

A  exp  (—  ^)  =1- ,     AET{ß  =  a 
zu  erfüllen  haben. 

90.  Sinn  der  Lösung  für  dem  angenommenen  Anfangszustaud 
vorangehende  Zeiträume.  W.  Tfiomson  Lord  Kelvin  hatte  bereits  aus 
der  Lösung  der  Wärmeleitungsgleichung  (p.  1185)  den  Schluß  gezogen, 
daß  bei  diesem  Problem  ein  beliebig  vorgeschriebener  Anfangszustand 
im  allgemeinen  nicht  als  Folge  Torhergehender  Zustände  aufgefaßt 
werden  kann,  indem  diese  Formeln  im  allgemeinen  für  negative  Werte 
von  t  imaginäre  Werte  liefern.  ^**^)  Bald  darauf  untersucht  er  die 
Sache  näher. '*'^)  Unter  der  Voraussetzung,  daß  sich  die  Temperatur 
als  Funktion  der  Zeit  in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickeln  läßt, 
kommt  er  zu  dem  Schluß,  sie  muß  sich  dann  als  Funktion  von  t 
und  X  in  eine  Reihe  der  Form: 

(1418)  ^[exp  (xYn)  {a^  cos  (xYn  -{-  2tn)  -f  B„  sin  (xY^  +  2tn)) 

+  exp  (—  xYn)  (a^)  cos  (xl/n  —  2 tn)  -f  .B^  sin  {xYn  —  2tn)) 

entwickeln  lassen.  Wird  hier  t  =  0  gesetzt,  so  erhält  man  die  Form, 
in  der  sich  der  Anfangszustand  ausdrücken  lassen  muß,  wenn  er  als 
Folge  seit  unbegrenzt  langer  Zeit  vorhergehender  Zustände  betrachtet 
werden  soll. 

Ein  weiterer  Aufsatz'***)  faßt  die  Sache  von  einer  anderen  Seite 
auf:  Zu  dem  Anfangszustand 

(1419)  t«(,  =  ^A^  cos  {m^x  -\-  p„) 
gehört  die  Lösung 

(1420)  u  =  ^exp  ( —  mit)  J.„  cos  {m„x  +  pj, 


1841)  Ann.  chim.  phys.  47  (1831),  p.  2,ö5  =  bull.  Feruasac  16  (1831),  p.  258. 

1842)  Cambr.  math.  j.  (3)  4  (1842),  p.  174  =  papers  1  p.  11. 
184:^)  Ib.  (3)  5  (1843),  p.  206  =  papers  1,  p.  16. 

1844)  Ib.  (4)  2  (1844),  p.  67  =  papers  1,  p.  41. 

81* 
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und  die  Bedingung   ist   einfach  die,    daß   diese  Reihe  auch  noch  für 
negative  t  konvergiert. 

Ä.  A.  Cournot  hat  gemeint  ^■■'^):  wenn  man  schreibt 

+  00 

M  =  — =  /  [qD  (a;  +  2a"|/0  +  q»  (^  —  Sa]/!)]  exp  ( — a^)da, 
2ynJ 

erhält  man  eine  auch  für  negative  Werte  von  t  gültige  Formel,  indem 
die  imaginären  Bestandteile  herausfallen. 

VII.  Integration  partieller  Differentialgleichungen  mit  mehr  als  zwei 
unabhängigen  Veränderlichen. 

91.  Integration  durch  trigonometrische  Reihen.  Eine  partielle 
Differentialgleichung  mit  mehr  als  zwei  unabhängigen  Veränderlichen 
kann  durch  trigonometrische  Reihen  integriert  werden,  wenn  sie: 
1.  Elementarlösuugen  zuläßt,  die  Produkte  aus  je  irgendeiner  Funk- 
tion der  einen  Variabein  (der  Zeit)  in  trigonometrische  Funktionen 
von  je  einer  der  übrigen  Variabein  (der  Raumkoordinaten)  sind,  z.  B.: 
q)  ^(f)  cos  7nx  cos  ny;  und  wenn  2.  für  je  zwei  Werte  dieser  übrigen 
Variabein  Grenzbedingungen  der  in  Nr.  69  besprochenen  Art  vorge- 
schrieben sind.  Eine  derartige  Integration  (mit  unharmonischen  trigo- 
nometrischen Reihen)  tritt  bereits  bei  -/.  Fonrier  auf'^''*);  weitere  Bei- 
spiele finden  sich  bei  Poisnon^^^''},  bei  Navier^^^^),  bei  Lame  und 
Clapeyron^^'^),  bei  J.  M.  C.  DuhameV^^"),  bei  G.  G.  StoJces}«^^) 

Wie  man  bei  solchen  Entwicklungen  auf  in  Nr.  19  besjjrochene 
Umstände  Rücksicht  nehmen  muß,  hat  G.  G.  Stokes^^^")  gezeigt,  und 
zwar  an  dem  Beispiel  der  Integration  von  Am  =  0  für  ein  Parallel- 
epiped,  wenn  an  jeder  Grenzfläche  eine  Funktion  der  beiden  anderen 
Variabein  vorgeschrieben  ist.    Wird  angesetzt: 

u  ==  ^^Z^  ,j  sin  mx  sin  ny , 
so  kommt: 

^[-m'^Z,„^,smny  +  ^^if,{y,z)-{-\rF,{xj,z)i\smnx, 


dx- 


1845)  Theorie  2  (1841),  p.  421 

1846)  Paris  mein.  4  (1819/20[24]),  (Preisschrift  von  1811)  p.  458;  theorie  de 
la  chaleur  Nr.  321  =  Oeuvres  1,  p.  359. 

1847)  Paris  meni.  1  (1816),  p.  88;  8  (1829),  p.  510;  chaleur  p   354. 

1848)  Bull,  philomat.  1822,  p.  77;  1825,  p.  51  (unharmonische  Reihen);  Bull. 
Ferussac  5  (1826),  p.  309. 

1849)  J.  f.  Math.  7  (1831),  p.  401. 

1850)  J.  Ec.  polyt.  cah.  21  (1832),  p.  389.  22  (1833)  p.  54  (von  1829/30). 

1851)  Cambr.  trans.  8  (1)  (1844),  p.  1S6. 

1852)  Cambr.  Trans.  8  (1847)  =  papers  1,  p.  296. 
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und  wenn  die  innere  Klammei-  in  die  Reihe  ^Q„,  ^  sin  ny  entwickelt 
wird  und  die  entsprechende  Größe  bei  der  Bildung  von  r^i  mit  P,„^„ 
bezeichnet  wird,  so  ergibt  sich  für  Z„,  ,^  eine  Gleichung  der  Form: 

(1421)  Jf  -  K  +  »')Z  +  'J"  Q  +  ~P^O. 

Die  auftretenden  Integrationskonstauten  bestimmen  sich,  wenn  mau 
auch  die  Funktionen  f^  und  F^  in  die  Doppelreihen 

^(t„,  „  sin  mx  sin  ny,     2S„  „  sin  nix  sin  ny 

entwickelt,  woraus  hervorgeht,  daß  sich  Z,„  ,^  für  ^  =  0  auf  (t„,  „  und 
für  z  =  c  auf  i?,„  ^^  reduziert. 

Nachher '-^^)  gibt  er  auch  noch  ein  ihm  von  W.  Thomson  mit- 
geteiltes Verfahren.    Er  setzt  zunächst  die  dreifache  Reihe  an 

^^"^miip  ^'^  '"■''  ^^^  "2/  sin^'-^; 
soll  M  =  0    für   2  =  7t,   u  =  fix,  y)   für  2^0  werden,   so   gibt  die 
Differentiation 

'ä^ =2[~22^'"^""'p  ^'"  "'■*■  ^^^  "^ + ■¥''(^'  y^]  ^^P^- 

Das  wendet  er  auch  auf  den  Fall  an,  daß  f  nur  in  einem  Element 
der  betreffenden  Koordinatenebene  von  NuU  verschieden  ist  und  durch 
die  Reihe 

-^  ^  ^  sin  wj«  sin  nß  sin  mx  sin  ny 

ersetzt  werden  kann.  Die  Differentiation  nach  y  und  z  kann  unter 
dem  Zeichen  geschehen.    Es  folgt: 

■A,„  ,„  =  -T  •     ,  I     .— I — 8  sm  mu  sm  np. 

Ausführung  der  Summation  nach  n  oder  nach  p  mit  Hilfe  der  Glei- 
chungen (278)  und  der  entsprechenden  für  ^  ,  ,  führt  zu  der 
einen  oder  anderen  der  vorigen  Formeln  zurück. 

In  analoger  Weise  behandelt  er  dann  auch**^)  die  Integration 
derselben  Differentialgleichung  für  denselben  Körper  unter  der  Be- 
dingung,   daß  u  an   der  Oberfläche  überall  Null  sein  und   an  einem 

Punkte  «,  ß,  y  im  Innern  wie  —  ixnendlich  werden  soll,  indem  er  zu- 
nächst den   Fall  behandelt,    daß   in  einem   kleinen  Gebiet   im  Innern 


1853)  ib.  p.  302. 

1854)  1,  p.  303. 
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nicht  die  Gleichung  Am  =  0,   sondern  A?«  =  einer  gegebenen  Funk- 
tion Q  erfüllt  sein  soU  und  diese  in  die  Reihe 

Q  =  ^^^Rmnp  siii  '"^  si'i  "2/  si^  P'^ 
entwickelt.    Dann   geht  er  dazu   über,   dieses  Gebiet  unendlich  klein 
werden  zu  lassen,  und  zwar  so,  daß  dabei 

fJJ 9  är=l 
wird;  dann  wird 

-R™„«  =  ^  sin  mu  sin  nti  sin  py 

und  also 

32   "^  1 

u  =    i    >  —ir-, — i-^ — 5  sm  mx. 
%-  .^j  m-  +  m'  -f-^ 

92.  Integration  von  Differentialgleichungen  mit  n  +  1  unab- 
hängigen Veränderlichen  durch  «-fache  bestimmte  Integrale.  Der- 
artige Integrationen  lassen  sich  zunächst  für  die  einfachsten  Fälle 
durch  naheliegende  Verallgemeinerungen  der  Formeln  von  Nr.  73  ge- 
winnen. So  tritt  die  Integration  der  Differentialgleichung  der  Wärme- 
leitung im  unbegrenzten  Räume 

(.,  AZ)n\  Su        d'u    .    d-u    .    d-u 

^^^^'^^  Jt  —  dx-^  +  dy'  +  W' 

unter  der  Anfangsbedingung: 

M  =  f{x,  y,  z)  für  <  =  0 
durch 

+  00 

(1423)  M=   1=  /  /  /exp(-A3-ft2_j,2y(,j^2A|/7,?/-f2ay7,^-l-2vy7)(?A<?fi,(Zv 
und  ihre  Umformung  in 

bereits  bei  Poisson'-^'''"),  dann  auch  bei  Fourier^^^^)  auf. 

Andere  solche  Integrationen  sind  zuerst  auf  dem  Wege  erhalten 
worden,  daß  einer  (hier  unterdrückten)  Konstanten,  die  zunächst  auf 
reeUe  Werte    beschränkt  war,   auch  komplexe   beigelegt  wurden.    So 


1855)  Bull,  philomat.  1816,  p.  12;  Paris  möm.  3  (1818),  p.  144.  J.  ec.  polyt. 
cah.  19  (1823),  p.  139,  357.  Ä.  Caucliy  (Bull,  philomat.  1821,  p.  109)  gewinnt 
diese  Form  der  Lösung  aus  der  durch  das  sechsfache  Fouriersche  Integral. 

186G)  Thöorie  Nr.  372,  376  =  Oeuvres  1,  p.  429,  435;  (noch  nicht  in  der 
Preisschrift  von  1811). 
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zeigt  S.  D.  Poisson^^^'),  daß  der  Gleichung 

(142o)  -„ ,„  ^  „   4  +  2  3  „^i-„  +  -ir-i 

^  ■'  dt-        ox'    '       ox-ay    '    cy* 

jedes  Integral  jeder  der  beiden  Gleichungen 

(1426,  +S-S  +  S. 

genügt;  indem  er  diese  Integrale  in  der  Laplaceschen  Form  annimmt 
und  dann  neue  Integrationsvariable  durch  eine  komplexe  Substitution 
einführt,  kommt  er  dazu,  das  Integral  der  Gleichung  der  Platten- 
Bchwingungen: 

in  der  Form  hinzuschreiben: 

+  00 

(1428)  5  =  f  fe-""- " (pix-i-2ayfi,tj  -{-2b Yti)  dadh 

+  00 

+   (  re-«'-">(a-  +  2ay-^i,  y  +  2hV^^fi)dadh 

+  00 

(1429)  =  ^jy{cos(a^+  &^)/;  {x  +  2a]/7,  y  +  2hy~t) 

+  sin  («2  +  52) /-^  (a;  -}-  2rt  y^,  y  +  2i  ^1) }  da  d?; . 

Durch  Einführung  neuer  Integrationsvariabler  gelangt  er  von  da  zu 
der  Form: 

(1430)  z^-^JJs^'^^^^^y^^^fi^a,ß)dadß, 

die  wieder  die  Hauptlösung  erkennen  läßt.^'^^*) 

Andererseits  gelangt  man  auch  zu  Darstellungen  der  allgemeinen 
Lösung  durch  bestimmte  Integrale,  wenn  es  gelingt,  in  ihrer  Ent- 
wicklung in  eine  Potenzreihe  das  allgemeine  Glied  durch  ein  bestimm- 
tes Integral  darzustellen  und  dann  die  Summation  unter  dem  Integral- 


1867)  Bull,  philomat,  1818,  p.  127;  Paris  mem.  3  (1818)[20],  p.  149. 

1858)  Fourier  scheint  ib.  p.  130  diese  Form  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen, 
als  in  einer  der  Akademie  vorgelegten,  aber  nicht  publizierten  Abhandlung  ent- 
halten. In  der  Theorie,  Nr.  412  =  Oeuvres  1 ,  p.  488  leitet  er  sie  aus  der  Dar- 
stellung (1482)  ab,  indem  er  in  ihr  die  Integrationen  nach  den  Parametern  ver- 
mittels (955)  ausführt,  und  gelangt  dann  von  ihr  zurück  zu  (1429);  reproduziert 
von  A.  A.  Cournot,  Theorie  des  fonctiona  2,  Paris  1841,  p.  232. 
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zeichen  zu  vollziehen.  So  gelangt  S.  D.  Poisson^^^^)  von  der  Integra- 
tion der  Gleichung  der  SchaUschwingungen  durch  die  Potenzreihe 

(1431)  ^  =2'!^,  A"  Fix,  y,  z)  +  '2^,^^.,  AY(^,  y,  z) , 

7l  =  \     ^  '  71=1     ^  '  '■ 

indem  er  in  ihr  A^i^  vermöge  seiner  Hilfsformel  (Nr.  65)  durch 

(1432)  — r^  /   /  jcoszt^ — f-sinMstn«  „    -l-siu»*cosü  .^  l  Fsinududv 

0      0 

ersetzt  und  dann,  nach  Vertauschuug  der  Reihenfolge  von  Summation 
und  Integration,  die  unter  dem  Integralzeichen  auftretende  Reihe  als 
eine  symbolische  Darstellung  einer  Taylorschen  Entwicklung  auffaßt, 
zur  Darstellung  derselben  allgemeinen  Lösung  durch  die  Summe  zweier 
Doppelintegrale : 

2!z    n 

(1433)  qp  =  /   /  /'(a;  +  <cosM,2/-|-<sinz*sinr,0-j-^si"wcosti)^sin!<dM(?tJ 

0  0 

In  n 

+  ^  /    /  Fix  +  t  cos u,y  -\-t  sin m  sin  v,  z  -\-tfAViU  cos  v)  t  sin u  du dv. 

0     0 

Er  verifiziert  dieses  Resultat  einmal  durch  Difi'erentiation  unter  dem 
Integralzeichen  und  partielle  Integration^-''''),  dann  auch,  indem  er  in 
der  Darstellung  des  Integrals  durch  eine  Reihe  von  Elementarlösungen: 

(1434)  u  =^A  ©in  ipt)e'->^+'"'+>''  +  •  ■,  (p^  =  /  +  h^  +  Z:=  H ) 

den  Faktor  ^inpt  durch  das  Doppelintegral 

2n    n 

(1435)  @in^i=|^-  /   j  e-s.-^{tig  cosu-\-}i5musinv -{-1:  sinn  cosv)] 

00  sinududv 

ersetzt,  die  Reihenfolge  von  Integration  und  Summation  vertauscht 
und  die  dann  unter  dem  Integralzeichen  auftretende  Summe 

(i^^ß)  L  '2^p  '^p  '^^  +  ^'y  +  ^■^) 

als  Ausdruck  einer  willkürlichen  Funktion  fix,  y,  z)  ansieht.^***) 

Das  so  erhaltene  Resultat  nimmt  er  dann  auch  für  den  Fall  in 
Anspruch,  daß  die  [hier  auf  1  reduzierte]  Konstante  der  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit  imaginär  wird;    so   kommt   er   zur    Darstellung 


1859)  Bull,  philomat.  1819,  p.  113;  Paris  m^m.  3  (1818)[20],  p.  131. 

1860)  Paris  in(3m.  3,  p.  134. 

1861)  p.  142. 
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des  Integrals  der  Potentialgleichung    in    drei  Variabein  durch '*"'^): 

(1437)  u=  I  I  f{y  +  ä;i  sin«  siuv,  s;  -f-  ■'(-'«  sin?i  cos«)a;  sinududv 

0      0 

3»   » 

-|-  -^  I   f  F{y  -j-  X i  sin u  smv,  3  -\-  xi  sin  ii  cos  w)  x  sin  it  rftt  r/t; , 

0     0 

meint  aber  selbst,  daß  damit  nicht  viel  anzufangen  sei.  Wohl  aber 
erhält  er  auf  diesem  Wege  das  Integral  der  Wärmeleitungsgleichung 
zunächst  in  der  symbolischen  Form'*^^): 

(1438)  w  =  exp  { <  (|,  +  /p  +  ^^l)  j  fix, !,,  z) 


fif 


exp]-«2-/3^-^2-2«V<"/ 


dx 


-2ßyi-^-2yyt^}ax,y,,)dadßdy, 
die  sich  sogleich  in  (1423)  überführen  läßt;  und   das  der  Gleichung: 

(1439)  _  =  „+„, 

auf  die  er  die  allgemeine  [hyperbolische]  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  konstanten  Koeffizienten  zwischen  zwei  Veränderlichen 
reduziert,  nacheinander  in  den  Formen  ^*^*): 

(1440)  .  =^^,  (1  +  ^4.)7(.)  +  2(S^i  (1  +  aS)>(-) 

=  -f—^j   f  I  ~r\  ^^^ '*  ^^^  '^  4"  c^^ '' "5^  I  ^ -^ W  ®^^ "  ^" (?t'  +  •  ■ 

"=00     0 

2«    » 

=  —   /    /  e"'°"''"°i'''(a;  +  <  cosz«)  sin(t(i(tdi' -f- ••  • 

0     0 

Andere  derartige  Integrationen  gelingen,  indem  man  als  Anfangs- 
glied der  Entwicklung  das  Integral  einer  Gleichung  mit  einer  Varia- 


1862)  p.  144. 

1863)  p.  162.  Reproduziert  von  G.  Plana,  Torino  mem.  25  (1820),  p.  146. 
Auch  dieses  Resultat  verifiziert  Poisson  p.  166  durch  Differentiation  unter  dem 
Integralzeichen  und  partielle  Integration. 

1864)  p.  174. 
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blen  weniger  ansetzt.    So  integriert  M.  Ä.  ParsevaP^^^)  die  Gleichung 

durch  die  Reihe: 

(1442)  w=  / ,  — r — ;   a    /        — 5;;''^      > 

in  der 

(1443)  v  =  q>iy,x-}-  t^a)  +  ip{y,x-ty^) 
die  Lösung  von 

(1444)  -g-,  =  «  g~, 

ist;  entsprechend  führt  er  die  Lösung  der  entsprechenden  Gleichung 
mit  drei  Raumkoordinaten  auf  die  von  (1441)  zurück.  Dann  bemerkt 
er,  daß  die  Reihe  (1442)  aus  den  von  s  freien  Gliedern  derjenigen  Reihe 
besteht,  die  man  erhält,  wenn  man  in 

(1445)  T^^^a'-s"  '-^„df 

o  durch  a  -\-  a/s  ersetzt.  Die  Reihe  T  enthält  die  Glieder  gerader 
Ordnung  der  Reihe: 

(1446)  P  =  2^  V««"/'"'  W  ^^' 
deren  Summe  wieder  gleich 


(1447)  •  f%ät, 


ist  wenn  vor  der  Integration  nach  t  das  y  durch  ja  —  tyas  ersetzt  und 
nachher  wieder  y  eingeführt   wird.     Das    gesuchte  Absolutglied    von 

T  (a  -] j  läßt  sich  dann  schließlich  mit  Hilfe  seines  Satzes  (Nr.  23) 

durch  ein  bestimmtes  Integral  darstellen. 

A.  Cauchy'^^^^)  gelangt  für  die  Gleichung  der  Schallbewegung  mit 
nur  zwei  Raumkoordinaten  zu  einer  Poissons  Form  (1433)  entsprechen- 
den Form  der  Lösung,  indem  er  in  der  Form 

(1448)  g^-,-  fcositViiv)  sin  v  cos fi[(^-'')'+(y-ft'1  ^(„^  ^) ^^ ,jß  ^^  ^^ 

0 
die  Integration  nach  fi  und  v  zuerst  ausführt;  er  erhält  so  zunächst: 

(1449)  i-  rr    -      f(''^ß)d-dß 

1865)  Paris  mäm.  pres.  1  (1806),  p.  383  (von  1801). 

1866)  Paris  mäm.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  182. 
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wobei  die  Integration  über  alle  diejenigen  Werte  von  a,  ß  zu  erstrecken 
ist,  für  welcbe  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  nicht  negativ 
ist,  und  daraus  durch  Einführung  von  Polarkoordinaten  die  ge- 
wünschte Form. 

Ahnlich  wie  Parseval    integriert    /S.  D.  Poisson^^^'')   die  Difieren- 
tialgleichung  der  Schallbewegung 

(1450)  ^  =  ä^+Sy^  +  ä7^- 

durch  die  Summe  zweier  Reihen,  von  denen  die  eine  ist: 


(1451)  ,,=^r-«-iJ  "f„{^,^,cp)d 


£(") 


(1452)  2(«  +  l)/;,i  =  n{n+l)f„+l^{{l  -  f.^)  f^)  +  -^^_1 


dabei  bedeuten  r,  [i  =  cos  0,  q>  Polarkoordinaten,  |  ist  nach  der  Aus- 
führung sämtlicher  Integrationen  durch  r  —  t  zu.  ersetzen,  und  die 
Funktionen  f^  bestimmen  sich  auseinander  durch  die  Rekursionsformel: 

Indem  er  dann  die  wiederholten  Integrationen  auf  einfache  zurück- 
führt, kommt  er^^**)  zur  Darstellung  der  Lösving  durch  die  Summe 
zweier  Integrale,  deren  Integranden  Differentialgleichungen  mit  einer 
Variabein  weniger,  als  in  (1450)  vorkommen,  genügen. 

Später^*^*)  gibt  er  dann  die  Verallgemeinerung  des  Ansatzes  (1231) 
von  Lacroix:  ist 

(1453)  exp  {pt  -\-gx  +  ]iy  +  --), 

wo  p  mit  den  g,  h  durch  eine  aequatio  vicaria  zusammenhängt,  die 
Elementarlösuug,  so  ist  die  allgemeine: 

(1454)  fexpipt  +  gx  +  hy  +  -  ■)f{g,h,  ■  •) 

bzw.  eine  Summe  solcher  Integrale,  wenn  die  aequatio  vicaria  zu  ge- 
gebenen Werten  von  g,  h  mehr  als  eine  Wurzel  p  hat. 

Dem  entspricht  es,  wenn  Cauchy^^'"')  die  Potentialgleichung 

(1455)  p^  +  f'!+pt  =  0 
^          -  ox^    '    dy-     '    cz- 


1867)  J.  ec.  polyt.  cah.  14  (1808),  p.  338. 

1868)  p.  342. 

1869)  Paris  mem.  3  (181&[-20]),  p.  171;  Bull,  philomat.  1822,  p.  82.  Lacroix 
skizziert  diese  Verallgemeinerung  übrigens  auch  selbst,  traitö  des  diiferences  et 
des  aeries,  Paris  1800,  p.  529  (1819  weggelassen). 

1870)  Paris  mem.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  25  (von  1815).  Die 
Frage  nach  der  Allgemeinheit  dieser  Lösung  behandelt  er  p.  148  analog  wie 
im  Falle  von  zwei  unabhängigen  Variabein. 
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durch 

(1455a)      u  =^  1 1  e--V'"'"- +  ""-  cos  mx  cos  nyf{m,n)  dmdn, 

und  die  Wellengleichung 

(145b)  _  +  „  +  ^_  =  0 

durch'»") 

(1457)  j^  =;^^   M  giy^m^  +  n^  cosma;  cos  ny  f\m,n)  dm  dn 
integriert. 

S.  D.  Poisson^^''^)  erhält  die  Lösuug  der  Gleichung  der  Btationären 
Wärmeströmung  in  einer  Kugel,  unter  der  Oberflächeubedingung 

-^"-  +  Kw-/'(Ö,»A))  für  r  =  R, 

durch  Vertauschung  der  Reihenfolge  von  Summation  und  Integration 
in  der  Lösung  durch  eine  Reihe  nach  Kugelfunktionen,  in  der  Gestalt: 

1    i7t     7t 

(1458)  uir  6  i>) —  ^^'  f  f  fiR' -  c.h--)a'"'-^f{e,,^,)Bme,de,di,,da 

^  '       ^   ^     '      '  inJJJ  (R-  — 2rRcc  cos  y  +  r-u')"' 

0     0     0  /     1  / 

mit 

cos  y  =  cos  6  cos  öj  -)-  sin  6  sin  öj  cos  (ip  —  ip^) . 

Im  GrenzfaU  R  =  oo  führt  er  durch 

ß=l  —  ^-,     r  =  R  —  z,     RO  =  s,     i?jÖj  =  Sj,      scost^  =  a;, 

s  smil>  =  y,     «1  cos  i'^  =  ä'j  ,     Sj  sin  li'j  ==  y^ 
neue  Variable  ein;  das  gibt: 

(1459)      u  =  --#-  ^  fff     ^-"n-^'y^^^^^'^y^^^    , . 

Für  s  =  0,  d.  h.  wenn  der  Ursprung  des  Koordinatensystems  in  den 
betrachteten  Punkt  verlegt  wird,  läßt  sich  dieser  Ausdruck  durch  Ein- 
führung der  Mittelwerte 

2.-T 
0 

auf  das  Doppelintegral 

(1460)  ^_j^fY^-:(k  +  .)F(s,)s,ds,äh 


1871)  p.  65. 

1872)  J.  eo.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  328  (von  1821);  chaleur  p.  392. 
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lind  für  b  =  oo  schließlich  auf  das  einfache  Integral 


(1461)  u  =/- 


J^(äi)s,  ds^ 


reduzieren.'*'^) 

C.  J.  Hargreave  ''"*)    führt    die   Differentialgleichung    der    Kugel- 
funktioiien  durch  die  Substitution 


X 


)-^+iig; 


i  +  fi 


Y     \  2      *=  1  —  (4 

über  in 

(1462)  ,|?r+-'^-^-+^^- 


und  integriert  sie  nach  sukzessiven  Substitutionen  durch  ein  w-faches 
Integral.  Die  durch  Integration  neu  hinzutretenden  wiUkürlichen 
Funktionen  müssen  durch  Zurückgehen  auf  die  ursprüngliche  Glei- 
chung bestimmt  werden.  Er  kommt  nur  zur  Lösung  durch  eine  Ent- 
wicklung nach  Potenzen  von  fi,  frei  von  cp. 

Andererseits  gelangt  man  auch  zu  solchen  Darstellungen,  wenn 
es  gelingt,  die  Hauptlösung  durch  irgendwelche  andere  Überlegungen 
zu  finden.  So  schließt  Fourier^^''^) ,  daß  sich  die  Hauptlösung  der 
Wärmeleitungsgleichung  für  drei  Koordinaten  als  Produkt  von  drei 
Faktoren  darstellen  lasse,  deren  jeder  die  Hauptlösung  der  entsprechen- 
den Gleichung  mit  nur  einer  der  drei  Koordinaten  vorstellt,  und  kommt 
so  wieder  zu  der  Gleichung  (1424)  und  von  ihr  zu  (1423)  zurück. 

93.  Integration  durch,  mehrfache  Fouriersche  Integrale.  Von 
solchen  Integrationen  erscheinen  bei  A.  Cmichy^^''^)  die  der  Laplace- 
schen  Differentialgleichung  (1455)  durch: 

(1463)  u  =~  I  I  // e*''^'""^'''cos(|a-  — 1«)  C08(riy  —  riß)f(a,ß) 

und  die  der  Gleichung  der  Wasserwellen 

(1464)  ^  +  g  +  |ii_0 


1873)  p.  334.    Conu.  des  temps  (1827)  [24],  p.  309  bezieht  er  sich  auf  dieses 
Resultat. 

1874)  Lond.  trans.  1841,  p.  78. 

1875)  Theorie  de  la  chaleur  Nr.  376  =  Oeuvres  1,  p.  435. 

1876)  Paris    möm.    pr^e.   1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,   p.  6G,  155   (von  1815); 
ebenso  bei  Foitrier,  theorie  Nr.  410,  p.  486. 
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durch  1»"): 

00     00+00+00 

(1465)  M=-\  /  I   I   I  eos{tyW+^^)cos{i,x  —  W)cos{riy—rjß)fi(x,ß) 

"'/•/id^»  dadßdldri. 

Später'*'*)  gibt  er  die  durch  Benutzung  komplexer  Größen  ver- 
einfachte allgemeine  Formulierung:  einer  homogenen  linearen  Differen- 
tialgleichung mit  beliebig  vielen  Variablen  x,y, . . .,  t,  und  konstanten 
Koeffizienten  wird  durch  ein  Integral  der  Form  genügt: 

(1466)  ./^,„  r""exp { T<  +  i[U« - ^)  +  r;(/3- 2/) +  ..])A«, /?,••) 
^     'li  dudß..di.dr]..; 

dabei    ist   r  als  Funktion    von    a,  ß  .  .  .    durch    diejenige    algebraische 
Gleichung 

(1467)  F{l,-,^,...,x)  =  0 

bestimmt,  in  welche  die  gegebene  Differentialgleichung  übergeht,  wenn 
man  in  ihr  allgemein  den  Differentialquotienten 


dx"'dy'' ...dz' 

durch  {^i)™' {rji)"  . . .  z''  ersetzt.  Genügen  dieser  Gleichung  mehrere 
Werte  von  t,  so  erscheint  die  allgemeine  Lösung  der  Differential- 
gleichung als  eine  Summe  von  Integralen  der  Form  (1466),  in  deren 
jedem  eine  andere  Lösung  der  Hilfsgleichung  und  eine  andere  will- 
kürliche Funktion  benutzt  ist.'*'")  Sollen  diese  Funktionen  so  be- 
stimmt werden,  daß  die  gesuchte  Lösung  und  ihre  Ableitungen  nach 
t  für  i  =  0  gegebenen  Funktionen  der  übrigen  Variablen  gleich  wer- 
den, so  ist  dazu  noch  ein  System  linearer  Gleichungen  aufzulösen; 
diese  Auflösung  gestaltet  sich  einfach,  wenn  die  Gleichung  (1467)  in 
bezug  auf  r  eine  reine  Gleichung  ist.'**")  Dasselbe  Problem  behandelt 
er  in  seiner  Abhandlung  von  1822.'**') 


1877)  Oeuvres  (1)  1,  p.  67,  IGO.  Er  gewinnt  sie  aus  der  Lösung  durch  ein 
Doppelintegral  ebenso,  wie  die  Lösung  der  entsprechenden  Gleichung  mit  einer 
Variabein  weniger  durch  ein  Doppelintegral  aus  der  durch  ein  einfaches  Integral. 

1878)  Bull,  philomat.  1821,  p.  102. 

1879)  Unter  Umständen  ist  ein  Teil  dieser  Lösungen  durch  Nebenbedingun- 
gen ausgeschlossen;  vgl.  Note  1634. 

1880)  p.  107.  Speziell  erhält  er  so  wieder  die  verschiedenen  Formen  (1428), 
(1482)  für  die  Lösung  der  Gleichung  der  Plattenschwingungen  (p.  111,  145). 

1881)  J.  ec.  polyt.  cah.  l'J  (1823\  p.  544.  Man  vgl.  H.  Burkhardt,  Jahr.- 
Ber.  d.  Deutschen  Math.-Ver.  10  (1909),  1,  p.  674. 
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Z.  B.  integriert  er  die  Gleichung'**^) 

unter  den  Anfangsbedingungen 

(1469)  u  =  üj  (x,  y,z),       ä7  =  -^(■^?  y>  ^)  ^^ii'  t  =  0 
durch  das  sechsfache  Integral 

1      /"(*' 

(1470)  »=A/      exp{|/(.x--«)  +  7i/(7/-/3)  +  g((^-J')}C^'?«'^/5<^;^ 

dabei  ist 

(1471)  [7=  äT(«,  /?,  ^)  cos  et  +  n{a,  ß,  y)  '-^ 
und 

Hat  die  Differentialgleichung  speziell  die  Form: 

wo  die  l.  Potenz  links  symbolisch  zu  verstehen  ist,  d.  h.  nach  Auf- 
lösung der  Klammern  die  Potenzen  und  Produkte  der  Difi'erential- 
operatoren  durch  die  entsprechenden  höheren  Ableitungen  zu  ersetzen 
sind,  so  lassen  sich  die  Resultate  mit  Hilfe  der  Reduktionsformeln 
von  Nr.  66  vereinfachen.  Ist  die  Anzahl  der  Raumkoordinaten  eine 
ungerade  Zahl  2v -f-  1,  so  erhält  die  Hauptlösung  die  Form^^*^^): 

+  «  ,,,-1 

(1473)        P  =  -^J,    '^'    /cos  « 1/s  y  exp  (a^""'  kt)  da, 

-oc  ,<<  =  0 

wobei  s  =  X'  -\-  y'^  -{-  ■  •  •  ist  und  A^,  Aj,  .  .  .  die  verschiedenen  Werte 
von  ( —  ly  bedeuten;  ist  jene  Anzahl  eine  gerade  Zahl  2n,  so  hat  sie 
die  Form: 

^^^"^^^  ^  =  ?^^^i//2"^P  («^'""^.0  cos  i^-f-a'ß'  -  ;.) 
0    0     "  =  " 

•    ^"_^  dßdu. 


1882)  J.   e'c.  polyt.  cah.   20  (1831),    p.  297  =  Oeuvres   (2)   1,   p.  403.     Die 
scheinbar  allgemeinere  Differentialgleichung 

g  =  ^|!l*  +  B|!^^  +  c|^,  +  2Z)/-"   +^E/^  +  2Ffl 
dt^  dx^  '       dy^  dz-  '         oy  dz  dzdx  '         dxoy 

(mit  konstanten  Koeffizienten)  läßt  sich  durch  eine  lineare  homogene  Transfor- 
mation auf  die  im  Text  besprochene  reduzieren;  bei  Cauchy  ist  diese  Trans- 
formation mit  der  Integration  verquickt. 

1882*)  J.  öc.  poljt.  cah.  19  (1823),  p.  557. 
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für  n  ^  3,  l  ^  m=  l  (Wärmeleitung)  läßt  sicli  die  noch  übrige 
Integration  in  (1473)  mit  Hilfe  von  (947)  ausführen,  und  man  kommt 
dann  auf  (1424)  zurück;  für  n  =  2,  l  =  m  =  2  und  imaginäre  Kon- 
stanten der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  (schwingende  Platten)  erhält 
er  aus  (1473)  ein  divergentes  Integral,  das  er  (was  allerdings  so  nicht 
zulässig  ist)  als  Fouriersche  Integraldarstellung  der  Funktion  .sin  auf- 
faßt, so  daß  er  auf  (1430)  zurückkommt;  für  w  ^  3,  1=1,  w?  =  2 
(Schallwellen)  betrachtet  er  das  Integral 

(1475)  I  cos  (ta)  cos  (kYs)  da 

0 

als  Grenzwert  von 

(1476)  fe-'^"  cos  (ta)  cos  {cc]/'s)  da, 

dessen  Auswertung  zu  (974)  führt.  Der  Übergang  zu  (J  =  0  gibt 
dann  die  Poissonsche  Form  (1433). 

Bei  Fourier  findet  sich  noch   die  Integration   der  Gleichung  der 
Membranschwingungen 

durchlast). 

(1478)         "=^4^/     cos {tyi' -\- yf)cos(i,x  —  h,u)cos{rjy — i]ß)f{a,ß) 

dadßd^dri; 
die  der  Gleichung  der  Schallschwingungen 

^^*^^)  dt^  ~~  dx°-  ~r  gy^  -f-  g^ü 

durch  1«»*): 

(1480)    u  =  g^y^cos  {tyWTW+J")  cos i^x  —  ^a)  cos (ijy  —  rjß) 
cos(J;^  —  ??)/"(«,  ß,  y^dadßdyd^dijdt; 
der  Gleichung  der  Plattenschwingungen 

(1481)  *^  +  |i.  +  2j|^,  +  |;;;_o 


1883)  Theorie  de  la  chaleur  Nr.  409  =  Oeuvres  1,  p.  484.  Hier  wie  im  fol- 
genden schreibe  ich  von  den  beiden  Bestandteilen  des  Integrals  nur  denjenigen 
mit  dem  Cosinus  der  Zeit  und  den  Werten  der  Anfangsverrückungen  und  lasse 
den  andern  weg,  der  den  Sinus  der  Zeit  und  die  Werte  der  Anfangsgeschwin- 
digkeiten enthalten  würde. 

1884)  Ib.  p.  485. 
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durch  "***^): 

1  r<*' 

(1482)  »  =  l^J      (ios{^H  +  riH)cos{^x-U)(^os{riy—riß)f(a,ß) 

dttdßd^dri. 

Auch  Systeme  partieller  Differentialgleichungen  lassen  sich  in 
derselben  Weise  integrieren.  So  behandelt  S.  D.  Poissoti  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Elastizitätstheorie,  die  bei  ihm  in  der  Form 

dt-         Z  L   dz     '  J'  (jx    '    öy    ^    dz 

erscheinen,  folgendermaßen '**^) :  Er  definiert  zuerst  eine  Hilfsfunktion  q> 
durch 

(U84)  .  =  ^; 

diese  muß  dann  der  Differentialgleichung 

(1485)  |:;?  =  Af;?- 

genügen,  also  auch  einer  Gleichung  folgender  Form 
(i486)  g^  =  A9  +  P<  +  e, 

in  der  P,  Q  noch  zu  bestimmende  Funktionen  der  Koordinaten  sind. 
Werden  dann  weitere  Hilfsfunktionen  p,  <l,  (f>i,Ui,Vi,iVi  durch 

(1487)A2^  +  P  =  0,  Aq+Q  =  0,  cp  =  ip,-\-pt+q,  u  =  u, -{- ^-^, .  . 

definiert,   so   zeigt  sich,    daß  qpj ,  «^ ,  t;j ,  tf j  Gleichungen   der  Formen: 

(1488)  5^=^91, 

genügen  müssen;  diese  Funktionen  lassen  sich  also  durch  Integrale 
der  Form  (1433)  darstellen.  Werden  dann  die  Anfangswerte  von  v^,  Wy, 
cvjdt,  cWj/ct  als  Ableitungen  willkürlicher  Funktionen  nach  x  an- 
genommen, so  lassen  sich  durch  diese  letzteren  auch  die  Anfangs- 
werte von  Mj  ausdrücken,  bis  auf  eine  willkürlich  bleibende  Funktion 
von  y  und  z. 

Bald  darauf^***')  behandelt  Poisson    in  analoger  Weise    auch   die 


1885)  Ib^  Nr.  410,  p.  487. 

1886)  Paris  mem.  8  (1829),  p.  623. 

1887)  Ib.  10  (1831),  p.  554.    Eine  Darstellung  der  Untersuchungen  Poissons 
findet  sich  bei  TIi.  Dien  J.  de  math.  14  (1849),  p.  349  =  Paris  these.    p.  363  ein 

Encyklop.  d.  math.  Wissouaoh.     II  1.  82 
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Integration  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  einer  elastischen. 
Flüssigkeit.    Er  nimmt  sie  in  der  Form  an: 

(^I4yUj      g^  —  g^ ,     -ft  ~  dy '      öi  ~~  Tz '     Ji~fx'^  'd^'^  gi  • 

Die  Substitutionen 

(1491)     .=|f,     u^'Z+ü,     v^'£  +  r,      .-^If  +  Tl', 


dt'  dx    '     ^ '  dy    *       '  dz 

dU    .    _2Z  J_  ^^ 
dx     ''  dy     '     dz 


ergeben  dann 

(1492)  g:-  =Af  +  4'. 

Werden  Hilfsfunktionen  Vi ,  <Pi  durch 

definiert,  so  genügt  die  letztere  der  Gleichung  (1488) ,  läßt  sich  also 
durch  die  Summe  zweier  Integrale  der  Form  (1433)  ausdrücken.  Der 
Funktion  <p  kann  noch  die  Bedingung 

(1493)  (p  =  0  für  t  =  0 

auferlegt  werden;  von  den  beiden  Integralen,  durch  welche  sich  qPj 
ausdrückt,  ist  dann  in  demjenigen,  der  die  Anfangswerte  von  qPj  selbst 
enthält,  die  willkürliche  Funktion  77  durch  die  aus  der  Potential- 
theorie bekannte  Darstellung'*****): 

(1494)    nc.'j.^)'-^ f'^r-^lT l'l ,  -V 

zu  ersetzen.     Dann  ist  zunächst  das  Integral 


271    n 

(1495)  £=JT 


teind  dd  dw 


_    _    y{x-\-tcoB6  —  a)--\-{y-\-t  sind  sin (o  —  ^)--)-(ä-|-<  sinö  cosoj  —  y)- 

zu  reduzieren;  wird  die  Polarachse  der  Integrationsvariabein  in  die 
Richtung  nach  dem  Punkt  (a;  —  u,y  —  ß,  s  — -  y)  verlegt,  so  ergibt 
sich,  daß 

('"*fürr>< 
(1496)    t  =  \    '■  {r-={x  —  ar-+{y-ßr-+{z  —  yf) 

\  4:71   für  r  <^t 


etwas  einfacher  gewähltes  Koordinatensystem;  p.  :J66  Potentialbewegnng.  p.  367 
unten  bemerkt  er  selbst  eine  Unstimmigkeit  aus  seinen  Formeln;  p.  371  gibt  er 
an,  worin  sein  Verfahren  von  dem  von  Poisson  abweicht. 

1888)  Poisson  führt  diese  Form  nicht  direkt  ein,  sondern  stellt  11  erst  durch 
ein  Fouriersches  Integral  dar  und  transformiert  dieses  wie  beim  Übergang  von 
(1429)  zu  (1430). 
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ist.     Daraus  folgt: 


(1497) 


■  /   f  I  j  (x  -{-t  cos 6,  y  -\-t  einO  sina,  s  -\-t  smO cos a)  t  sin  0 dOdco 

0 

/  +00 

0  für  r  <  t 
=  —  I   f   I  ^{^  ~\~  *"  ^'^^  ^1.?  2/  4"  *"  ^^  ^1  ^'"1  ^ij  ^  ~\'  '^  sin  öj  cos  Oj)  r 

0     0     « 

sin  öj  rf/'j  (^Öj  fZwj . 
Poisson  zeigt  noch^**^),  wie  sich  die  so   gefundenen  Formeln  auf  die 
früher  für  wirbelfreie  Bewegungen  gefundenen  reduzieren,  wenn  U,  V,  W 
die  partiellen  Ableitungen  einer  Funktion  f  nach  den  Koordinaten  sind; 
es  wird  dann :  > 

(1498)  rp(x  +  rcose^,..)  =  Af\x  +  r  cos  6^, . .); 

und  wenn  in  dem  Differentialausdruck  A  Polarkoordinaten  eingeführt 
werden,  so  lassen  sich  die  Integrationen  nach  diesen  zum  Teil  aus- 
führen, und  man  erhält  für  <Pi^  <p  -{-  f  wieder  die  früheren  Formeln. 
Diese  Abhandlung  enthält  auch  noch  eine  neue  Darstellung  der 
aUgemeineu  Integration  der  Gleichungen  (1483).  Poisson  geht  jetzt **^*) 
von  der  Elementarlösung  aus: 

u  =  (A  cos  gXt  -\-  A^  — ^J  cos  qS , 

(1499)  «  =  (iJ  cos  p  2  <  +  ^1  Ä^^  ^^^  ^  ^  ^ 

w  =  (G  cos  pA<  +  Cj  — y— )  cos  QÖ; 

in  ihr  bedeuten  q,  a,  ß,  y  ganz  willkürliche  Konstante,  S  steht  zur 
Abkürzung  für 

l(x-a)  +  ri(y-ß)-\-i{z-y), 

i^ -{'  h" -\- 's^  kann  gleich  1  angenommen  werden,  indem  man,  wenn 
das  nicht  der  Fall  ist,  die  Bedeutung  von  q  und  X  geeignet  abändern 
kann;  und  die  übrigen  noch  vorkommenden  Größen  müssen  dann  den 
Bedingmigen 

^Ak'^A  +  2l{Al  +  Bri  +  Ct), 
(1500a)  ^Bl^=B-\-2ii{Al  +  Bri  +  Ci), 


p.  564. 
1890)  p.  580. 
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(1500b)  ZB,X-=  B,-\-'2ri{A,i,  +  B,,^  +  C,^), 

3c;  r=  c,  +  2e(^,^  +  i?,7;  +  c;  0 

genügen.    Das  ist  zunächst  auf  zweierlei  Art  möglich:  entweder  durch 

(1501)  A^  =  |,     A'i-\-Bn  +  Ct^A,l  +  B,n  +  C,i==i) 
oder  durch 

(1502)  X^=l,     A:B:C=A^:B^:C,=  l:rj:t; 

die  allgemeinste  Lösung  sui^erponiert  sich  aus  den  so  erhaltenen  par- 
tikulären, so  daß  in  ihr  noch  sechs  Konstante  willkürlich  bleiben. 
Wird  dann  aus  den  so  gefundenen  Elenientarlösungen  die  allgemeinste 
durch  Fouriersche  Integrale  zusammengesetzt,  so  treten  in  diesen  Be- 
standteile der  beiden  Formen  auf: 

(p(a,ß,  y)  cosQÖ  cos  [Qf)  t^ dadßdy  d^di]  d^, 

/      g)(a, ß,y)  COSQÖ  cos(Qt)-)]^dadßd}>  d^di]d^; 

um  sie  zu  reduzieren,  führt  er  an  Stelle  von  x  —  ci,  y  —  ß,  z  —  y 
Polarkoordinaten  mit  der  bisherigen  ^^-Achse  als  Polarachse  ein  und  dann 
an  Stelle  von  |,  ij,  t,  solche  mit  der  Richtung  nach  dem  Punkte  x  —  a, 
y  —  ß,  z  —  y,  als  Achse.     Das  gibt  dann  zunächst 


//« 


//« 


cos  {qq^  cos  ppi)|"röa^  ==  4n;  sin^Ö^  (^-^4'  —  ^^4) 

+  4^  cos^ö,(?^^^  +  ^^^?^'  -  ^4^), 

cos(p(>i  C09,QQ ^ri^dm^ 

.        •    <> />           „                 /sin  DO,     ,     3  cos  OD,          3  sin  oo,\ 
=  Are  sm^  6,  cos  6,  cos  cü,    — ^^  -4 .-—P- ^,— ,-  , 

ferner  nach  Einführung  eines  Konvei'genzfaktors : 

(1504)  /    I  (p(u,ß,y)  cos  Qt  cos  QQ^dQdQj^  =  —  (p(x  -\-  t  cosO^, 

0      0 

y  -\-  f  sin  öj  sin  ojj,  ^r  -[-  ^  sin  6^  cos  wj, 

(1505)  /    I  (p((i,  ß,y)  cos  Qt  sin  QQ^,  QQ^d^dQi 

0      0 

=  Y  -jT  [i<P  (x  +  ^  cos  öj ,  y  -)-  ^  sin  öj  sin  cj, ,  ^  -}~  ^  sin  Öj  cos  Oi)] 
und  endlich: 

J  J  f(a,  ß,  y)  cos  Q  t  "^-^J^  dQdQ^  =  iiij(p  (a,  ß,y)  -^  . 
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Damit  lassen  sich  die  sechsfachen  Integrale  (1503)  durch  Doppelinte- 
grale ersetzen,  so  daß  er  schließlich'*^')  das  Resultat  folgendermaßen 
aussprechen  kann:  Man  setze  für  n  =  \,  2,  3: 

ferner: 

(i  =  lt'i{x-\-  iQi  ■  ■)  +  nt'Aii  +  nQi  ■  •)  +  ih{^  +  i9i  ■  ■) 

Q  =  lF,{x  +  iQ,  ■  ■)  +  ,^F,{y  +  riQ,  ■  ■)  +  i;F,{z  +  Sp,  ••) 


(1506) 


endlich: 


dann  erhält  man: 

(1507)  u  =  P,  +  Mt)  -  i>,{^^  +/(^,(t)  -  i\{-0är 

J.  Liouville  bemerkt  dazu'*^^):  man  könne  die  Ableitung  dadurch 
vereinfachen,  daß  man  durch  Differentiation  aus  (1492)  ableite,  daß 
^  der  SchaUgleichung  genügen  muß.  Poisson  weist  dann'*^^)  darauf 
hin,  daß  man  nach  seinem  Verfahren  auch  den  Fall  behandeln  könne, 
daß  die  Funktion  t/>  auch  von  t  abhängt;  man  brauche  dazu  nur  diese 
Funktion  in  eine  Reihe  der  Form 

( 1508)  ij{x,  y,  z,  t)  =  ^ip„,{x,  y,  0)e"" 

zu  entwickeln.    Er  steUt   dann  noch   die   gesuchte  Lösung  durch   ein 
sechsfaches  i^ottn'e»"  sches  Integral 

(1509)  p^-^e""l      {Acosu  +  Bsmu)ip(u,ß,y)dadßdydUivdt 

dar,  wobei  M  zur  Abkürzung  für  ^(x  —  «)  -{-  i](j/  —  ß)  -{-  ti^  —  y)  steht 

1891)  p.  592.  Er  meint  Qj.  594),  diese  Formeln  seien  zwar  weniger  einfach 
als  die  der  früheren  Abhandlung  (1886),  hätten  aber  vor  jenen  den  Vorzug  der 
Symmetrie. 

1892)  J.  de  math.  3  (1838),  p.  435  =  Paris  C.  R.  7  (1838),  p.  248. 

1893)  J.  de  math.  3  (1838),  p.  Clö. 
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und  A,  B  zu  bestimmende  Funktionen  von  !,■>?,?  sind.  Einsetzen 
ergibt  dann  Gleichungen  zur  Bestimmung  dieser  Funktionen.  Er  führt 
die  Rechnung  für  den  Fall  der  Gleichung 

näher  aus;  das  dabei  auftretende  Integral 


(lölO)  g  ==    / 


cos  u  d^  dri  dS 


nt^  +  ^^  +  n'+S' 
hat  den  Wert 

^  exp  (—  \mr\),    r^  =  {x~  «f  +  (?/  —  ßf  +  (^  —  7?, 

womit  das  sechsfache  Integral  für  p  auf  ein  dreifaches,  also  das  acht- 
fache Integral  für  (p  auf  ein  fünffaches  reduziert  ist,  in  welchem 
X  -\-  at  cos  0,  .  .  .  an  Stelle  von  x,  y,  s  auftreten.  Werden  noch  a,  ß,  y 
durch  X  -\-  r  cos  6,  .  . .  ersetzt  und  an  Stelle  von  6  und  a  wieder  die 
Winkel  l  und  (i  eingeführt,  so  läßt  sich  die  Integration  nach  diesen 
vollziehen  und  gibt: 

(1511)      /    I  q{x -\- at  cos  9, ...,...)  sin  6  dd  da 

0       0 

=  i^  [exp  {-m\r~t\)  —  exp  (—  w  \r  +  <,)] 

Die  weiteren  Integrationen  nach  «,  ß,  y  lassen  sich  nicht  ausführen, 
solange  die  Funktion  i\)  nicht  spezialisiert  ist;  Liouvüle  bemerkt  dazu 
noch*®'^),  daß  man  auch  dieses  Problem  auf  die  Integration  der  SchaU- 
gleichung  zurückführen  könne,  indem  man 

als  neue  unbekannte  Funktionen  einführe.  Nachher  läßt  sich  auch  die 
Summation  vollziehen,  indem  z.  B. 

^ti^c'"^'"^''  =  Tp^t  —  r,  .r  +  ^'cos  ö, . . .) 

ist.  Auch  fügt  er  bei,  die  Anwendung  dieser  Methode  zur  Auffindung 
eines  partikulären  Integrals  einer  Gleichung  mit  zweitem  Glied  sei 
nicht  auf  Gleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten  beschränkt. 

Etwas  anders  verfährt  Ostrogradski}^^^)    Er  beginnt   gleich  mit 
der  Darstellung  der  unbekannten   Funktionen  durch  sechsfache  Fou- 


1894)  J.  de  math.  4  (1839),  p.  1. 

1895)  Petersb.  mäm.  (6)  1  (1831),  p.  455  (von  1829 
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riersche  Integrale  in  komplexer  Form: 

(1ö12)m  =  g-^^J      T^exp  {ii(x  —  a)  +  rii(j/  —  ß)  -{-  ti(ß  —  y)) dr^dt^- 

indem  er  diese  Darstellungen  in  die  partiellen  Differentialgleichungen 
einsetzt,  erhält  er  für  die  T  als  Funktionen  von  t  gewöhnliche  Dif- 
ferentialgleichungen; aus  diesen  bildet  er  Kombinationen,  deren  jede 
nur  eine  der  Verbindungen 

enthält  und  für  sie  einen  Ausdruck  durch  trigonometrische  Funk- 
tionen der  Zeit  liefert.  Die  dann  erhaltenen  sechsfachen  Integrale 
reduziert  er  auf  vierfache,  indem  er  sich  auch  seinerseits  der  Gleichung 

(1513)  (^  /  (p{a,ß,y)cosQtQ,o8\{x-a)l+{y—ß)y]-\r{2-y)i]dadßdydUridt, 

n    '2n 

^  --—  r-    I   I  q)  (x  -\-t  sinö  cosa,  •  •  •)/  sin  ö  rfö  da 

0      0 

bedient '*^^);  damit  erhält  er  für  die  von  den  Anfangselongationen 
abhängenden  Bestandteile  die  Ausdrücke  ^*'^'): 

2«      7t 

(1514)  4::tu  =  -^  I   j  f,(x  -\-  t  sin 6  cos  «a,  y  -\-  t  sin 6  s'mcj , 

0      0 

z  -\-tcos  6)  t  sin  6d6da  -{-^, 
wobei 

(1515)  (p  =  ^^^^^J  J  \^-^J  f\{a,ß,y)ex^(id)cosQrdr„dT^-\---jdrdr 

t     0 
und   entsprechende  Ausdrücke    für  die   von   den   Anfangsgeschwindig- 
keiten abhängenden. 

In  einer  folgenden  Abhandlung'*'*)  zeigt  er,  wie  diese  Ausdrücke 


1896)  Er  gibt  diese  Gleichung  hier  ohne  Beweis;  später  (ib.  2  (1833),  p.  348) 
beweist  er  sie,  indem  er  q~     sin  q  t  durch  das  Doppelintegral 


'rjß 


/     /  cos(|  sin0  cosoj -f- ^  sin9  sinco  4- Jcosö)  f  sin9rfödft> 

4r    ' 


0       0 

ersetzt,  nach  Vertauschung  der  Integrationsreihenfolge  den  Fourierschen  Integral- 
satz benutzt  und  dann  noch  nach  t  differentiiert. 

1897)  Diese  Resultate  auf  Grund  einer  Mitteilung  Ostrogradskis  ohne  Beweis 
auch  bei  Poisson,  Paris  möm.  10  (1831),  p.  594. 

1898)  Petersb.  möm.  (6)  2  (1833),  p.  352. 
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sich  in  die  von  Poisson  gegebenen  überführen  lassen.  Es  handelt 
sich  dabei  wesentlich  um  die  Reduktion  von  Integralen  der  allge- 
meinen Form 

(1516)  (^sj     (Ai'-\- ■■■ -]-Frit)Q-' cos  d  cos  Qrdr^dT^, 

in  der  A  ■  ■■  F  willkürliche  Funktionen  von  a,  ß,  y  bedeuten;  Ostro- 
gradski  führt  sowohl  für  |,  tj,  t,,  als  auch  für  x  —  cc,  y  —  ß,  s  —  y 
Polarkoordinaten  ein  und  entwickelt  cos  d  nach  Kugelfunktionen  von 
Ijijjg;  die  Integraltheoreme  der  Kugelfunktionen  (IIA  10,  Wangrrm^ 
Nr.  14,  p.  714)  erlauben  ihm  dann  die  Reduktion  des  sechsfachen  In- 
tegrals auf  ein  vierfaclies: 

(1517)  l^,p  {Y,n^  -  4  ^2  S  ^')  cos  p t  dQ  dr  (?«,_„, 
wobei 

Q.  2      9  T>  SJnl/'S' 

'  \/& 

Die  einzelnen  Bestandteile  dieses  Integrals  gehen  aus  Integralen  der 
Form 

(1518)  U=r^  LcosQt^^^;^dQdrdr,^_^ 

dadurch  hervor,  daß  mau  in  diesen,  sowie  in  ihren  ersten  imd  zweiten 
Ableitungen  nach  X  diese  Hilfsgröße  gleich  l  setzt:  L  ist  dabei  eine 
willkürliche  Funktion  von  x  —  a,  y  ■ —  ß,  z  —  y.  Die  Integration 
nach  Q  läßt  sich  ausführen,  und  die  Ableitungen  nach  k  lassen  sich 
durch  solche  nach  t  ersetzen;  so  erhält  auch  er  die  Gleichungen 
(1506,  1507). 

Andererseits  gibt  er  noch^*'^)  eine  Umformung  des  Ausdrucks  (1498); 
indem  er  die  Differentiationen  nach  x,  y,  z  durch  solche  nach  «,  ß,  y 
ersetzt  und  partiell  integriert  (bzw.  einen  Teil  des  Raumintegrals  in 
ein  Oberflächenintegral  umformt),  erhält  er  eine  Form,  in  der  unter 
dem  Integralzeichen  nur  mehr  die  willkürlich  gegebenen  Anfangswerte 
selbst,  nicht  mehr  ihre  Ableitungen  auftreten.  Er  zeigt  noch^'""'),  daß 
die  gefundenen  Ausdrücke  den  Differentialgleichungen  und  den  An- 
fangsbedingungen wirklich  genügen,  und''"')  daß  udx  -\-  v dy  -\-  w  dz 
ein  vollständiges  Differential  bleibt,  wenn  dieser  Ausdruck  und  seine  Ab- 
leitung nach  t  es  zur  Zeit  t  =  0  sind;  auch   gibt  er  die  Reduktionen 


1899)  p.  362. 

1900)  p.  367. 

1901)  p.  364. 
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an,   die  an   den   allgemeinen  Ausdrücken  eintreten,   wenn  von  diesen 
beiden  Bedingungen  nur  die  eine  oder  nur  die  andere  erfüllt  ist. 

Lai)ie  und    Clajjeyron^^"^)   integrieren   die   Diilerentialgleichungen 
des  elastischen  Gleichgewichts,  d.  h.  das  simultane  System: 
du  j^  dv  j^  dw 

(1519)  ,       ^  =  äJ+a^-f-T7' 

Am +  2^=0,     Af  +  2— =0,     A«.-  +  2  — =  0 
'       ex  '  cy  '  '        ez 

unter  den  Grenzbedingungen: 

^ro20)   a=^Fix,y),     -|ü  +  ^  =  0,      |l  +  |!^  =  0  für  .  =  0, 

H  =  V  ==  0  für  .j  ==  CO 
durch 


1  r*^ 


exp  (-  t^)  (i^.  -  H)  Fic<,  ß)  sin  {^x  -  |«) 

cos  (i-jy  —  J//Ü)  dadßdt,  ch] , 

+  00 

(1521)  V  =  ^J  '''  exp  (-  t^)  (^,  -  II)  F{a,  ß)  cos  ^x  -  |«) 

sin  (r/y  —  i]ß)  dudßd^  f??j , 

^0  =  i^^J       exp  (—  ?.^)  (^—  —  _  -j  I\cc,  ß)  sin  {^x  —  |«) 
+  ~ 

sin  (rjy  —  r]ß)  da  dß  d^  drj 
mit 

Aiich  geben  sie  entsprechende,  nur  kompliziertere  Formeln  für  den 
FaU,  daß  Grenzbedingungen  der  Art  wie  (1520)  für  zwei  verschiedene 
endliche  Werte  von  s  vorgeschrieben  sind.*'"'^) 

A.  Cauchy  hat  dann  gezeigt^""'),  wie  auch  die  Gleichungen  der 
Schwingungen  anisotroper  elastischer  Medien  durch  Fouriersehe  Inte- 
grale allgemein  integriert  werden  können.  Er  geht  dabei  aus  von 
dem  von  ihm  in  seiner  Wichtigkeit  auch  für  die  analytische  Behand- 

1902)  J.  f.  Math.   7  (1831),  p.  403. 

1903)  p.  406. 

1904)  Exerc.  de  math.  5  (1830)=  Oeuvres  (J)  9,  p.  391.  Cauchy  iat  mit 
Vorliebe  wiederholt  auf  diese  Ableitung  der  möglichen  ebenen  Wellen  zurückge- 
kommen; Tgl.  darüber  die  ausführlicheren  Angaben  Jahresber.  d.  D.  Math.-Ver.  10 
(1908),  §  63.  Namentlich  erscheint  in  einem  lith.  mem.  von  1836,  von  dem  eine 
deutsche  Bearbeitung  von  Fr.  X.  Moth,  Wien  1842,  erschienen  ist,  die  Ersetzung 
der  trigonometrischen  Funktionen  reellen  durch  Exponentialfunktionen  komplexen 
Arguments. 
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lung  der  optischen  Probleme  erkannten  Begriff  der  ebenen  Welle, 
d.  h.  einer  Lösung  des  Differentialgleichungssystems,  welche  die  Ko- 
ordinaten X,  y,  z  nur  in  der  einen  Verbindung 

(1522)  x  =  u^ny-^  iB 

enthält.    Führt  man  diese  ein,  so  nehmen  die  Gleichungen  die  Form  an: 

(1523)  |;|-  =  3tf^^  +  9Jf|7,+  5ßg, 

dt-  ex'    '      ^  2r'     '         cx^  ' 

dabei  bedeuten  S,  3K,  9f,  ^,  Q,  9i  quadratische  Funktionen  der  (zu 
den  SteUungskosinus  der  Wellenebene  proportionalen)  Größen  |,  ij,  g. 
Eine  lineare  Kombination 

;;  =  Au  +  Bv  +  Cic 

der  Verschiebungskomponenten  genügt  also  einer  Gleichung  der  ein- 
fachen Form 

wenn  ihre  Koeffizienten  den  Gleichungen 

(.2  —  S-)  .4  +  9iB  +  QC  =  0, 

(1524)  9?.4-f  (aJt  — s-)5+5ß(7  =  0, 
£i^  +  ^.B  +  (9J  —  s^)  C  =  0 

genügen.  Das  gibt  zu  gegebenen  Werten  von  |,  iq,  t,  drei  mögliche 
Werte  von  s^  und  zu  jedem  ein  Sy.stem  der  Verhältnisse  Ä  :  B :  C ; 
aus  den  so  erhaltenen  ebenen  Wellen  läßt  sich  dann  die  allgemeinste 
Lösung  in  der  Gestalt  i^owr/er scher  Integrale  zusammensetzen.  ^^''^) 

94.  Reduktion  mehrfacher  Fourierscher  Integrale.  Die  Lösung 
einer  partiellen  Differentialgleichung  durch  ein  Fouriersches  Lategral 
läßt  sich  auch  bei  mehreren  unabhängigen  Variablen  auf  eine  ge- 
ringere Anzahl  von  Integrationen  reduzieren,  wenn  die  zugehörige 
Hauptlösung  eine  derartige  Reduktion  zuläßt.  So  führt  Cauchy^^"^) 
das  Integral  (1463)  der  Potentialgleichuug  durch  Anwendung  der  Re- 


1905)  Paris  C.  R.  8  (1839),  p.  727  =  Oeuvres  (1)  4,  p.  291;  p.  309  Einfüiirang 
von  Polarkoordinaten  und  Reduktion  des  sechsfachen  Integrals  auf  ein  vierfaches. 

1906)  Paris  möm.  pres.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  2ü  (von  1815);  dazu 
die  Erläuterungen  p.  155.  Etwas  anders  Paris  C.  R.  16  (1843),  p.  584  =  ;i)  7, 
p.  321.     Auch  G.  G.  Stokes,  Cambr.  Trans.  8  (1843)  =  papers  1,  p.  44. 
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duktionsformel  (Nr.  66)  über  iu: 

/1595^  »  -  JL  r  rl r\<'<ß)d-di . 

(iO.Oj  »  -  2^  J  J  { 2,.  4.  (^  _  „).  +  (^  _  ^'. ,  V,  ' 

dann  auch  das  lutegi-al  der  Wärmeleitungsgleichung  in  (1424)  und 
(1423)""),  das  der  Plattenschwingungen  (1482)  in  (1430)  und  (1429).i'"'8) 
Ä.  Cauehy^^'^^)  gelangt  zur  Reduktion  des  sechsfachen  Integrals 
(1470),  indem  er  die  Hilfsformel  (Nr.  66)  auch  für  divergente  Inte- 
grale benutzt  und  demgemäß  dann  zunächst  das  dreifache  Integral 
+  00 

(1526)  f      cos(|x — 5«)  cos  (7^2/  —  'j/5)cos(g^  —  ty)cosdtd^dr]dt 

durch 

+00 

(1527) ^  1  cos  i,r  cos  ^(dh., 

das  sich  nach  Einführung  des  Konvergenzfaktors  exp  ( —  ^|l|)  ele- 
mentar auswerten  läßt,  ersetzt.  Werden  dann  für  x  —  a,  .  .  .  Polar- 
koordinaten eingeführt,  so  läßt  sich  auch  noch  die  Integration  nach  r 
für  den  Grenzfall  k  =  0  mit  Hilfe  der  Grenzformel  (974)  ausführen, 
und  es  bleibt: 

2n  n 

(1528)  u  =  —  I  I n(x -}-tcosp,y -{-tsmpcosq,z -\-tsm2]smq)ts'nip dpdq 

0  0 

-{-j—j}  f  li^{x-\-tcosp,y-{-tsm2JCosq,::-\-ts'mpaiaq)tsinpdpdq. 
0  0 

Ist  die  Anfaugsstörung  nur  auf  die  Umgebung  des  Nullpunktes  beschränkt, 
so  hat  u  zur  Zeit  t  nur  in  der  Nähe  der  Fläche  X'  -\-  y''  -{-  2^  =  t'  merk- 
liche Werte. 

Auch  die  bei  Foissons  Behandlung  der  Reflexion  und  Brechung 
auftretenden  Integrale  lassen  sich,  wenn  die  Anfangsstörung  nur  Funk- 
tion des  Radiusvektor  ist,  wie  er  selbst  zeigt  "^''),  in  dieser  Weise  re- 


1907)  Bull,  philomat.  1821,  p.  109;  vgl.  auch  j.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  517. 

1908)  p.  111.  Auch  bei  Fourier  (Theorie  Nr.  412,  p.  488)  später  bei  Ä.  Cour- 
not, Theorie  2,  p.  432. 

1909)  J.  eo.  polyt.  cah.  20  (1831),  p.  301  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  407.  Caucliy 
führt  die  ßechnung  für  eine  scheinbar  allgemeinere  Differentialgleichung. 

1910)  Paris  mem.  10  (1831),  p.  349  (von  1823).  Poisson  hat  das  Problem 
der  Reduktion  der  sechsfachen  Fourierscheu  Integrale  allgemein  wie  Cauchy  in 
Angriff  genommen,  aber  nicht  mehr  ausführen  können.  Paris  mem.  18  (1842), 
p.  151.  —  Die  Voranzeige  Paris  C.  R.  9  (1839),  p.  517,  enthält  noch  nichts. 
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duzieren.    Z.  B.  das  Integral: 

{lb29)^l,JJ^''f(Q)cosUcos[i(cc+x-2h)  +  r](ß~y) 

U         -00 

geht  durch   Einführung  von   Polarkoordinaten  für  beide  Reihen   von 

Veränderlichen: 

a  ^  Q  cos  6,     ß  =  Q  sin  6  cos  qp,     J'  =  (>  sin  6  sin  (p, 
I  =  V  cos  9-,     t;  =  r  sm  {)■  cos  f,       £  =  V  sm  O-  sm  / 

und  durch  Anwendung  des  Hilfssatzes  der  Nr.  65  auf  die  auf  0  und 

i/)  sich  beziehenden  Integrationen  über  in: 

2  TT    «/2  00       00  

l^~^^C\\        ^      r  1    r  r(a' COS-&  —  o,  |/a* — a,- sin- O')  sin  •9' 
^  ^^'JJJJ         a'  cos^  »  +  a,  i/o'  —  o,  *  ein«  * 

•  pr  sin  pr  cos  rjj/'(p)  (?p  (Zr  dd'  df, 
wobei 

j3  =  (2h  —  x)  cos  ■9'  +  y  sin  -9-  cos  f  -\-  s  sm  &  sin  f  +  at, 

in  dem  letzteren  Ausdruck  sind  die  beiden  Vorzeichen  und  die  Summe 
der  so  entstehenden  Integrale  zu  nehmen. 

WiU  man  hier  die  Integrationen  nach  q  und  x  zuerst  ausführen,  so 
hat  man  allerdings  ein  divergentes  Integral;  Poisson  führt  daher  einen 
Konvergenzfaktor  ein  und  erhält  so: 

2ä  n 

(IboV)      ^      ff— cos''9'  —  Ol  l/<t'  —  «1-  sin-  &)  sin  9  d{pf(p))  ^j^.  g^ 

^^tJ  t)  a-  cos'  fl-  +  0,  Va'  —  «i '  sin'  %■  dp 

0     0  I      1  r  i  X- 

W.  Tliomson'^^^^)  behandelt  die  Integrale: 


('1532') 


■J 


'cos  xi,  cosyrj . .  .d^dr) . 


(s  bedeutet  die  Anzahl  der  Variabein).    Er  führt  sie  durch  eine  lineare 
Transformation  über  in 

+  00 

(,1533)  F=    /cos  fi7;  •  / '^^^--^zr^  dv, 

das  s —  1 -fache  Integral  läßt  sich  auf  ein  einfaches  zurückführen. 

Nach   Differentiation    nach    dem    Parameter    u    kann    man    zuerst 
dieses  und  dann  auch  das  Integral  in  bezug  auf  i]  ausführen  und  er- 

1911)  Cambr.  Dubl.  J.  2  (1847),  p.  117. 
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hält  scliließlich : 

■1  +  1 

-  exp  (—  u  ]/ä^+  y'-\ ) 


Vx'  +  y'  +  ' 


(1534)  v^'f-^ 

95.  Darstellung  der  Integrale  durch  die  Formeln  der  Residuen- 
theorie. Die  Darstellung  der  Integi-ale  partieller  DifFereutialgleichun- 
gen  durch  Residueuformehi  hat  Cauchy,  wie  bereits  in  Nr.  83,  p.  1230 
erwähnt,  sogleich  für  Gleichungen  mit  beliebig  vielen  Variablen  ge- 
gegeben. 

Eine  sich  anschließende,  aber  erst  später  vollständig  veröffent- 
lichte Abhandlung'''^)  enthält  die  Anwendung  dieses  Verfahrens  auf 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  variablen  Koeffizienten. 
Wird  in  die  Gleichung 

(1535)  K^  +  X^+Y^  +  ..  +  T^ 

für  cp  als  Funktion  von  x,  y,  ■■■  (nicht  von  t)  sein  Ausdruck  durch 
das  verallgemeinerte  Fouriersche  Integral  (1115)  eingesetzt,  so  ergibt 
sich:  gehen  K,  X,  Y,..,  T  in  S,  U,V,...  W  über,  wenn  x,  y,-.. 
durch  die  Integrationsvariablen  u,  v  . . .  ersetzt  werden,  so  müssen 
diese  Variablen  den  Differentialgleichungen 

U—  W^J"  =  0,         F—  wij  =  0, . . . 

et  Ol 

(1536)  SU       dV  \  ?>■. 

und  den  Anfangsbedingungen 

u  =  «,  V  =  ß,  . . .  j/j  =  /"()(«,  ß,  .  ■  ■)  für  ^  =  0 
genügen. 

Auch  die  Re.sultate  der  späteren  Abhandlung  überträgt  er  wenig- 
stens formal  auf  Gleichungen  mit  beliebig  vielen  Variablen,  wenn 
auch  nur  auf  pai-aUelepipedisch  begrenzte  Bereiche '^'^)  und  unter  Fest- 
haltvmg  der  Voraussetzung,  daß  keine  gemischten  Ableitungen  vor- 
kommen. 

In  einer  folgenden  Note'^'^)  führt  Cauchy  durch  die  Gleichungen 

(1537)  2(=  cos^,     ü  =  sinj?  cos{^,     ff  ^  sin^  sing, 

st  st       .  st       .  . 

}.  =  X  ~\ ,  cos  ö,  u  =  y  -\ — '   ,  sin  6  cosii',  v  =  z  -^   -- .  sin ö  sin  li', 

'     cosd  '  '         -^    '    cost)  '  '    cosd  ' 


1912)  Mem.  von  1827  (1778),  p.  48.  Von  speziellen  Fallen  bespricht  er  hier 
Wlli-meleitung  und  Schallbewegung  in  einem  Parallelepiped. 

1013)  Paris  mtm.  9  (1830)  =  Oeuvrea  (1)  2,  p.  66  (von  1823);  Auszug  bull. 
Ferussac  i  (1825),  p.  71. 

1911)  Bull.  Ferussac  13  (1S30),  p.  273. 
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wobei: 

cos  d  =  cos  ^)  cos  6  -f-  siQ  2>  sin  6  cos  [q  —  ^t') 

Polarkoordinaten  ein  und  transformiert  damit  die  Lösung  der  Glei- 
chung in  vier  Variabein  F{D^,  D  ,  D„  Dt)<p  ^  ü  in  die  Gestalt: 

U       0       0       0  '  1  \    1  r-/      /         (      y      \\  I      ^       J       i/ 

<*  sin  0  dd  dt\3  sin  p  dp  <^2 
fcosTp 

in  der  nach  Ausführung  der  Division  die  Exponenten  von  f  durch 
Indizes  zu  ersetzen  und  dann  für  die  f  die  gegebenen  Anfangswerte 
der  dfcp/dP'  zu  substituieren  sind  (ju.  =  0,  1, . ..  n  —  1 ).  Für  die  Glei- 
chung der  Schallschwingungen  komme  man  so  auf  die  von  Poisson 
(1433)  angegebene  Form  des  Integrals.  Hat  die  Gleichung  die  Form 
c^(p/bf  =  einer  linearen  Funktion  der  zweiten  Ableitungen  nach  den 
Koordinaten,  mit  konstanten  Koeffizienten,  so  lassen  sich  die  Inte- 
grationen nach  Ej   und  x  ausführen. 

96.  Reduktion  der  Integration  eines  Systems  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen auf  die  einer  resultierenden  Gleichung.  A.  Cauchy 
hat  zunächst  für  die  Differentialgleichungen  der  Elastizitätstheorie  bzw. 
der  Optik  gezeigt,  daß  man  die  Integration  eines  Systems  partieller 
Differentialgleichungen  auf  die  einer  einzigen  solchen  Gleichung  zu- 
rückführen kann. 

Eine  spätere  Abhandlung^**'^)  führt  die  Integration  eines  Systems 
partieller  Differentialgleichungen  auf  die  Bestimmung  einer  „Haupt- 
funktion" zurück.  Werden  die  Variablen  u,  v,  .  . .  aus  den  Differen- 
tialgleichungen eliminiert,  indem  dabei  die  Differentialsymbole  wie 
algebraische  Größen  behandelt  werden,  so  bleibt  zwischen  diesen  eine 
Gleichung 
(15o9)  V(i)„D^,...,A)  =  0 

zurück;    es  wird  zunächst  angenommen,   diese  könne  so  geschrieben 
werden,    daß   der   Koeffizient   der  höchsten   (n""')  Potenz  von  D,  die 
Einheit  ist.    Es  ist  dann  die  Gleichung 
(1540)  Vw=0 

unter  den  Anfangsbedingungen 


1915)  Paris  C.  R.  8  (1839),  p.  900  ==  Oeuvres  (1)  4,  p.  410  =  exerc.  d'analyse 
1  (1840),  p.  87.  Angekündigt  Paris  C.  R.  2  (1836),  p.  85  =  Oeuvres  (1)  4,  p.  5.  — 
Die  Reduktion  der  Zahl  der  erforderlichen  Integrationen  erscheint  im  Ergiin-r 
Zungsartikel. 
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(1541)    ?7  =  0,    |5  =  o,  ...,    ^  =  0,    ^^=^m{x,v,z) 

für  i  =  0 
zu  integrieren,  wo  öS{x,y,z)  eine  willkürlich  gegebene  Funktion  be- 
zeichnet; und  wenn  diese  Funktion  durch  irgendeine  andere  ersetzt 
wird,  so  bezeichnet  Cauchy  auch  die  zugehörige  Lösung  von  (1539), 
eine  „Hauptfunktion",  mit  demselben  Buchstaben.  Die  Lösung  des  ge- 
gebenen Gleichungssystems,  die  zu  den  Anfangsbedingungen 

(lo42)  a  =  <j>,     j^  =  (p,    ■■■,    v  =  x>     sJ  =  X>    ■■■ 

gehört,  wird  dann  dadurch  erhalten,  daß  man  in  ihm  die  Ableitungen 
I),u,  B'u,  .  .  .  durch 

(1543)  D,ii  —  Vgj,  D,"u  —  V(9i  +  D^cp)  .  .  . 

ersetzt  und  nun  so  auflöst,  wie  wenn  die  Differentialsymbole  algebra- 
ische Größen  wären. 

Ist  aber  in  (1539)  die  höchste  Potenz  von  D,  noch  mit  einer 
Funktion  K  der  übrigen  Diiferentialsymbole  multipliziert,  so  ist  die 
letzte  Bedingung  (1541)  durch 

(1Ö44)  Ä-|-^_°  =  Er(x,2/,^) 

zu  ersetzen,  und  man  erhält  nicht  für  üj  selbst,  sondern  nur  für  K^ 
eine  Darstellung  durch  das  Residuum  eines  Fourierschen  Integrals. 
Sollen  z.  B.  die  Gleichungen  i^") 

?'m      .dv  j-,         d-v  du ^ 

dxci~^dy~~     '     dy  dt        dx 

integriert  werden,  so  kann  als  Hauptfunktiou  irgendeine  Lösung  der 
Gleichung  g,^  .  ,       , 

o    ^     =  sin  taix.y) 
genommen  werden. 

Läßt  sich  die  Funktion  V  in  zwei  Faktoren  Vj  vom  hj'^",  Vj  vom 
j)'"''  Grade  zerlegen,  so  läßt  sich  die  Integration  von  V^O  in  zwei 
Schritten  ausführen,  indem  man  erst  Vj/7  =  0  unter  den  Bedingungen: 


(1545) 

77  = 

0, 

dn 

'dt 

=  0, 

d'"- 

-n 

=  0, 

gm- 

'n_ 

=  "^  («>«/; 

^) 

•••'    cf 

-2 

dt" 

-1 

für  t  -- 

=  0, 

dann  V 

,w  = 

n  unter 

den  Bedingungen: 

(1546) 

5J  = 

0, 

is  C 

R.  8  (1839), 

d"- 

"ffi 

0, 

es  (1 

d"-' 

a 

--  0     für  i 
=  exerc.  d 

ana 

0 

"'  dt" 

p.  905  = 

-2 

Oeuvr 

df- 

1 
41G 

1916)  Par 

lyse 
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integriert.'^'')  Das  wird  besonders  einfach,  wenn  eine  Identität  der 
Form 

bestellt,  in  der  G,  H  rationale  ganze  Funktionen  der  übrigen  Diffe- 
rentialsymbole D^,  Dy,  .  .  .,  g,  li  Konstante  bezeichnen;  dann  kann 
man  auch  die  Gleichungen 

(1548)  (D,^— <?)ö7,  =  0,     (Z);  — if)S,  =  0 
unabhängig  voneinander  integrieren  und  hat  darauf  nur  noch  Quadra- 
turen vermöge  einer  Formel 

(1549)  ST  =  B;-"{ga^  +  /«oj.) 

auszuführen.  Für  die  Differentialgleichungen  der  Elastizitätstheorie  im 
isotropen  Mittel  ohue  Dispersion  sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  in- 
dem dort 

(1550)  V  =  V,V., 

^  (D/ -  .(Z)/  +  D/  +  B^)) ^Dr -  t(l  +  /■))(!)/  +  D/  +  D.'), 
also 
ri55n  nr_l-{-fl   _±± 

ist. '^"*)  Für  f=2  erhalte  man  so  Formeln,  die  von  denjenigen  von 
Ostrogradsky  nur  scheinbar  verschieden  seien;  für  die  Optik  glaubt 
Cauchy  f=  —  1  setzen  zu  müssen.  Später'^**)  gibt  Cauchy  hierüber 
noch  weitere  Ausführungen,  namentlich  Formeln  zur  Ableitung  der 
Verschiebungskomponenten  aus  dem  Ausdruck  der  Dilatation,  die,  wie 
er  selbst  sagt,  von  den  von  Ostrogradsky  gegebenen  nicht  wesentlich 
verschieden  sind.  Überdies  bemerkt  er'^'^),  daß  auch  die  Wirbel- 
komponenten U,  V,  W  der  Schallgleichung  genügen,  und  daß  man, 
wenn  diese  und  die  Dilatation  gefunden  sind,  die  Verschiebungs- 
komponenten  aus: 

(1552)  ^  =  ^'^  +  .|E_|^,  ... 

^  ^  dt-        ex    '     dy         de' 

entnehmen  kann. 

97.  Ableitung  des  Endverlaufs  aus  der  Integraldarstellung.  Die 
Diskussion   des  Endverlaufs  der  Ausbreitung   von  WasserweUen   nach 


1917)  Paris  C.  R.  9  (1839),  p.  641  =  Oeuvres  (1)  5,  p.  9;  etwas  ausführlichere 
und  anders  angeordnete  Darstellung  exerc.  d'anal.  1  (1840),  p.  189.  Ankündigung 
Paris  C.  R.  9  (1839),  p.  288  =  Oeuvres  (1)  4,  p.  497. 

1917»)  Paris  C.  R.  9  (1S39),  p.  G46  =  Oeuvres  (1)  5,  p.  17;  exerc.  d'aual.  1 
(1840),  p.  208. 

1918)  Paris  C.  R.  14  (1842),  p.  402  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  415. 

1919)  Paris  C.  R.  14  (1842),  p.  406  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  419. 
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allen  Seiten  ist  von  A.  Catichy^^^'')  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung 
wenigstens  insoweit  angedeutet,  als  die  allgemeine  Lösung  durch 
die  Hauptlösung  und  diese  durch  ihre  ans  (1054)  und  (955)  sich  er- 
gebenden asymptotischen  Werte  ersetzt  ist.  Eine  genauere  Unter- 
suchung gibt  S.  I).  Poisson.  Er  benutzt  zunächst'^"')  ebenfalls  die 
Entwicklung  der  Hauptlösung  nach  steigenden  Potenzen  von  k/t^,  wo 
k  ^  2  -j-  ig  cos  03,  q^=  {x  —  «)*  +  («/  —  ßY,  tg  cj  =  rj/^,  ersetzt  aber 
darin  nicht  einfach  p^  durch  x^  -\-  y",  sondern  behält  von  den  Glie- 
dern mit  den  Integrationsvariabein  «,  ß  noch  diejenigen  bei,  die  auf 
das  Integral 

(1553)  jJV(« ,  ß)  («'  +  ß'')  dadß 

führen;  die  Glieder  mit  j  afdudß  und  f  ßfdadß  denkt  er  sich  durch 
geeignete  Wahl  des  Koordinatenanfangspunktes  beseitigt.  Nachher ^^*^) 
stellt  er  für  große  Werte  von  x/u,y/ß  und  mäßige  Werte  von  fi'r 
die  allgemeine  Lösung  analog  wie  Cauchy  durch  das  Produkt  aus  der 

Hauptlösung  in  f  f{a,  ß)dccdß  dar  und  benutzt  die  asymptotische 
Entwicklung  der  Hauptlösuug.  Endlich  behandelt  er  noch'^^^)  den 
Fall,  daß  auch  t-ir  groß  ist,  unter  der  speziellen  Annahme,  daß  die 
Anfangsfunktion  durch 

(1554)  /•^«,^)  =  l-^:-J^ 

gegeben  sei,  solange  diese  Funktion  positiv  ist,  außerhalb  des  damit 
definierten  Bereichs  durch  /"(«,  ß)  =  0.  Indem  er  hier  durch  die 
Gleichungen 

(1555)  K  =  Zs  cos  i^',       ß  =  l^S8mil) 

eine  Art  von  Polarkoordinaten  *■,  i^  einführt  und  für  die  Hauptlösung 
den  unter  den  getroffenen  Voraussetzungen  geltenden  asymptotischen 
Ausdruck  benutzt,  erhält  er  zunächst: 

(1556)  ^■^^,  ffTUo. -'■'*'- +  sm-^^]^'^^^dsdtdco. 

^  V^n      '^^    J  J  J     '  iQCOSlO      '  4eC0B(Bi  (pc08<B)'^ 

0      0     0 

Hieraus  gewinnt  er  durch  wiederholte  partielle  Integration  nach  co 
eine    asymptotische  Entwicklung   nach    fallenden  Potenzen   von  t'  q, 

1920)  Paris  mein,  pre's.  1  (1827)  =  Oeuvres  (1)  1,  p.  109  (von  1815). 

1921)  Paris  me'm.  1  (1816[18]i,  p.  149. 

1922)  p.  153.    Poisson  führt  schon  hier  die  Voraussetzung  (1554)  ein,  doch 
tut  sie  hier  noch  nichts  zur  Sache.     Vgl.  Note  1804. 

1923)  p.  156. 
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dessen  erstes  Glied  zu  (1556)  den  folgenden  Beitrag  liefert: 

0     0 

und  indem  er  hier  noch  1/q  außerlialb  des  Zeichens  cos  durch  seine 
nuUte,  unter  diesem  Zeichen  durch  seine  erste  Annäherung  in  bezug 
auf  «,  ß  ersetzt,  ei-hält  er  schließlich'^-*)  ein  Produkt  aus 

(1558)  ^°%-,74=^ 

in  eine  Funktion  K,  die  hauptsächlich '''*^)  von  der  einen  Größe: 


(1559)  ^=T,.yi'x'+W 

abhängt  und  bei  der  Annahme  (1554) 

1 

(1560)  K  =  -- l^'i-'^  fn  —  a^)''^  cos  ka  da 

0 

ist.  Es  ergeben  sich  also  kreisförmig  begrenzte  „Wellen",  die  sich 
mit  gleichmäßiger  Beschleunigung  ausbreiten,  überlagert  von  „Zähn- 
chen", die  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  fortschreiten  und  von 
algebraischen  Kurven  sechster  Ordnung  begrenzt  sind.  Poisson  bespricht 
dann  auch  noch'^-*)  kurz  die  Konsequenzen  der  (analog  wie  (1554)  zu 
verstehenden)  Annahme: 

(1561)  /■(«,  ß)  =  (1  —  s')  (1  +  ms') . 

Die  Fortpflanzung  der  Wellenbewegung  in  die  Tiefe  unterhalb  des 
Störungszentrums  behandelt  er'^-')  nur  für  denjenigen  Zeitraum,  wäh- 
rend dessen  man  die  allgemeine  Lösung  durch  die  Hauptlösung  er- 
setzen kann. 

A.  Cauchy^^-^)  gelangt  durch  Benutzung  des  asymptotischen  Aus- 
drucks (1054)  der  Hauptlösung  bei  beliebiger  Gestalt  der  Anfangs- 
störung zu: 

_        +    00     +00 

(1562)  u=-^^;,-JJf{a,  ß)(cos'^^;+Bin^l^dadß, 


1924)  p.  163. 

1925)  Poissons  Angabe,  sie  hänge  nur  von  dieeer  Größe  ab,   ist  eine  Un- 
genauigkeit. 

1926)  p.  175. 

1927)  p.  179. 

1928)  Paris  mem.  pr^s.  1  (1827)  =  Oeuvres  ^l)  1,  p.  242. 
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WO  r  die  Entlernimg  der  beiden  Punkte  [x,  y)  und  («,  ß)  bedeutet. 
Hier  kann  in  erster  Annäherung  r  durch  Vf^,  den  Abstand  des  Punktes 
{x,  y)  vom  Anfangspunkt,  ersetzt  werden;  in  zweiter  ist 

(1563)  4~-f  +  ""^/^ 

zu  setzen.  ^'•'^'')    Werden  dann  durch 

X  ^  r^costfi,     y  =  r^svcKp-^     a  =  QCosil',     ß  ^  q  siml; 

Polarkoordinaten  eingeführt,   so   kommt   man  für   den  Fall,   daß   die 
Funktion  /'  nur  von  q  nicht  von  i^  abhängt  und  nur   für  p  <  1  von 
Null  verschieden  ist,  zu  einem  Integral  der  Form  "^'') 
Vi- 


(1564)  /   I  f{yii^ -\- V-)  cos  ovd^idv, 


Ist  /'  eine  ganze  Funktion  von  q,  so  läßt  sich  die  Integration  nach  (i 
elementar  ausführen,  die  nach  v  dann  durch  Entwicklung  nach  Po- 
tenzen dieser  Größe.     Die  Annahme 

(1565)  /-(p)  =  -  (1  -  e") 

gibt  Resultate,  die  mit  denjenigen  von  Poisson  übereinstimmen;  an- 
dere Annahmen,  wie  im  Falle,  daß  nur  eine  Raumkoordinate  berück- 
sichtigt zu  werden  braucht  (Nr.  86),  beträchtlich  davon  abweichende. 
Läßt  sich  f  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  p  entwickeln,  so  erhält 
man  durch  gliedweise  Integration  eine  Entwicklung  nach  fallenden 
Potenzen  von  v.^^^^)  In  speziellen  FäUen,  z.  B.  für  /"(p)  =  — ")/l  —  p-, 
bricht  diese  Entwicklung  ab. 

Von  Fällen,  in  welchen  /'  nicht  nur  von  p  abhängt,  behandelt 
Cauchy  nur  den  einen  ^'''^): 

( 1  für    ß  j  <  a  und  j  /3 1  <  i, 

(1566)  /■(«'/^)  =  iOfür  i«|>«oder|^|>6; 

die  Integrationen  lassen  sich  hier  elementar  ausführen: 

Daß  man  die  allgemeiue  Lösung  der  Wärmeleitungsgleichung  in 
drei  Dimensionen  in  hinlänglicher  Entfernung  vom  Störungszentrum 
und  für  hinlänglich   große  Werte  von         durch   die  Hauptlösung  er- 


1929)  p.  247.  Von  der  dritten  Annäherung  sagt  er  nur,  daß  es  sich  bei  ihr 
hier  ebenso  verhalte  wie  bei  dem  Problem  mit  nur  einer  Raumkoordinate 
(Nr.  86). 

1930)  p.  255. 

1931)  p.  265. 

1932)  p.  284. 

83* 


1286     II  -Ä- 12.    H.  Burkhardt.     Trigonometriache  Reihen  und  Integrale. 

setzen  kann,  geben  bereits  Poisson^^^^)  und  Fourier^^^)  an.  Weniger 
einfach  ist  der  Fall  des  Halbraums  mit  der  Greuzbedingung  m  =  0 
für  X  =  0]  die  Hauptlösung  für  den  Pol  («,  0,  0)  ist  hier: 

wird  also  für  «  =  0  identisch  Null.  Poisson^^^'^)  behält  daher  in  diesem 
Fall  auch  die  Glieder  1.  Ordnung  in  der  Entwicklung  nach  Potenzen 
von  a  bei,  so  daß  er  als  asymptotischen  Ausdruck  erhält: 

(1568)  u  =  ^^-^  exp  (^)J'" «/■(«,  ß,  Y)dadßdy . 

Er  macht  darauf  aufmerksam,  daß  sonach  hier  der  asymptotische  Wert 
nicht  nur  von  der  gesamten  zu  Anfang  vorhandenen  Wärmemenge 
(dem  Integral  der  Funktion  f  selbst),  sondern  auch  von  ihrer  Ver- 
teilung abhängt. 

Was  die  Frage  nach  dem  Endverlauf  der  durch  eine  lokalisierte 
Anfangsstöruug  in  einem  elastischen  Medium  erzeugten  Bewegung 
betriflFt,  so  hat  zunächst  S.  D.  Poisson^'^^^)  für  die  Poteutialbewegungen 
einer  Flüssigkeit  gezeigt:  Wird  die  Gleichung  (1468)  auf  räumliche 
Polarkoordinateu  transformiert  und  werden  dann  ihre  beiden  Seiten, 
nach  Multiplikation  mit  dem  Oberflächenelemeut  einer  um  den  Koor- 
dinatenanfangspunkt beschriebenen  Einheitskugel,  über  diese  Kugel 
integriert,  so  ergibt  sich,  daß  der  Mittelwert 

(1569)  ^'^  r«  /  /"  ^^"  6ded(p 

0    0 

der  einfacheren  Gleichung 

(1570)  ^^rp^oHrU) 
^  '  dt-  er- 
genügt, und  daraus,  daß  dieser  Mittelwert  zur  Zeit  t  nur  zwischen 
r  ^  t  —  £  und  r  =  f  -{-  E  von  NuU  verschieden  ist,  wenn  er  zur  Zeit 
f  ==  0  nur  für  r  <  £  von  NuU  verschieden  war.  Später  leitet  er  ein 
entsprechendes  Resultat  für  die  Bewegungen  selbst,  nicht  nur  für 
ihre  Mittelwerte,  aus  den  Gleichungen  (1433)  ab:  .sind  dort  die  Funk- 
tionen /',  F  zur  Zeit  ^  =  0  nur  für  solche  Punkte  von  Null  verschieden, 
für  die  x^ -\- y' -{- s''' <^  a^  ist,  so  kann  cp  zur  Zeit  t  nur  für  solche 
Punkte  X,  y,  z  von  Null  verschieden  sein,  zu  denen  sich  reelle  Werte 


1933)  Bull,  philomat.  1816,  p,  12;  J.  Ec.  polyt.  call.  19  (1823),  p.  359. 

1934)  Theorie  de  la  chaleur,  Nr.  385  =  Oeuvres  1,  p.  447, 

1935)  J.  ]£c.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  36ü. 

1936)  J.  ec.  polyt.  call.  14  (1808),  p.  319. 
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von  u  und  v  so  bestimmen  lassen,  daß 

(1571)    (x  +  t  cos  h)-  +  (y  +  ^  sin  n  sin  v)^  -\-  (^-{-t  sin  u  cos  v)"  <  1 

wird.  Das  ist  aber  wieder  nur  für  die  Punkte  zwischen  den  beiden 
Kugelflächen  um  den  Ursprung  von  den  Radien  r  =  t  —  e  und  r  =  t-\-E 
der  Fall.  Noch  später  ^'■''*)  zeigt  er,  daß  Ahnliches  auch  dann  noch  gilt, 
wenn  es  sich  nicht  mehr  um  eine  bloße  Potentialbewegung  handelt:  aus 
den  Formeln  (1497)  ergibt  sich,  daß  für  r^t-\-  s  auch  in  diesem  Falle 
die  Funktion  ip  Null  ist,  wenn  sie  es  zu  Anfang  für  r  >  £  war,  und  daß 
sie  für  r  <it  —  e  zwar  nicht  NuU,  aber  doch  von  t  unabhängig  wird. 

Poisson  hat  auch  den  Endverlauf  der  Ausbreitung  einer  lokali- 
sierten Anfangsstörung  iu  zwei  übereinandergeschichteten  Medien,  in 
welchen  beiden  die  hydrodynamischen  Gleichungen,  aber  mit  verschie- 
denen AVerten  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  gelten,  in  einer  aus- 
führlichen Untersuchung  verfolgt  *^'^);  doch  beruht  alles  auf  den  Nr.  86 
p.  1244  erwähnten  unsicheren  Grundlagen. 

Ferner  hat  Foisson  den  Endverlauf  der  von  einer  lokalisierten 
Anfaugsstörong  in  einer  Flüssigkeit  erzeugten  Bewegung  untersuchte^"). 
Er  führt  durch  die  Gleichungen 

X  -{-  t  cos  6  =  )\  cos  fij,     y  -\-  t  sm  6  sin  a  =  }\  sin  Uj  sin  Aj, 
-  -j-  ^  sin  6  cos  a  =  )\  sin  /Hj  cos  Aj 
Polarkoordinaten  und  dann  durch 

t  =  r  —  t,      B  ^  %  —  .(<  +  ';,     a  =  n  -\-  k  -\-  rl■^ 

neue  Veränderliehe  g,  r,,  i]^  ein,  von  denen  nur  kleine  Werte  in  Be- 
tracht kommen,  so  daß  er  schließlieh  durch  die  abermalige  Substi- 
tution: 

iqr  =  s  sin  6,     r^^r  sin  [i  =  s  cos  6 
die  Form   erhält: 

'(      l'.T  ,1      2.T 

'l^^'2)9>  =  ^jy>.rf.rZ,.-^^--g^/jV5r?.<Z.==-;'fr(^,^,A), 

0      0  OD 

WO  W  eine  Funktion  bedeutet,  die  nur  für  kleine  Werte  von  g  von 
Null  verschieden  ist.  Daraus  folgt  dann,  daß  für  große  Werte  von  r 
die  Geschwindigkeit  nahezu  zum  Abstand  vom  Störungszentrum  um- 
gekehrt proportional  ist  und  nahezu  in  die  Richtung  dieses  Ab- 
standes  fällt. 


1938)  Paris  na^m.  10  (1831),  p.  567. 

1939)  Paris  m6m.  10  (1831),  p.  344  (von 

1940)  Paris  mem.  10  (1831),  p.  565,  568. 
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Entsprechende  Umformungen  nimmt  er  dann  auch  mit  den  Glei- 
chungen der  Bewegung  in  einem  isotropen  festen  elastischen  Körper 
yQj.iMi'^.  ]jjgj.  ei-giijt  sich,  daß  die  mit  der  Geschwindigkeit  1  fort- 
schreitende Bewegung  in  großem  Abstand  vom  Störnngszentrum  sich 
wie  die  in  einer  Flüssigkeit  mögliche  verhält,  die  andere  aber  schließ- 
lich nahezu  transversal  und  die  Dilatation  bei  ihr  nahezu  gleich 
NuU  ist. 

J.  M.  C.  Duliamel^^^^)  gibt  ohne  Beweis  den  Satz:  befindet  sich  eine 
Kugel  in  einem  Räume,  dessen  Temperatur  eine  periodische  Funktion 
der  Zeit  und  eine  beliebige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Oberfläche 
ist,  so  ist  der  Mittelwert  der  Temperatur  auf  einer  zur  Oberfläche 
konzentrischen  Kugelfläcbe,  genommen  über  die  Periode,  konstant  und 
gleich  dem  Mittel  der  Außentemperatur.  Dabei  dürfen  die  thermischen 
Konstanten  beliebige  Funktionen  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt  sein. 
Saigey  erkl&rt^^*'^),  er  habe  den  Satz  Duhamel  mitgeteilt;  er  gelte  übrigens 
auch,  wenn  die  Außentemperatur  nicht  periodische  Funktion  der  Zeit 
sei;  die  äußeren  Ursachen  müßten  nur  „ein  unveränderliches  Mittel 
der  Temperatur  für  die  ganze  Obei-fläche"  ergeben.  Duhamel  er- 
widert^'**): was  ihm  Saigey  mitgeteilt  habe,  sei  teilweise  falsch  ge- 
wesen. Saigey  teilt  dann'^*'')  die  Überlegungen  mit,  aus  denen  er 
seinen  Satz  erschließen  zu  können  meint;  es  handelt  sich  um  eine 
differentielle  Beti-achtung  des  Wärmeaustausches  zwischen  je  zwei  be- 
nachbarten konzentrischen  Schichten.  Duhamel  erklärf  ■**),  der  Satz 
ergebe  sich  aus  allgemeineren  Formeln  Poissons  und  aus  Ansätzen 
Fouriers,  nur  sein  Beweis  sei  direkter.  Außerdem  teilt  er  noch  einen 
zweiten  Satz  mit^'*^):  befindet  sich  ein  beliebiger  Körper  in  einem 
Räume,  dessen  Temperatur  eine  periodische  Funktion  der  Zeit  ist,  so 
ist  der  Mittelwert  der  Temperatur  irgendeines  Punktes,  genommen 
über  die  Periode,  gleich  derjenigen  Temperatur,  die  dieser  Punkt  an- 
nehmen würde,  wenn  die  Außentemperatur  in  jedem  Punkte  beständig 
ihren  Mittelwert  behielte.  Auch  Saigey  gibt  noch^'**)  KoroUare  seiner 
Behauptung. 

1941)  Ib.  p.  597;  die  Resultate  ohne  Formeln  auch  schon  ann.  chim.  pbys. 
44  (1830),  p.  4.S1  =  bull.  Ferussac  14  (1830),  p.  386.  Die  Anwendung  der  Resul- 
tate auf  den  Lichtäther  lehnt  er  hier  noch  ab;  ebenso  die  Zerlegung  eines  loka- 
lisierten Anfaugszustandes  in  unbegrenzte  ebene  Wellen. 

1942)  Paris  C.  R.  2  (1836),  p.  109. 

1943)  Paris  C.  R.  2  (1836),  p.  101. 

1944)  Paris  C.  R.  2  (1836),  p.  162. 

1945)  Paris  C.  R.  2  (1836),  p.  179. 

1946)  Paris  C.  R.  2  (1836),  p.  181. 

1947)  Paris  C.  R.  2  (1836),  p.  217. 
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Andererseits  hat  auch  A.  Cauchy  aus  seinen  Formeln,  die  au  die 
Vorstellung  der  Zusammensetzung  der  aUgemeiusten  Bewegung  aus 
ebenen  Wellen  anknüpfen,  Schlüsse  über  die  Ausbreitung  einer  be- 
gi-enzten  Anfangsstörung  gezogen.  Er  schließt  zunächst''**")  für  den 
Fall,  daß  die  Funktion  F[^,  >],  ^,  s)  homogen  ist,  aus  der  Gleichung 
(1538):  wenn  die  Funktionen  f  nur  iu  der  Umgebung  des  Ursprimgs 
von  Null  verschieden  sind,  erhält  cp  von  Null  verschiedeue  Werte  nur 
für  solche  Punkte,  für  die  ux  -\-  vy  -\-  ivz  +  st  nahezu  gleich  Null 
ist;  wobei  s  mit  m,  c,  lo  durch  die  Gleichungen  (1537)  verbunden 
sind.  Die  Gleichung 
(1573)  ux  +  vy  +  ws  -\-  st  =  ^ 

ist  aber  unter  dieser  Voraussetzung  die  Gleichung  einer  Tangential- 
ebene der  WeUenfläche;  also  schließt  er,  daß  die  Bewegung  in  jedem 
Augenblick  nur  in  der  Nähe  der  Tangentialebenen  der  WeUenfläche 
merklieh  sein  kann  und  folglich  [für  den  Fall,  daß  diese  Fläche  konvex 
ist]  das  Gebiet,  in  welchem  die  Bewegung  merklich  ist,  in  jedem 
Augenblick  durch  die  zugehörige  WeUenfläche  nach  innen  begrenzt  ist. 

Cauchy  gibt  ohne  Beweis  für  die  Differentialgleichungen  der 
Elastizitätstheorie  die  folgenden  Sätze '^''^):  in  einem  isotropen  Medium 
breitet  sich  eine  lokalisierte  Anfangsstöruug  in  zwei  KugelweUen  aus; 
die  eine  von  diesen  WeUen  fäUt  weg,  wenn  die  Anfangsdilatation 
NuU  ist.  In  einem  einachsigen  Medium  kann  man  zwischen  den 
Elastizitätskoeffizienten  noch  eine  solche  Beziehung  annehmen,  daß 
jede  lokalisierte  Anfangsstörung  zu  drei  Wellen  Anlaß  gibt,  die 
durch  Flächen  zweiten  Grades  begrenzt  sind;  wenn  man  dabei  die- 
jenige WeUe  unberücksichtigt  läßt,  die  in  einem  isotropen  Medium 
mit  der  Dilatation  verschwindet,  so  kommt  man  auf  die  s.  Z.  von 
Huyghens  gegebene  Konstruktion  der  WeUenfläche  zurück. 

CaucJiy  steUt  dann*"^")  den  folgenden  Abhandlungen  über  solche 
Fragen  seine  Auffassung  der  Zerlegung  in  ebene  WeUen  an  die 
Spitze:    auch    eine    lokalisierte  Anfangsstörung    könne    man    ansehen 


1948)  Paris  C.  R.  2  (1836),  p.  240. 
1948')  Bull.  F^russac  13  (1830),  p.  277. 

1949)  Bull.  Ferussac  11  (1829),  p.  112  =  Paris  me'm.  9  (,1830),  p.  114  = 
Oeuvres  (1)  2,  p.  83. 

1950)  Exerc.  de  math.  5  (1830)  =  Oeuvres  (2)  9,  p.  406,  447;  mem.  aur  la 
theorie  de  la  chaleur,  Paris  1830  =  bull.  Ferussac  13  (1830),  p.  414  =  Paris  mem. 
10  (1831),  p.  297  =  Oeuvres  (1)  2,  p.  94.  —  Poisson  spricht  sich  scharf  gegen 
die  Hereinziehung  der  ebenen  Wellen  aus;  er  erklärt  sie  für  „tout-a-fait  etran- 
gere  ä  la  question"  (ann.  chim.  phys.  44  (1830),  p.  433  =  bull.  Ferussac  14  (1830), 
p.   387). 
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als  zusammengesetzt  aus  einer  sehr  großen  Anzahl  sehr  schwacher 
Wellen,  deren  Ebenen  zu  Anfang  alle  nahezu  durch  einen  Punkt  gehen. 
In  jedem  späteren  Augenblick  sei  dann  eine  merkliche  Bewegung  nur 
in  solchen  Punkten  vorhanden,  an  denen  noch  unendlich  viele  Wellen- 
ebenen unendlich  nahe  vorbeigehen,  d.  h.  in  den  Punkten  der  Wellen- 
fläche, die  in  diesem  Augenblick  von  den  Wellenebenen  berührt  wird. 
Die  einer  quantitativen  Durchführung  dieser  Vorstellungen  sich 
entgegenstellenden  Schwierigkeiten  hat  zuerst  P.  M.  Elanchet^^-'^)  zu 
überwinden  versucht.  Die  Ausdrücke  der  Verschiebungskomponeuten 
bestehen  aus  Bestandteilen  der  Form: 

1      C'^^ms 

(1574)  g-^  /      ^  e.^T^{iQ'^)coast%{Q)Q^Bm6dQd6dil>d^di](Ii, 

oder  der  hieraus  durch  Integration  nach  t  entstehenden;  dabei  steht 
pS  für  {x  —  af  +  {y  —  §if  +  {z  —  yf,  j;(p)  für 

(1575)  f{x  —  Q  cos  0,y  —  p  sin  ö  cos  ilt,  z  —  Qsmd  sin  rp), 

wobei  f  eine  der  vorgeschriebeneu  Anfangsfunktionen  bedeutet,  s  ist 
mit  i,,  ri,  t,  durch  die  homogene  Gleichung 

(1576)  <S>(l,yi,l,s)  =  0 

verbunden,  ist  also  eine  homogene  Funktion  ersten  Grades  dieser 
Größen,  und  nis/^SJ  ist  von  denselben  Größen  eine  homogene  Funk- 
tion nullten  Grades.  Werden  an  Stelle  von  rj,  ^  zwei  neue  Variable 
2),  q  durch 

(1577)  V=Ph     S  =  2? 

eingeführt  und  wird  s  =  w  1 1  j  gesetzt,  so  werden  m  und  n  Funktionen 
von  p  und  q  allein,  und  es  wird 

d^dridi  =  i,'didpdq. 

Von  dem  Faktor  |^  befreit  sich  Blanchet,  indem  er  das  zu  reduzie- 
rende Integral  als  zweite  Ableitung  eines  andern  nach  t  auffaßt;  in 
diesem  lassen  sich  die  Integrationen  nach  |  und  nach  q  mit  Hilfe  der 
Fourierschen  Formel  für  Funktionen  einer  Variablen  ausführen,   und 


1951)  P.  H.  Blanchet  hat  drei  nur  in  Nebensachen  verschiedene  Darstellungen 
seines  Reduktionsverfahrens  gegeben,  p.  10  und  p.  23  seiner  ersten  Abhandlung, 
J.  de  math.  5  (1840)  (von  1838)  und  p.  16  der  dritten,  ib.  7  (1842);  die  Darstel- 
lung des  Textes  ist  aus  ihnen  kombiniert.  Ganz  kurze  Angabe  der  Hauptresultate 
Paris  C.  R.  7  (1838),  p.  310;  etwas  ausführlichere  in  dem  Rapport  von  Clt.  Sturm, 
ib.  p.  1144.  Von  einer  zweiten  Abhandlung  Blanchets  wird  nur  mitgeteilt  (ib. 
p.  723,  1144),  daß  sie  zeige,  wie  die  Resultate  für  den  Fall  der  Isotropie  auf  die 
früher  bekannten  zurückkommen. 
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es  bleibt: 


+  00    +00    3.1    71 


(1578)       -  /^'  sl'ffffw^"'^^"*'^  smededil^dpclq. 

-00    -00    0  0 

Hier  schreibt  er  s  für  nt  und  setzt 

Zwischen  den  so  eingeführten  Größen  besteht  die  Gleichung  ^^^^): 

(1515)  <B{t,ri„t„s)  =  0. 

Wird  dann  auch  dieses  s  selbst  als  neue  lutegrationsvariable  eiuge- 
führf*^^),  so  ist  in  bezug  auf  diese  über  alle  Werte  zu  integideren, 
für  die  diese  Gleichung  bei  gegebenem  t  durch  reelle  Werte  von 
iji,  Jj  erfüllt  werden  kann,  m.  a.  W.  von  dem  kleinsten  Wert  s  =  Nt, 
für  den  die  Fläche  (1578a)  von  der  Ebene  ^  =  t  berührt  wird,  bis 
6"  =  oo.*^^*)  Diese  Ebene  wird  durch  die  Kurven  s  =  konst.  in  Ele- 
mentarriuge  vom  Flächeninhalt 

(1579)  d0  = ;;;  ds, 

diese  durch   die  Linien,   längs  deren  eine  zweite  neue  Veränderliche 

konstant  ist,  in  Elemente 

(1580)  öi^.ds 

geteilt.    Wird  das  Integral 

(1581)  /irHS). 

genommen  über  einen  solchen  Elementarring,  das  eine  homogene  Funk- 
tion ersten  Grades  von  t  und  s  vorstellt,  mit  cp(t,  s)  bezeichnet,  so 
kann  statt  (1578a)  geschrieben  werden 

2»  «    00 

(1581a)  -  ^^,  slr^fffxis)  (p{t,s)  ds  srnddOdi'. 


1952)  P.  H.  Blanehet  erschwert  das  Verständnis  seiner  Untersuchungen  da- 
durch, daß  er  diese  neuen  Größen  mit  demselben  Buchstaben  bezeichnet  wie  die 
früheren  ?],  f. 

1953)  eil.  Sturm  sagt  in  seinem  Bericht:  bis  hierher  habe  Blanehet  die 
Untersuchungen  seiner  Vorgänger  über  analoge  Fragen  benutzen  können;  seine 
weiteren  Hilfsmittel  „lui  appartiennent  esclusivement  et  sont  aussi  simples  qu'in- 
genieus". 

1954)  Die  obere  Grenze  s  =  oo  gilt  nur  für  den  innersten  Mantel  der  Fläche 
S  =  0;  für  die  beiden  andern  behauptet  Blanehet  später  (J.  de  math.  7  (1842), 
p.  24) ,  es  sei  bzw.  von  JV^,  t  bis  N^  t  und  von  N^  t  bis  N^  t  zu  integrieren ,  wenn 
iVj ,  .IV, ,  iV,  die  zu  den  drei  Mänteln  gehörenden  Werte  von  >V  seien. 
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Hier  führt  nun  Blanchet  die  Differentiation  nach  t  in  der  Grenze  und 
unter  den  Integralzeichen  aus  und  läßt  dabei  alle  Glieder  weg,  die  t 
nicht  mehr  iinter  dem  Zeichen  als  Faktor  enthalten;  es  bleibt  dann  nur: 

(1582)  ~^-,J'Jm<p{l,N) ^^1^  sin Ö dd dil> , 

0    0 

und  das  kann  nur  von  NuU  verschieden  sein,  wenn  %{Nt)  innerhalb 
des  Integrationsgebietes  von  Null  verschiedene  Werte  annimmt,  m.  a. 
W.  solange  der  Punkt  {x,y,  s)  noch  von  irgendwelchen  Punkten  des 
anfänglichen  Störungsgebietes  die  Entfernung  q  =  Nt  hat.  Das  würde 
heißen:  man  beschreibe  um  alle  Punkte  dieses  Gebietes  die  zu  dem 
Werte  von  t  gehörenden  Wellenflächen  und  bestimme  von  diesem 
Flächensystem  die  innere  und  äußere  Enveloppe;  zur  Zeit  t  findet 
merkliche  Bewegung  nur  zwischen  diesen  Enveloppen  statt.  ^'^^) 

Um  die  Größe  dieser  Bewegung  abzuschätzen,  zeigt  Blanchet  noch 
durch  eine  differentialgeometrische  Überlegung '^^*),  daß  ws/®/  im 
ganzen  Integrationsgebiet  wenig  von  seinem  Wert  im  Berührungspunkt 
der  Ebene  ^  =  t  mit  der  Fläche  (1578a)  verschieden  ist;  dieser  Wert 
kann  also  vor  die  Integralzeichen  gezogen  werden.  Damit  treten  die 
Richtungskosinus  der  Wellennormale  vor  die  Integralzeichen:  die  Be- 
wegung erscheint  als  geradlinig  polarisiert. 

In  einer  dritten  Abhandlung ^^^')  findet  es  Blanchet  doch  für  er- 
forderlich, die  bisher  vernachlässigten  Bestandteile  des  Integrals  (1581a) 
mit  zu  berücksichtigen.  Er  bemerkt  zunächst:  aus  dieser  Form  selbst 
gehe  schon  hervor,  daß  keine  Bewegung  in  dem  Gebiete  stattfinden 
kann,  in  welchem  die  Abstände  p  alle  kleiner  als  Nt  sind;  womit  die 
innere  Begrenzung  des  Bewegungsgebiets  in  Übereinstimmung  mit 
Caiicliy  gefunden  ist. 

Um  auch  eine  Begrenzung  nach  außen  zu  finden,  beginnt  er'^^*) 
mit  der  Überlegung,  daß  für  gegen  t  große  Werte  von  s  die  Schnitt- 
kurve der  Fläche  @  ^  0  mit  der  Ebene  ^  =  t  von  ihrer  Schnittkurve 


1956)  J.  de  math.  5  (1840),  p.  19;  weitere  Andeutungen  p.  28. 

1956)  Cauchy  berichtet  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  3  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  204, 
Blanchet  habe  schon  1830  gesehen,  daß  sich  die  Gesetze  der  Polarisation  ebenso 
gut  aus  den  allgemeinen  Integralen  wie  aus  der  Untersuchung  der  möglichen 
ebenen  Wellen  ableiten  lassen;  das  bezieht  sich  wohl  hierauf. 

1957)  J.  de  math.  7  (1842),  p.  IG. 

1958)  J.  de  math.  7  (1842),  p.  17;  kurze  Angabe  der  Hauptresultate  Paris 
C.  R.  12  (1841),  p.  1165.  Die  Sätze  von  Cauchy,  auf  die  Blanchet  selbst,  und  die 
Ton  Jürgeusen,  auf  die  Liouville  am  Schlüsse  der  Abhandlung  im  J.  de  math. 
hinweist,  gehören  nicht  hierher,  sondern  beziehen  sich  auf  das  Abelsche  Theorem. 
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mit  der  Ebene  ?  =  0  der  Gestalt  nach  wenig  verschieden,  also  nahezu 
zeutrisch-symiuetrisch  ist.  Man  kann,  wenn  man  durch  die  Gleichungen 

(1583)  i]^  =  r  a'mp,     ti  =  ^  cos  p 
Polarkoordinaten  einführt,  wodurch 

(1584)  '^ir^V   ^^  <ii6  Stelle  von    ^(77) 

tritt,  die  Integration  nach  p  auch  nur  von  0  bis  %  ausdehnen,  wenn 
man  auch  negative  Werte  von  r  berücksichtigt.  Damit  ist  aber  die 
Möglichkeit  zu  einer  Umformung  der  Summe  der  zu  den  verschie- 
denen Wei-ten  von  s  (den  verschiedenen  Mänteln  der  Fläche  ©  =  0) 
gehörenden  Integrale  gegeben;  es  ist  nämlich: 

(1585)  (5;  +  ©;£  =  0, 
also: 

(lo86)  2   ©;    rf.-  ==  2  ST  =  E  C©L  5 

und  da  hier  unter  dem  Residuenzeichen  eine  rationale  Funktion  von  r 
steht,  deren  Zähler  von  einem  um  eine  Einheit  niedrigeren  Grade  ist 
als  der  Nenner,  so  ist  diese  Residuen  summe  gleich  einer  nur  von  p  ab- 
hängigen, von  s  und  t  aber  unabhängigen  Größe  H.  Das  Integral  (1518  a) 
nimmt  damit  die  Form  an^^^^): 

2»  n    jt    00 

<^-^^')  ^l^.ffff S's%is)ds  dp  sine  de  d  4^ 

0  0   Q  at 
und   ist  also  NuU,  wenn  Nt  nicht  iimerhalb   derjenigen  Grenzen  für 
p  liegt,  innerhalb  deren  ;^(p)  von  0  verschieden  sein  kann,  d.  h.  außer- 
halb des  äußersten  Mantels  der  WeUenfläche. 

Diese  Überlegung  setzt  voraus,  daß  der  betrachtete  Mantel  der 
Wellenfläche  von  den  übrigen  getrennt  verläuft.  Schneiden  sich  zwei 
Mäntel  der  Wellenfläche,  so  hat  auch  ihre  Schnittkurve  mit  der 
Ebene  ^  =  t  einen  Doppelpunkt.  Blanchet  zeigt  in  einer  vierten  Ab- 
handlung ^^^''),  daß  in  der  Umgebung  eines  solchen  zwar  r  eine  zwei- 
wertige Funktion  von  p  ist,  daß  aber  die  zu  zwei  solchen  Werten 
von  r  gehörenden  Werte  von  mr/<B^'  einander  bis  auf  Größen  höherer 
Ordnung  entgegengesetzt  gleich  sind,  und  also  die  Umgebung  eines 
solchen  Punktes  zu  dem  zu  betrachtenden  Integral  keinen  merklichen 
Beitrag  liefert. 


1959)  J.  de  math.  5  (1840),  p.  21. 

1960)  J.  de  math.  5  (1840),  p.  29.  Er  bemerkt,  mau  müsse  bei  diesem 
Schluß  X  ^Is  bis  zu  einer  um  1  höheren  Ordnung  differentiierbar  voraussetzen 
als  bei  dem  vorigen;  Ankündigung  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  18, 
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Nocb  vor  der  Veröffentlichung  von  Blanchets  Untersuchungen 
hatte  auch  Cauchy  die  Frage  behandelt,  zunächst  veranlaßt  durch  eine 
Anfrage  Poissow  s  ^'*'),  ob  er  sich  eigentlich  bei  seinen  Untersuchungen 
vorstelle,  daß  die  ganze  Masse  in  Bewegung  sei  oder  nur  ein  be- 
grenzter Teil.  Er  antwortet  sogleich:  beide  Auffassungen  seien  be- 
rechtigt; man  könne  entweder  die  Ausbreitung  einer  begrenzten  An- 
fangsstörung, oder  die  Fortpflanzung  der  Wellen  in  so  großer  Ent- 
fernung vom  Störungszentrum  untersuchen,  daß  man  sie  als  ebene 
behandeln  dürfe.  Er  habe  beide  Fragestellungen  verfolgt.  Die  Dar- 
stellung der  Lösung  durch  ein  mehrfaches  Fouriersches  Integral  sei 
nichts  anderes,  als  die  Zerlegung  einer  beliebigen  Bewegung  in  ebene 
Wellen;  insbesondei'e  könne  man  auch  eine  auf  nur  einen  Teil  des 
Raumes  beschränkte  Bewegung  mit  Hilfe  dieser  Formel  aus  unbe- 
grenzten ebenen  WeUen  zusammensetzen.  Wenn  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von  der  Wellenlänge  unabhängig  sei,  bleibe  die  von 
einer  begrenzten  Anfangsstörung  ausgehende  Bewegung  immer  in  einer 
Schicht  konstanter  Dicke ^^^*)  zwischen  zwei  Welleufiächen  einge- 
schlossen; hänge  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  der  Wellen- 
länge ab,  so  sei  die  Dicke  dieser  Schicht  von  der  Zeit  abhängig; 
wenn  die  obere  Grenze  der  Werte  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
unendlich  sei,  breite  sich  die  Bewegung  wie  die  Wärmeleitung  in- 
stantan  aus. 

Die  spätere  Durchführung^'^')  behandelt  zunächst  den  Fall,  daß 
die  „Hauptfunktion"  des  Problems  nur  Funktion  des  Abstands  vom 
Koordinatenanfangspunkt  ist.  Wenn  die  Funktion  11  nur  für  hinläng- 
lich kleine  Werte  ihres  Arguments  von  0  verschieden  ist,  kann  das 
Integral  zur  Zeit  t  nur  für  solche  Werte  von  x,  y,  2  von  0  verschie- 
den sein,  für  welche  es  möglich  ist,  die  Gleichung 

i±_st  =  0 

nahezu  zu  befriedigen;  daraus  allein  folgt  schon,  daß  Bewegung  nur 
in  solchen  Punkten  vorhanden  sein  kann,  von  welchen  aus  sich  reelle 
Tangentialebenen  an  die  Wellenfläche  legen  lassen;  womit  die  innere 
Begrenzung  des  Bewegungsgebietes  gefunden  ist.  Um  auch  eine  äußere 
Begrenzung  zu  bekommen,  schließt  er  folgendermaßen:  Wenn  x  sehr 
groß    ist,    kann   q -\- st  =  r  co^  8 -\- at  nur   dadurch   sehr   klein  sein. 


1961")  Paris  C.  R.  8  (1839),  p.  581  =  Oeuvres  de  Cauchy  (1)  4,  p.  323. 

1962)  Das  zeigt  er  hier  freilich  nur  für  eine  ebene  Welle;  der  Übergang 
von  dieser  zu  einer  beliebigen  Anfangsstörung  wird  mit  ein  paar  keineswegs  aus- 
reichenden Worten  abgetan. 

19G3)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  190  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  269. 
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daß  COS  d  sehr  klein  ist;  es  nimmt  also  dann  g  -\-  st  mit  wachsendem 
f  =  l/j/"  +  if  +  i,^  zu,  mau  kann  das  Residuum,  das  ursprünglich 
in  bezug  auf  s  zu  nehmen  war,  in  bezug  auf  ^  -|-  ■^^  und  schließlich 
in  bezug  auf  j;  nehmen;  und  wenn  man  die  Beiträge  je  zweier  Punkte 
zusammenfaßt,  die  zu  einer  Koordinatenachse  symmetrisch  liegen,  so 
hat  man  mit  einer  rationalen  Funktion  von  j:  zu  tun,  deren  Zähler 
von  einem  um  zwei  Einheiten  niedrigeren  Grad  ist  als  der  Nenner, 
uud  das  Residuum  ist  Null.  Also  verschwindet  die  Hauptfunktion,  so- 
bald X  so  groß  ist,  daß  die  Gleichungen 

(1588)  ,^  +  0,^  =  0,     ^+^  =  0 

keine  Lösung  mehr  gemein  haben;  geometrisch  ausgedrückt,  außerhalb 
eines  Zylinders  mit  zur  Achse  parallelen  Geraden,  der  der  WeUen- 
fläche  umschrieben  ist;  und  da  das  für  eine  beliebige  Achsenrichtung 
gilt,  außerhalb  des  äußersten  Mantels  der  Wellenfläche,  wenn  dieser 
konvex  ist,  andernfalls  außerhalb  der  ihm  doppelt  umschriebenen  De- 
veloppablen.  Das  stimme  mit  Blanchets  Resultaten  überein;  wie  dieser 
auch  bestätigt,  i''«*) 

Nachher *^^^)  gibt  Cauchy  noch  eine  genauere  Absehätzung  der 
Größenordnung  des  Integrals  für  die  verschiedenen  in  Betracht  kom- 
menden Fälle;  indem  er  die  übrigen  Größen  als  im  Integrationsbereich 
nahezu  konstant  vor  das  Integralzeichen  zieht,  bleibt  ihm  nur  ein 
Integral  von  der  Form 


(1589)  J'sn{s)ds 


übrig:  dabei  ist  s  die  halbe  Dicke  der  Wellenschicht  und  q  die  Ent- 
fernung des  Aufpunktes  vom  nächsten  Punkt  der  W^eUenfläche.  Ist 
die  Entfernung  >  s,  so  kann  die  obere  Grenze  q  durch  s  ersetzt 
werden;  und  da  77  eine  gerade  Funktion  von  s  ist,  ist  das  Integral 
dann  Null.  Daraus  folgt,  daß  das  ursprünglich  vorgelegte  Integral 
für  Punkte,  die  nicht  der  Wellenschicht  angehören,  von  der  Ord- 
nung e^  ist,  für  Punkte  dieser  Schicht  selbst  dagegen  nur  von  der 
Ordnung  £-. 

Zu  einer  weiteren  Reduktion   gelangt   er'^^*),    indem   er  erst  die 


1964)  Paris  C.  ß.  13  (1841),  p.  339. 

1965)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  494  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  324.  Ganz  kurze  An- 
kündigung schon  p.  365  bzw.  287;  ausführlichere  p.  407  bzw.  300. 

19t;6)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  568  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  329.  Der  Schluß  setzt 
voraus,  daß  die  Funktion  f{r),  welche  die  Anfangsstörung  darstellt,  an  den 
Grenzen  ihres  Bereiches  stetig  in  Null  übergeht;   was  Cauchy  beibringt,  um  die 
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Differentiationen  nach  t  und  dann  die  Integration  nach  s  ausführt;  er 
erhält  so: 

(1590)  D/'-'cj  =  Ept'  ^F-'  '"('') ; 

Jc^  ist  dabei  das  Krümmungsmaß  der  Fläche  F(x,  y,  z,f)  =  0  im  End- 
punkt eines  zur  Normale  der  Wellenfläche  parallelen  Einheitsvektors. 
Weiter  zeigt  er  noch^^^'),  wie  diese  Resultate  sich  auf  den  Fall 
übertragen  lassen,  daß  die  Anfangsstörung  nicht  von  r*,  sondern  von 
einer  andern  quadratischen  Funktion  der  Koordinaten  abhängt  und^^^*), 
wie  sich  die   Resultate   spezialisieren,   wenn  die  Differentialgleichung 

die  spezielle  Form  „-  ^   gleich  einer  linearen  homogenen  Funktion  der 

zweiten  Ableitungen  nach  den  Koordinaten  hat. 

Demgegenüber  macht  Blaneliet^^^^)  darauf  aufmerksam,  daß  nun 
doch  zwischen  den  beiderseitigen  Resultaten  in  einem  Punkte  keine 
Übereinstimmung  bestehe,  insofern  nach  Cauchy  auch  zwischen  den 
Mänteln  der  Wellenfläche  keine  Bewegung  vorhanden  sei,  während 
aus  seinen  Untersuchungen  folge,  daß  eine  solche  im  allgemeinen  aller- 
dings vorhanden  sein  müsse:  die  Integrale  von  N^t  bis  N^t  und  von 
N^t  bis  N^t  seien,  wenn  zwischen  ihren  Grenzen  noch  Werte  von  q 
liegen,  für  welche  %{q)  nicht  verschwindet,  im  allgemeinen  von  der 
Größenordnung:  Volumen  des  Erschütterungsraumes  geteilt  durch  die 
4.  Potenz  des  Abstandes  zwischen  dem  betrachteten  Punkt  und  einem 
der  Integrationspunkte  —  und  könnten  nur  dann  von  höherer  Ordnung 
sein,  wenn  die  mit  qp  bezeichneten  Funktionen  ganz  singulare  Eigen- 
schaften hätten.  Cauchy  ersetzt ^^"),  um  das  zu  diskutieren,  sein  n- 
faches  Intergral  durch  das  einfache 
t 

—  t)"~ "  (s  —  mt)  Z7(g— mt)  j 


(1591)  ^=E{k/l^ 


und  findet  nun,  indem  er  die  Rechnung  unter  speziellen  Annahmen 
über  die  Funktion  F,  für  die  es  möglich  ist,  durchführt"'^),  daß 
diese  Größe    zwischen   den  Mänteln  der  Wellenfläche    allerdings  von 


Folgerung  auch  für  den  andern  Fall  zu  rechtfertigen,  würde  jedenfalls  noch  der 
Nachprüfung  und  geeigneter  Einschränkungen  bedürfen. 

1967)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  573  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  334. 

1968)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  576  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  338. 

1969)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  958  =  Oeuvres  de  Cauchy  (1)  6,  p.  367.  Cauchy 
behält  sich  zunächst  seine  Erkläi-ung  vor. 

1970)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  1093  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  381. 

1971)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  1093  und  p.  1129  bzw.  385. 
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Null  verschiedeu  ist,  daß  aber^"'^)  die  Komponenten  transversaler""'^) 
Schwingungen  dort  gleichwohl  Null  sind. 

Der  erst  nach  dieser  Diskussion  erschienene  Bericht  Caurhi/s^^'*) 
über  Blanchets  beide  späteren  Abhandlungen  bringt  nichts  Neues 
mehr  bei. 

Blnnchet^^^")  bespricht  noch  kurz  den  Fall,  daß  im  Störungsgebiet 
dauernde  beschleunigende  Kräfte  wirken:  Auch  in  diesem  Fall  gelte 
das  Superpositionsprinzip,  wenigstens  in  hinlänglicher  Entfernung  vom 
Störungszentrum. 

In  späterer  Zeit  hat  Caucliy  die  Vorstellung  vom  Aufbau  der 
allgemeinsten  Lösung  aus  ebenen  Wellen  wieder  fallen  lassen,  weil 
sie  „le  grand  inconvenient"  habe,  eine  lokalisierte  Anfangsstörung  aus 
unbegrenzten  Elementen  zusammenzusetzen. '''^)  Er  will  jetzt  statt 
dessen  Kugel  wellen  als  Elemente  benutzen,  ausgehend  von  der  Glei- 
chung: 

+  00 

(1592)  f(^x,  y,^)  =  ^  lim  J'"  J(^|  da  dß  dy , 

die  eine  beliebige  Funktion  /'  aus  Funktionen  von 

(1593)  R'  =  {x-  af  +  (y  -  ßf  +  (^  -  y)' 

zusammenzusetzen  gestattet. '*'')  Um  das  auszunützen,  betrachtet  er 
zunächst'^'*)  den  Fall,  daß  der  Anfangszustand  die  Variablen  selbst 
nur  in  der  Verbindung 

(1594)  r-  =  x^-{-y"'  +  z- 

1972)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  1130  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  387.  Einige  weitere 
Auseinandersetzungen  über  die  Ableitung  der  Verschiebungskomponenten  aus  der 
Hauptfunktion  noch  C.  R.  U  (1842),  p.  5,  8  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  392,  395. 

1973)  Daß  die  Behauptung  nur  für  transversale  Schwingungen  richtig  ist, 
gibt  Caucby  selbst  an,  Paris  C.  R.  14  (1842),  p.  13  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  400. 
Blanchet  konstatiert  daraufhin  (Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  1152),  daß  er  recht  be- 
halten habe. 

1974)  Paris  C.  R.  14  (1842),  p.  389  =  Oeuvres  (1)  G,  p.  401.  Die  dem  Be- 
richt angehängten  Noten  betreffen  andere  Fragen. 

1976)  Paris  C.  R.  14  (1842),  p.  634. 

1976)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  3  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  204;  Ankündigung 
exerc.  de  niath.  1  (1840),  p.  211. 

1977)  Er  bemerkt  (1)  6,  p.  212,  er  habe  diese  Formel  ursprünglich  aus  der 
Fourierschen  abgeleitet,  durch  Einführung  eines  Konvergenzfaktors  und  Ver- 
tauschung der  Reihenfolge  der  Integrationen.  Außer  dem  im  Text  besprochenen 
behandelt  er  durchweg  auch  den  allgemeineren  Fall,  daß  R-  eine  beliebige  de- 
finite  homogene  quadratische  Form  von  x  —  u,  y  —  ß,  z  —  y  bedeutet. 

1978)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  104  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  238. 
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enthält;  er  setzt  dann  auch  noch: 

(1595)  l-  +  ."'  -{-v-  =  Q^=Q'  cos-  ö, 

wo    i.,  II,  V   wieder   die   unter  (1537)   angegebene  Bedeutung  haben, 
und  findet: 

(1596)  Q^  =  sH'  +  2si{x  cosd-{-y  sin  ö  cos  V  +  ^  sin  9  sin  ijj) 

-f-  r^  cos"  S . 
Damit  läßt  sich   das  nach  6  und  ?/>   genommene  Doppelintegral  ver- 
möge seiner  Hilfsformel  (Nr.  66)  auf  ein  einfaches  Integral  reduzieren 
und  dieses  nachher  noch  elementar  ausführen,   so  daß  nach  einigen 

Rechnungen  bleibt: 

2«   n 

(^ioyt)      0)  —  ^^Ui       J  J   JOj  {F{coap,siapcosq,smpsmq,s)\> 

0     0 

wobei 

(1598)  X  cos  Ö  -j-  «/  sin  ö  cos  ^i>  +  •^  sin  ö  sin  t^  ^  g 

gesetzt  ist. 

Nachher"'^)  zeigt  er  noch,  wie  dieses  Resultat  auch  direkt  er- 
halten werden  kann,  ohne  daß  man  von  den  Formeln  des  allgemeinen 
Falles  auszugehen  braucht,  indem  er  für  die  Funktion  TT  zuerst  eine 
Exponentialfunktion,  dann  eine  Summe  von  solchen  nimmt.  Es  ist 
nämlich 

(.699,  E'^'m^ 

die  den  Anfangsbedingungen 

(1600)        E7  =  0,    1^  =  0,    . .  .,   £^1  =  0,    ^""^  -  - 


H"-'  dt"-"- 

genügende  Lösung;  wird  dann  die  gegebene  Anfangsfunktion  vermöge 
der  Poissonschen  Hilfsformel  durch 

(1601)  n(r)^^J  Jf'{g)  sind dddilj 

0      0 

dargestellt,  wo 

(1602)  fir)  =  rn{r) 

ist,  so  wird  wieder  die  Formel  (1597)  erhalten'^*").  Damit  erscheint 
dann  schließlich  ^^^^)  die  Hauptfunktion  für  beliebigen  Anfaugszustand 
in  der  Gestalt: 

(1 603)  w  =  fffii  ä{tt,ß,y)dcidßdy, 

1979)  Paris  C.  R.  13  (1811),  p.  116  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  244. 

1980)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  118  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  252. 

1981)  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  122  =  Oeuvres  (1)  6,  p.  256. 
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wo  ö'  die  zu  n(r)  =  7-i-j_  la  gehörende  Lösung  ist.    Diese  kann  auch 
geschrieben  werden: 

2n    TZ 

(1604)  fi  =  ^  Dr"jJ  E  'f  ((,.  +  C+sm  ''''^' '^^ ^^- 


0     0 


Erwähnt  sei   hier  noch   ein  Versuch  A.  Cauchys   zu   einer  eigen- 
tümlichen Behandkmg  des  Beuguugsproblems.    Indem  er  zunächst  den 
Fall  ins  Auge  faßt,   daß  eine  Raumkoordinate  nicht  auftritt,  und  die  - 
Bedingung    der    Inkompressibiiität    einführt,    bleiben    ihm    die    Glei- 
chungen 

(1605)  a,.  =A«,     ,,-,  =  Af,     -  +  ^-  =  0; 

er  setzt  für  negative  x: 

(1606)  "  ^  7  ^^ !  exp  i  {Ix  +  n,y  -  sf),     5^  =  1^  +  V 

und  sucht  nun  für  negative  x  eine  Lösung,  die  sich  für  x  =  0, 
Po  ^  Vt  ^  y  ^^^  '^iß  s^^'i  angegebene,  für  a;  =  0,  y  <.y^  und  für 
x^Q,  y  >  yi  aber  auf  Null  reduziert.  Er  behauptet  i'^^),  diesen  Be- 
dingungen genüge 

Vi   +«" 
«/  7?     I      *         /*   /* 

v=       II  2^  J  J  exp i[a;)/s2  —  f^  +  ,; {y  —  ß)-\-  n^ß  —  st]  dr]  d{i , 
yo   -"» 
indem  er  den  Fourierschen  Integralsatz  auch  für  das  dann  auftretende 
divergente  Integral  als  richtig  in   Anspruch   nimmt.    Dann  aber   be- 
hauptet er  noch,    da  große  Werte  von  tj  doch   keinen  Beitrag  geben 
dürften,   „weil   sonst    das   Integral    divergent   sei",    sei   es  erlaubt  im 
Exponenten 
(1606  a)  Ys'  —  ri'     durch     s  —  f^ 

zu  ersetzen:  dann  läßt  sich  eine  Integration  ausführen,  und  es  bleibt: 

(1^07)"~~J''}l/2^expi(s^-.<-J)Jexpi(7?.^+^(y-,3)»)./^. 

Für  rjo  =  0,  also  |  =  S  reduziert  sich  das  auf*'): 
(1608)  M  =  0,     v^^^jcosisx  —  st  —  ^-\-u-\dtt, 

1982)  Paris  C.  K.  15  (1842),  p.  609  =  Oeuvres  (1)  7,  p.  101. 
1983;)  Paris  C.  K.  2  (1836),  p.  458  =  Oeuvres  (1)  4,  p.  36  hatte  er  dieses  Re- 
sultat bereits  ohne  Beweis  mitgeteilt. 

Kuoyklop.  d    math.  Wissensch.     U  1.  84 
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Entsprechende  Formeln  leitet  er  dann  auch  für  den  Fall  ab,  daß  alle 
drei  Raumkoordinaten  zu  berücksichtigen  sind''^*). 

Über  den  Fall,  daß  die  Vereinfachung  (1606  a)  nicht  erlaubt  ist, 
gibt  er  in  einigen  folgenden  Aufsätzen '^*^)  noch  Andeutungen  ohne 
Formeln:  man  müsse  die  dann  auftretenden  Glieder  mit  Faktoren  der 
Form  exp(aa;),  a>0,  als  reflektierte  Wellen  deuten  und  das  Problem 
so  angreifen,  daß  die  Bewegung  in  der  Schirmebene  als  gegeben  an- 
genommen und  gefragt  werde,  wie  sie  sich  nach  beiden  Seiten  hin 
ausbreite. 

98.  Das  Spiegelungsprinzip.  Ist  der  Bereich,  für  den  eine  Diffe- 
rentialgleichung unter  gegebenen  Grenz-  und  Anfangsbedingungen  inte- 
griert werden  soU,  teilweise  durch  eine  zur  a;-Achse  normale  Ebene 
begrenzt,  und  ist  au  dieser  die  Bedingung  n  =  0  oder  ^  vorge- 
schrieben, so  kann  das  dadurch  geschehen,  daß  man  den  Bereich  und 
die  an  den  etwa  noch  vorhandenen  andern  Grenzen  geltenden  Grenz- 
bedingungen an  dieser  Ebene  spiegelt  und  für  die  Anfangswerte  in 
dem  Spiegelbild  die  zu  den  gegebenen  spiegelbildlich  gleichen  oder 
entgegengesetzt  gleichen  nimmt,  und  nun  die  Gleichung  für  diese  Be- 
dingungen für  den  erweiterten  Bereich  integriert.  Das  ist  für  die 
SchaUbewegung  in  einer  Dimension  schon  von  L.  Eider^'^^^^) ,  später 
von  S.  D.  Poisson^^^^^)  und  \on  J.  Cliallis^^^^")  dargelegt  worden;  daran 
haben  sich  dann  die  in  Nr.  84  besprochenen  Untersuchungen  von  Cauchy 
und  Foisson  über  die  Zerspaltung  der  Lösung  durch  ein  Fouriersches 
Integral  in  die  unendliche  Reihe  angeschlossen. 

Darüber  hinaus  hat  dann  A.  Cauchy  auseinandergesetzt'^*'"'),  daß 
man,  wenn  der  gegebene  Bereich  mehrere  unebene  Begrenz ungsflächen 
aufweist,  dieses  Verfahren  unbegrenzt  oft  wiederholen  könne,  indem  bei 


1984)  Paris  C.  R.  15  (1842),  p.  612  =  Oeuvres  (1)  7,  p.  164. 

1985)  Paris  C.  R.  15  (1842),  p. 670,  712  =  Oeuvres  (1)  7,  p.  170,  180;  hauptsäch- 
lich p.  675  =  175.  Die  in  Aussicht  gestellte  ausführlichere  Darstellung  scheint 
nicht  erschienen  zu  sein. 

1985*)  Berl.  hist.  1765/67;  ausgehend  von  seiner  Form  der  Lösung  der 
Gleichung. 

1985")  J.  Ec.  polyt.  cah.  14  (1808),  p.  351. 

1985 ■:)  Cambr.  trans.  3  (1830),  p.  31-2. 

1985'')  Mem.  von  1827,  p.  64.  Er  gibt  au,  er  habe  entsprechende  Unter- 
suchungen über  die  Reflexion  von  Wasserwellen  1824  der  Akademie  vorgelegt; 
davon  scheint  nichts  veröfi'eutlicht  zu  sein. 
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jeder  Spiegelung  neue  ebene  BegrenzungsHilchen  auftreten,  die  zu  neuen 
Spiegelungen  benutzt  werden  können.  So  könne  man  z.  B.  die  Lösung 
der  Scliallgleicliung  für  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  („einen  Saal") 
aus  der  für  deu  unbegrenzten  Raum  erhalten:  doch  begnügt  er  sieh 
mit  dieser  Andeutung. 

Ausgedehnten  Gebrauch  von  dem  Spiegelungsprinzip  hat  dann 
namentlich  G.Lame  gemacht.  Schon  in  einer  seiner  ersten  Arbeiten'**^'') 
benutzt  er  es,  um  die  Lösimg  des  Problems  der  Wärmeleitung  für 
verschiedene  ebenfliichig  begrenzte  Körper  aus  der  für  das  reclit- 
winklige  Parallelepiped  abzuleiten. 

Bei  seinen  in  Nr.  90  besprochenen  LTntersuchungen  über  die  Fort- 
setzung nach  rückwärts  macht  auch  W.  Thojnson  vom  Spiegelungs- 
prinzip Gebrauch. 

99.  Die  mathematische  Formulierung  des  Huyghensschen 
Prinzips.  Solange  eine  genaue  (quantitative  F'ormulierung  der  Folge- 
rungen aus  der  Undulationstheorie  des  Schalles  und  des  Lichtes  nicht 
vorlag,  waren  die  Physiker  nach  dem  Vorgang  von  Chr.  Huyghens 
gewohnt,  sich  die  Anwendung  dieser  Theorie  auf  spezielle  Probleme 
dadurch  zu  erleichtern,  daß  sie  sagten:  ebenso  wie  zur  Zeit  <  =  0  vom 
Störungszentrum  eine  Welle  ausgeht,  breitet  sich  die  zu  irgendeiner 
späteren  Zeit  t  vorhandene  Bewegung  von  jedem  Punkte,  bis  zu  dem 
sie  dann  bereits  gelangt  ist,  weiter  aus,  so  daß  man  also,  um  die  Be- 
wegung zu  einer  Zeit  ^  -j-  t  zu  erhalten,  nicht  auf  den  Anfangszustand 
zurückzugehen,  sondern  nur  die  Wirkungen  der  zur  Zeit  t  bereits  vor- 
handenen Bewegungen  zu  summieren  braucht.  Die  dazu  erforderlichen 
Integrationen  wurden  in  praxi  häufig  dadurch  umgangen,  daß  man 
eben  mitnahm,  was  die  von  der  Erfahrung  her  bekannten  Resultate 
gaben,  und  vernachlässigte,  was  ihnen  zu  widersprechen  schien. 

Eine  quantitative  Behandlung  der  Frage  muß  vor  allem  zeigen, 
wie  die  von  den  einzelnen  Punkten  der  bereits  entstandenen  Welle 
ausgehenden  „wavelets"  nach  vorwärts  sich  summieren,  nach  rückwärts 
dagegen  sich  gerade  aufheben.  Für  die  geradlinige  Fortpflanzung 
der  Schallwellen  ist  das  schon  von  D.  Bernoulli  gefordert  und  von 
L.  Eider^^^^)  folgendermaßen  geleistet  worden:  wenn  zwischen  den  An- 


1985«)  J.  ic.  polyt  cah.  22  (1833)  (von  1829):  p.  HI4  c;eratles  Prisma  über 
einem  gleichseitigen  Dreieck,  p.  'i43  Hälfte  dieses  Prismas,  p.  247  gerades  Prisma 
über  einem  gleichschenklig -rechtwinkligen  Dreieck  (die  von  ihm  erwähnte  Be- 
handlung dieses  Problems  durch  Ostragradsky  scheint  nicht  veröffentlicht  zu  sein); 
p.  248  und  260  zwei  Tetraeder,  von  denen  das  eine  der  6.,  das  andere  der  24.  Teil 
eines  Würfels  ist. 

1986)  Berl.  bist.  1759[66],   p.  201;    1765[67],   p.  31U,  353;   auch  Oeuvres  de 

84» 
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fangselongationen  y^  und  den  Anfangsgeschwindigkeiten  v^  eine  der 
Relationen 

(1609)  «o=  +  S 

besteht,  so  ergibt  sich,  daß  in  den  Formebi  (485)  entweder  0^0  oder 
W^^O  sein  muß;  und  je  eine  dieser  Bedingungen  ist  für  je  eine  der 
nach  beiden  Seiten  vom  Störungszentruin  auslaufenden  Wellen  erfüllt, 
sobald  diese  sich  vollständig  voneinander  getrennt  haben. 

Für  die  Schallfortpflanzung  nach  drei  Dimensionen  läßt  sich  der 
Schluß  noch  in  derselben  Weise  durchführen,  wenn  die  Bewegung 
außer  von  der  Zeit  nur  vom  Abstand  vom  Störungszentrum  abhängt. 
Denn  wenn  eine  Funktion  m  von  r  und  i  allein  der  Gleichung  (1468) 
genügt,  so  genügt,  wie  ebenfalls  Euler^^^'')  gefunden  hat,  die  Funktion 

(1610)  2u-\-^-^^^^^^p 

der  Gleichung  der  Saitenschwingungen.  Daraus  folgt:  wenn  die  An- 
fangsstörung sich  ganz  innerhalb  einer  um  den  Koordinatenanfangs- 
punkt beschriebenen  Kugel  befindet,  so  ist  in  jedem  späteren  Augen- 
blick das  Störungsgebiet  zwischen  zwei  Kugelflächen  eingeschlossen, 
deren  Radien  beide  mit  der  Geschwindigkeit  1  wachsen.  Ist  u  nicht 
nur  von  r  und  t  abhängig,  so  gilt,  wie  S.  D.  Poisson^^^^)  zeigt,  Ent- 


Lagrange   14,  p.  164.     Erläuterungen  über   die   entsprechenden  Verhältnisse   bei 
Kugelschallwellen  bei  G.  G.  Stokes  Phil.  mag.  34  (1849),  p.  54  =  Papers  2,  p  85. 

1987)  Taur.  misc.  2^  (1760/61),  p.  9  =  Oeuvres  de  Lagrange  14,  p.  186: 
Berl.  bist.  1759[66],  p.  250.  In  der  im  Text  gegebenen  Form  ist  das  Resultat 
Eulers  übrigens  erst  von  Lagrange  formuliert,  Taur.  misc.  2j,  p.  74  =  Oeuvres  1, 
p.  215. 

1988)  J.  tc.  polyt.  cah.  14  (1808),  p.  334.  Auf  ganz  unklaren  Vorstellungen 
beruht  es,  wenn  J.  Challis  (Phil.  mag.  (2)  6  (1829),  p.  125;  Cambr.  trans.  3,  (1829), 
p.  306;  vgl.  auch  das  Referat  bull.  Ferussac  16  (1831),  p.  242)  dasjenige  parti- 
kuläre Integral  der  Gleichung  (1468),  das  die  Raumkoordinaten  nur  in  der  Ver- 
bindung r  enthält,  als  „the  proper  general  integral"  dieser  Gleichung  bezeichnet 
und  das  (Cambr.  trans.  3,  (1830),  p.  385;  Referat  bull.  Fe'russao  16  (1831),  p.  177) 
dahin  erläutert,  dieses  Integral  sei  allgemein  „as  regarding  the  mode  of  action 
of  the  particles  of  the  fluid  on  each  other",  das  von  Poisson  gegebene  „in  regard 
to  its  appUcation  to  any  proposed  instance";  dabei  aber  doch  noch  annimmt, 
(Cambr.  trans.  S^  (1829),  p.  310),  in  jedem  vom  Ursprung  der  r  ausgehenden  Ele- 
mentarkegel könne  die  Bewegung  eine  andere  sein.  Seine  Behauptungen  werden 
auch  dadurch  nicht  klarer,  daß  er  sie  noch  oft  wiederholt.  Camlir.  trans.  5^ 
(1834),  p.  175  scheint  er  zu  meinen,  das  genannte  Integral  sei  für  Bewegung  in 
der  Ebene  das  einzige  von  der  Lage  der  Koordinatenachsen  unabhängige;  ib. 
p.  177  (für  die  Ebene)  und  p.  180  (für  den  Raum)  betrachtet  er  die  Bewegung 
als  überall  rechtwinklig  zu  einer  Wellenfläche  und  zieht  die  Sätze  über  die 
gegenseitige  Lage  unendlich  benachbarter  Normalen  einer  solchen  herbei.    Schon 
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sprechendes  noch  von   dem  Mittelwert   der  Funktion  n  auf  einer  um 
das  Störungszentrum  beschriebenen  Kugelfläche: 

2n  +1 

(1611)  U^-J.^ffudfulH'. 

0      -1 

Die  Frage  ist  dann  wieder  akut  geworden,  als  Poisson  bald  nach 
dem  Erscheinen  der  ersten  Untersuchungen  Fresnels  auf  die  Schwierig- 
keiten hinwies,  die  einer  strengen  Begründung  des  Huyghensschen 
Prinzips  vmd  damit  der  aus  ihm  folgenden  Konstruktionen  des  reflek- 
tierten und  des  gebrochenen  Strahles  entgegenstehen^'*^).  Zu  einer  Ei-- 
ledigung  der  Frage  konnte  er  damals  schon  deswegen  nicht  gelangen, 
weil  er  Fresnels  Bezeichnung  des  Äthers  als  eines  Fluidums  zu  eng 
faßt  und  infolgedessen  nicht  die  Difi'erentialgleichungen  der  Elastizitäts- 
theorie, die  damals  eben  erst  von  Navier  aufgestellt  waren  "^''),  sondern 
die  der  Hydrodynamik  zugrunde  legt  und  höchstens  die  Koeffizienten 
der  longitudinalen  Elastizität  nach  den  drei  Koordinatenrichtungen 
verschieden  nimmt.  Fresnel  erwidert'^'*):  die  Erklärung  des  Umstandes, 
daß  kein  „mouvement  retrograde"  stattfinde,  sei  nicht  das  Ziel  seiner 
Untersuchungen  gewesen. 

Weiter  ist  die  Frage  in  England  besprochen  worden.    G.  B.  Airy 


S.  Earnshaw  (ib.  6j  (1837),   p.  211)  sagt  dem  gegenüber  „it  is  in  reality  a  very 
particular  integral". 

1989)  Ann.  chim.  phys.  22  (1823),  p.  250  =  Oeuvres  de  Fresnel  2,  p.  192. 
Nur  dieser  Auszug  aus  einer  der  Akademie  vorgelegten  Abhandlung  ist  ver- 
öffentlicht,-diese  selbst  nicht;  Poisson  hat  sich  vfohl  bald  selbst  überzeugt,  daß 
seine  Grundannahmen  zu  eng  waren.  Die  Resultate  auch  Bull.  F^russac  2  (1824), 
p.  16.  —  Vgl.  namentlich  die  Äußerung  Ann.  chim.  phys.  22,  p.  253:  „les  lois  de 
l'optique  .  .  .  appartiennent  ä  la  mecanique  des  fluides  et  non  ä  la  simple  geo- 
metrie."  —  Ein  sich  anschließender  Brief  an  Fresnel,  ib.  p.  270  =  Oeuvres  de 
Fresnel  2,  p.  207,  bespricht  besonders  die  Schwierigkeiten,  auf  die  man  geführt 
wird,  wenn  man  sich  von  der  Huyghensschen  Konstruktion  aus  verständlich 
machen  will,  daß  die  einmal  erzeugte  Welle  nur  nach  außen  und  nicht  zugleich 
auch  immer  wieder  nach  innen  sich  ausbreitet.  —  Die  Note  von  Fresnel,  ib.  21 
(1822),  p.  226  und  eine  andere  aus  dem  Nachlaß  von  Lagrange,  ib.  p.  241  (nicht 
in  den  Oeuvres  von  Lagrauge?)  betreflTen  nur  die  aus  dem  als  feststehend  ange- 
nommenen Huyghensschen  Prinzip  abzuleitenden  geometrischen  Konstruktionen, 
nicht  seine  eigene  Begründung. 

1990)  Paris  Mem.  7  (1828),  p.  375  (vom  Mai  1821). 

1991)  Ann.  chim.  phys.  23  (1823),  p.  37  =  Oeuvres  2,  p.  219.  Die  allgemeine 
Auseinandersetzung,  die  er  p.  48  gibt:  „in  der  fortschreitenden  Welle  summieren 
sich  die  Amplituden  der  einzelnen  wavelets,  nach  rückwärts  vernichten  sie  sich 
gegenseitig",  erledigt  die  Frage  nur  für  den  Fall  der  Bewegung  nur  nach  einer 
Dimension  und  ist  dann  mit  der  bereits  von  Euler  gegebenen  identisch. 
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begnügt  sich  mit  einer  ihn  selbst  nicht  ganz  befriedigenden'^'-)  Be- 
rufung auf  die  Analogie  des  Falles  der  eindimensionalen  Bewegung. 
Aber  schon  H.  T.^^^^)  fragt  im  Anschluß  daran,  wie  mau  denn 
eigentlich  die  Intensität  der  von  den  einzelneu  Punkten  der  augen- 
blicklichen WellenflUche  ausgehenden  Elementar  wellen  bestimmen  soUe; 
das  habe  weder  Fresnel  noch  Airy  gezeigt.  Sein  eigener  Versuch, 
diese  Frage  zu  beantworten,  führt  ihn  freilich  auf  ein  divergentes 
Integral  der  in  Nr.  30  besprochenen  Art,  und  der  Wert,  den  er  diesem 
zuschreibt,  führt,  wie  H.  G.  zeigt *^'*),  zu  dem  mit  der  Erfahi'ung 
im  Widerspruch  stehenden  Resultate,  daß  auch  im  Mittelpunkt  des 
Schattens  eines  nicht  mehr  als  klein  zu  betrachtenden  Schirmes  Licht 
vorhanden  sei.  Fh.  KdlancP^^")  versucht  dem  Problem  dadurch  bei- 
zukommen, daß  er  zunächst  für  eine  ebene  WeUe  fragt:  wie  muß  die 
Intensität  der  Elementarwelle  genommen  werden,  damit  das  bekannte 
Resultat  herauskommt?  Wird  mit  r  der  Abstand  irgendeines  Punktes 
der  ebenen  Welle  von  einem  in  ihrer  Ebene  liegenden  Koordinaten- 
anfangspunkt bezeichnet,  so  verlangt  das  die  Autiösung  der  Integral- 
gleichung: 

(1612;     jfir^)  sin  -^" iwt  —  //•-  +  }/)  ■  rdr  =  sin^ (tvt  —  b); 

0 

Kelland  kommt  mit  Hilfe  von  Sätzen  aus  Liouvilles  Theorie  der  Diffe- 
rentiation zu  beliebigem  Index  (Nr.  108)  zu  der  Lösung 

f(r')  =  -L 


1992)  Math,  tracts  2.  ed.,  Cambr.  1831,  p.  267:  „the  foUowing  answer  appears 
to  be  correct,  but  its  application  in  several  L'a?es  seems  doubtful." 

1Ö93)  Cambr.  math.  J.  3;  (1841),  p.  46.  Stokes  papers  2,  p.  288  nennt  A.  Smith 
als  den  Verfasser.  Er  bemerkt  p.  289,  daß  in  dessen  Untersuchung  der  Richtungs- 
unterschied der  den  verschiedenen  sekundären  Wellen  entsprechenden  Schwin- 
gungen nicht  beachtet  sei  Die  Annahme,  cos  oo  =  0  könne  man  dadui-ch  recht- 
fertigen, daß  man  nachher  noch  mit  dem  Polarwinkel  multipliziere  und  über  die 
Peripherie  integriere;  das  erläutert  er  paper.s  3,  p.  228  (in  einem  Brief  an  Kelland 
bezüglich  dessen  Untersuchung  Edinb.  trans.  15,  p.  315)  durch  Einführung  eines 
Konvergenzfaktors;  und  das  erstere  könne  man  rechtfertigen  für  eine  Richtung, 
die  uäherungsweise  mit  der  ursprünglichen  Wellennormale  zusammenfalle.  Man 
erhalte  dann  auch  wirklich  eine  Phasenverschiebung  von  ]   Wellenlänge. 

1994)  Ib.  4j  (1843),  p.  73.  Er  meint:  „the  principle  of  Hnyghena  .  .  .  canuot 
be  looked  upon  as  a  physical  principle  but  only  as  an  artifice  rendered  neces- 
sary  by  the  state  of  analysis,  and  which  will  not  always  represent  the  physical 
conditions  of  the  problem." 

1995)  Cambr.  trans.  7  (1841),  p.  169.  Ein  zweiter  Aufsatz  Edinb.  trans.  15, 
(1842),  p.  315. 
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bezeichnet  dieses  Resultat  aber  selbst  als  zweifelhaft.  Nachdrücklich 
sind  Scliwierigkeiteu  dann  von  R.  3Ioou^^^^)  hervorgehoben  worden: 
Wenn  gezeigt  sei,  daß  die  Bewegung  eines  Teilchens  im  wesentlichen 
nur  von  denjenigen  Teilen  der  primären  Welle  beeinflußt  werde,  die 
in  der  Nähe  der  durch  dieses  Teilchen  gehenden  Wellennormalen  liegen, 
dürfe  daraus  keineswegs  geschlossen  werden,  daß  man  diesen  Schluß 
auch  auf  sekundäre  Wellen  übertragen  dürfe.  Man  dürfe  auch  nicht 
sagen:  „Die  Funktion  ip{6)  eines  Winkels  ist  1  für  Ö  =  0  und  nimmt 
dann  nach  beiden  Seiten  rasch  ab;  also  darf  man  cp(6)  durch  1  er- 
setzen, wenn  man  nur  über  die  Umgebung  der  Richtung  der  Wellen- 
normale  integriert",  und  dann  doch  die  Integration  von  —  oo  bis  +  oo 
ausdehnt. 

VIII.   Sonstige  Auweiiduugen, 
100.  Ermittelung  des  Wertes  bestimmter  Integrale  auf  Grund  der 

Integraldarstellung  der  Koeffizienten  trigonometrischer  Reihen.  Ist  die 
Entwicklung  einer  Funktion  in  eine  trigonometrische  Reihe  auf  anderm 
Wege  als  unter  Benutzung  der  IntegraldarsteUung  der  Koeffizienten 
(Nr.  16)  gefunden,  so  kann  diese  Darstellung  umgekehrt  zur  Aus- 
wertung der  betrefi'endeu  bestimmten  Integrale  dienen.  So  leitet  z.  B. 
J.  L.  Raabe^^^'')   aus  den  Formeln   von  Nr.  2   die  Werte  der  Integrale 


^1fi1'^^  /     '^oa na  da 

^        '  «7    1  —  <*  cos  a 


ab.  Weitere  Beispiele  hat  0.  Schlömilclt  zusammengestellt^^^*);  Sum- 
matiou  nach  n  bzw.  Multiplikation  der  Entwicklungen  zweier  ver- 
schiedener Funktionen  liefert  ihm  noch  andere.^^^^)  D.  Bierens  de 
Haan-'"''')  leitet  aus  der  Integraldarstellung  der  Koeffizienten  der  Ent- 
wicklung von  log  Q  weitere  Formeln  durch  Differentiation  ab. 

101.  Ermittelung  des  "Wertes  beatimmter  Integrale  mit  Hilfe 
der  Fourierschen  Integralformel.  Daß  es  zuweilen  gelingt,  ein  be- 
stimmtes   Integral    dadurch    auszuwerten,    daß    man    es    in    eine    der 


1996)  Phil.  mag.  (3)  26  (184.5),  p.  90.  Er  gebraucht  die  strengsten  Aus- 
drücke; in  einer  zweiten  Abhandlung  27  (1845),  p.  46  entwickelt  er  ziemlich 
komplizierte  Vorstellungen  über  die  Isatur  der  Lichtwellen. 

1997)  Differential-  und  Integralrechnung  1,  Zürich  1839,  p.  279. 

1998)  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale,  Jena  1843,  p.  35. 

1999)  p.  38. 

2000)  Arch.  13  (1849),  p.  193.  Die  Differentiation  nach  n  p.  197  ist  jeden- 
falls ohne  weiteres  nicht  zulässig.  Die  Formel  (B)  auf  p.  209  ist  so,  wie  sie  dort 
steht,  nicht  richtig. 
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Fourierschen  Integralformeln  einführt,  daiüihaihereitsH.G.v.Sclimidten 
ein  Beispiel  gegeben'""'):  Führt  man 


(1614)  A-^)=/exp(-<^-^) 


dt 


in  die  Cosinusformel  (790)  ein,  so  kann  man  zuerst  die  Integration 
nach  «  mit  Hilfe  von  (947),  hierauf  ganz  elementar  die  nach  t  und 
endlich  die  nach  |  mit  Hilfe  von  (847)  ausführen;  man  erhält  so 
^j/jr  exp  ( —  2x)   [wie  auch  sonst  bekannt]. 

Auf  der  Benutzung  der    P^ourierschen   Integraldarstellung  beruht 
es  auch,  wenn  S.  D.  Poisson^'^°^)  zu  der  Gleichung  gelangt: 


J 


exp(— a;g)[(j)-j-  |)  cos  a:g  —  j  sinxgjgdg 
n    exp  (—  a;g,)  [{p  +  IJ  sin  ag,  +  g,  cos  a;|J 


4|,  2|,«+2i)i,+iJ« 

Eine  eigentümliche  Anwendung  des  Integralsatzes  findet  sich  noch 
bei  Cauchy''^"^)]  soll  das  Integral 

(1615)  J  =  J tos  x^y{i)mdl, 

0 

in  welchem  y  bekannt  ist,  durch  die  Funktion 
F{x)  =  j  cos  xlf{i,)d'E, 

0 

ausgedrückt  werden,  so  drückt  er  y  durch  das  Integral  aus: 

y{l)^—  j  j  cos  ll  cos  ai  ■  y{a)dlda 

ü      0 

und   ersetzt  die  Produkte  trigonometrischer  Funktionen  von  j  durch 


2001)  Ann.  de  math.  2  (1822),  p.  221;  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  392. 

2002)  Chaleur  p.  340.    Er  meint,  man  könne  den  Wert  dieses  Integrals  „par 

aucun    procöde    directe"    finden,    und  begnügt  sich   daher  mit  der  Verifikation 

einiger  Spezialfälle.    Übrigens   handelt  es   sich  um  ein  divergentes  Integral:   an 

1                                                i'— I, ' 
Stelle   des  Faktors  -^ —^  stand  ursprünglich  -r^ ,  ,'    — |  ,  und   es   war  zu 

^  =  0  übergegangen  worden. 

2003)  Mem.  prös.   1    (1827)  =  Oeuvres   (1)  1,   p.  152.     Entsprechendes   auch 
für  mehrere  Variable. 
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Summen,  so  kommt: 

+  00    00 

(1616)  J=^  II  cos  cc(l  —  x)y{l)F{a)dadl. 

-00   0 

102.  Darstellung  der  Wurzeln  von  Gleichungen  durch  Integrale. 

Daß  man  die  Lagiangesche  Reihe  (II  Bl,  Osgood,  Nr.  lö,  p.  44j: 

(1617)  ,_«=2'^'^S^", 

■*—^  «!        da 

n-l 

die  der  Gleichung 

(1018)  y  =  u-\-<p(^>j) 

genügt,  durch  ein  einfaches  bestimmtes  Integral  darstellen  kann,  hat 
bereits  M.  A.  Paisev(d  gezeigt ^'"'■').  Er  geht  davon  aus,  daß  man  die 
Reihe  (1617)  erhält,  wenn  man 


(1619) 

wo 

(1620) 

F         "S^  "          In,  inSy 

qp(c() 

^       ^  s«-i  v^'WJ 

■«       ,..-. 

q>{a) 

nach  H  von  0  bis  1  integriert  und  dann  nur  die  von  s  freien  Glieder 
beibehält.    Da  nun 

rp  yCg  +  g) 

u  ' 

l  —  —  (p{a  +  s) 

also 

0 

ist,  so  braucht  er  nur  noch  seinen  Integralsatz  (467)  anzuwenden,  um 
den  folgenden  Ausdruck  zu  erhalten: 

n 

(1621)    y  —  «  = /   j cos f  log iZ-l' +  J5^  —  sin«  arctg -jjrfv, 

0 

wobei 

A  -\-  Bi  =  1  —  e~"'y(«+  ^'') 
ist. 

S.  D.  Poisson^""^)  kommt  zu  einer  entsprechenden  Darstellung  für 


2004)  Paris  Mem.  pres.  1  (1806),  p.  567  (von  1804). 

2005)  J.  te.  polyt.  cah.  19  (1823\  p.  497. 
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eine  beliebige  Funktion  F  von  y,  indem  er  aus  den  Integralrelationen 

-  (cp  («))"  für  w  >  0 


(1622)    —  je-""  log  (1  —  e^>  («)) 


zunächst  die  Gleichung 


dx  = 

I  0         für  H  <  0 


n 

(1623)     --L-^  Je—-  -04i  [-  F'(a)  log  (1  -  e'^'cp{a))]dx 


'"  '^'^~^[F'(cc)i^ia)y] 


m!    da' 

ableitet  und  dann  nach  n  summiei-t;  er  erhält  so: 

(1624)  F{y)  —  F(a) 

=  —  2^  /  F\a  4-  e-^')  log  (1  —  e^'cpiK  -f  e-"))e-'"  dx, 

—  71 

was  für  -F(«)  ^  o;  in  die   von   Parseval  gegebene  Formel   übergeht; 
und  durch  partielle  Integration  noch: 

(1625)  F{y)-F{a) 


'^dx. 


G.  Libt-p""^)  gelangt  von  seiner  Formel  (601)  aus  zu  einer  Dar- 
stellung der  Wurzel  durch  ein  dreifaches  Integi-al,  von  der  er  selbst 
zugibt,  daß  sie  viel  weniger  einfach  ist  als  die  Parsevalsche. 

G.  Boole^"'^^'')  zeigt  durch  Einführung  einer  neuen  Integrations- 
variabein, daß 

^'„ffe^V  [(/■(«)  -  x)^i]F{a)da  =  F(m)^-^, 

wenn  /'(ii)  =  x.    Er  leitet  daraus  die  Umkehrungsformeln  von  Lagrauge 
und  Laplace  ab. 

Dagegen  erscheint  die  einfachste  Gestalt  der  hier  einschlagenden 
Formeln  bei  A.  Cauchy^'"'''),  der  von  seinen  Residuensätzen  aus  zu  der 


2006)  Torino  mem.  28  (1824),  p.  259  (von  1822). 

2006')  Dublin  trans.  21  (1848),  p.  136  (von  1846);  in  etwas  anderer  Dar- 
stellung Cambr.  Dubl.  j.  3  (1848),  p.  113. 

2007)  Exerc.  de  math.  1  (1826)  =  Oeuvres  (2)  6,  p.  421;  Andeutungen  auch 
schon  Paris  M^m.  4  (1819/20[24])  =  Oeuvres  (1)  2,  p.  9;  für  den  Fall,  daß  die 
Funktion  noch  einen  Parameter  enthält,  im  Turiner  memoire  p.  22.  Die  Formeln 
von  Cauchy  würden  sich  durch  partielle  Integrationen  aus  der  von  Parseval, 
Poisson  und  Jacobi  benutzten  Gestalt  ergeben. 
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Gleichung  gelaugt: 

(1020)  2jf"-')  =  2^J        H?^  ' 

—  n  ^ 

in  ihr  bedeutet  <p  irgendeine  im  Einheitskreis  reguläre  Funktion, 
und  die  Summe  ist  über  aUe  diejenigen  Wurzeln  der  Gleichung 
F{z)  =  0  zu  erstrecken,  deren  absoluten  Beträge  kleiner  als  1  sind. 
Diese  Determination  der  Wurzeln,  über  die  die  Summe  zu  erstrecken 
ist,  erscheint  auch  bei  C.  G.  Jacohi''^'"^),  bei  dem  die  Formel  weniger 
einfach  lautet 

(1627)     ^z^,  =  (-iy^^vr" 

n 

-|- -—  f  (sinnxarctg  ,- — (lo^nxXogyU'^^VAdx 

—  n 

Z7  4-  /F=  F(re^O 

und  die  Summe  über  alle  Wurzeln  zu  erstrecken  ist,  deren  absoluten 
Beträge  kleiner  sind  als  der  benutzte  Wert  von  r. 

In  weiteren  Abhandlungen  Cauchys  erscheint  dann  die  Verallge- 
meinerung dieser  Formel  für  ein  Ringgebiet  "'"'^)  und  für  einen  be- 
liebigen Bereich^'");  auch  für  Funktionen  von  mehreren  Veränder- 
lichen^»"). 

Daran    schließen    sich    dann-"'-)    die    Sätze    über   den   ,.calcul   des 


2008)  J.  f.  Math.  2  (1827),  p.6  =  Werke  6,  p.l9.  Ein  zweiter  Aufsatz  Jacobis, 
J.  f.  Math.  6  (1830),  p.  257  =  Werke  6,  p.  26  enthält  nichts,  was  für  uns  hier  in 
Betracht  käme. 

2009)  Turiner  memoire  p.  So. 

2010)  Zweites  Turiner  memoire;  im  .Auszug  Bull.  Ferussac  16  1,1831),  p.  121. 

2011)  Turiner  memoire  p.  48. 

2012)  In  einer  größeren  Abhandlung  „sur  les  rapports  qui  existent  entre  le 
calcul  des  residus  et  le  ealcul  des  limites",  lith.?  Turin  1832,  von  der  ein  übrigens 
alles  Wesentliche  enthaltender  Auszug  Bull.  Ferussac  16  (1831),  p.  123,  ein 
kürzerer  Paris  C.  R.  i  1837),  p.  21G  =  Oeuvres  (1)  4,  p.  38  und  eine  von 
A.  Lombardi  besorgte  italienische  Übersetzung  mem.  soc.  ital.  22i  (1839 1,  p.  91 
erschienen  ist.  Eine  dritte  Turiner  Abhandlung,  von  1833  die  italienisch  ib. 
p.  228  und  französisch,  mit  einem  2.  Teil  vermehrt  J.  Ee.  polyt.  cah.  25  (1S37), 
p.  176  =  Oeuvres  (2)  1,  p.  416  veröffentlicht  ist,  (ein  Auszug  auch  Paris  C.  R.  4 
1837),  p.  672  =  Oeuvres  (1)  i,  p.  45)  gehört  nicht  mehr  in  diesen  Gedanken- 
kreis, sie  macht  es  sich  im  Gegenteil  zur  Aufgabe,  den  genannten  Satz  vom  Zu- 
sammenhang mit  dem  Randintegral  losgelö.st  direkt  durch  Überlegungen  der  Anar- 
lysis  Situs  zu  beweisen;  und  das  gleiche  gilt  von  den  Beweisen,  die  Sturm  und 
Liouville  (J.  de  math    1  ^1836),  p.  278:   Reduktion  auf  die  Umgebung  eines  ein- 
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indices",  d.  h.  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Wurzeln  der  Gleichung 
M  -\-  iv  ^  0  innerhalb  eines  Bereiches  durch  die  Abzahlung  derjenigen 
Stellen  auf  seinem  Rande,  an  welche  der  Quotient  —  beim  Durch- 
gang durch  oo  von  positiven  zu  negativen  Werten  oder  umgekehrt 
übergeht. 

Andererseits  leitet  Ä.  Cauchy^"'-^)   aus   der  Fourierschen  Integral- 
formel die  folgende  ab: 

(1628)     /'*'"'  cos  (M)  cos  {rjB)  . . .  f(cc,  ß,  . .  .)dadß  ...dldri... 

dariu  bedeuten  Ä,  B,  .  .  .  irgendwelche  Funktionen  von  a,  ß,  .  .  .,  D 
ihre  Funktionaldeterminante,  und  die  Summe  ist  über  alle  diejenigen 
Lösungssysteme  der  Gleichungen 

A  =  0,  B=0,  ... 

zu  erstrecken,  die  dem  Integrationsgebiet  dieser  Variabein  angehören; 
nach  ^,  7],  .  .  .  ist  zwischen  den  Grenzen  —  oo  uad  -|-  oo  zu  inte- 
grieren. Insbesondere  nimmt  er-"^*)  im  Falle  n  =  1  für  A  und  B  den 
reellen  und  imaginären  Teil  einer  Funktion  des  komplexen  Arguments 
«  -|-  iß  und  erhält  so  Formeln  für  die  symmetrischen  Funktionen  der 
einem  gegebenen  Gebiete  angehörenden  komplexen  Wi;rzeln  einer  alge- 
braischen oder  transzendenten  Gleichung. 

E.  Murphy-^^^)    gibt    zunächst    die    Formulierung:    die    kleinste 
WurzeP"^^)   der   Gleichung  (p{x)  =  0  ist  entgegengesetzt  gleich  dem 


zelnen  Wurzelpunktes) ;  ebenso  Canchy  selbst,  (Paris  CR. 4  (1837),  p. 674  =  Oeuvres 
(1)  4,  p.  45)  und  Sturm  allein  (ib.  p.  290:  Untersuchung  der  Wertverände- 
rung von  arc  (M-j-fo));  ebenso  A.  de  Morgan,  Cainbr.  trans.  7,,  (1842),  p.  297  ge- 
geben haben.  Vgl.  dazu  die  Bemerkungen  Caiichys.  Paris  C.  R.  5  (1837),  p.  6  = 
Oeuvies  (1)  4,  p.  81,  die  Darstellung,  die  Moigno  (J.  de  math.  5  (1840),  p.  75; 
deutsch  bearbeitet  von  J.  A.  Grimert,  Ärch.  Math.  1  (1840),  p,  19)  von  diesen 
Dingen  gibt,  sowie  IB3a,  Runge,  Nr.  6,  p.  418. 

2013)  J.  Ec.  polyt.  cab.  19  (1823),  p.  538;  Bull.  F(5ru88ac  4  (1825),  p.  71;  vgl. 
auch  W.  n.  Hamilton,  Dubl.  trans.  19,  (1843),  p.  315. 

2014)  J.  Ec.  poljt.  cah.  19,  p.  542.  Auf  eine  Angabe  Laurents  hin,  (Paris 
C.  R.  17  (1843),  p.  349)  er  sei  im  Besitze  einer  Methode  „zur  Separation  der 
Moduln  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung"  ohne  Zuhilfenahme  der 
Gleichung  der  Quadrate  der  Wurzelditferenzen ,  bemerkt  Cauchy  (ib.  p.  370  = 
Oeuvres  (1)  8,  p.  17)  das  sei  schon  durch  seine  alten  Untersuchungen  gelöst. 

2015)  Cambr.  trans.  4,  (1831),  p.  129  (Auszug  bull.  Fe'russac  16  (1831),  p.  128); 
treatise  on  algebraic  equations  p.  77. 

2016)  Er  meint,  das  Verfahren  gebe  „analytisch"  jede  Wurzel,  „arithmetisch" 
die  kleinste;  über  die  Definition  der  „kleinsten",  wenn  sie  komplex  sind,  ist  er 
sich  übrigens  im  unklaren  (p.  138). 


103.  Analytische  Darstellung  des  reellen  und  des  imaginären  Bestandteils.     ]311 
Koeffizienten  von  x~^  in  dei-  Entwickluna;  von 


los 


cp(x) 


nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen  von  x;  und  allgemein^*"): 
sind  «j,  «3,  .  .  .,  «,„  die  m  kleinsten  Wurzeln  dieser  Gleichung,  /'  eine 
beliebige  Funktion,  so  ist  /"(«j)  +  f{a^)  +  •  •  •  +  /"(«„)  —  nif{0)  ent- 
gegengesetzt gleich  dem  Koeffizienten  von  x~^  in  der  Entwicklung  von 

Nachher^"'*)  zeigt  er,  daß  der  Koeffizient  von  x~^  in  der  Entwicklung 
irgendeiner  Funktion  F(x)  gleich 

e  +  ini 

(1629)  fF{^)^dd 

0 

ist,  und  schreibt  dann  auch  die  übrigen  Sätze  entsprechend  um.  Ä.  de 
Morgan  bemerkt  dazu^"*^):  die  Ableitung  beruhe  auf  der  sicher  nicht 
zutreffenden  Voraussetzung,  daß  nur  eine  solche  Entwicklung  einer 
Funktion  möglich  sei;  diese  Schwierigkeit  falle  bei  der  umgekehrten, 
mit  den  Integi-altheoremeu  beginnenden  Ableitung  weg,  weil  sich  aus 
dieser  selbst  ergebe,   welche  Entwicklung  man   zu  nehmen  habe.^"^") 

103.  Analytische  Darstellung  des  reellen  und  des  imaginären 
Bestandteils  einer  Funktion  komplexen  Arguments  vermittelst  ihrer 
Werte  für  reelle  Argumente -''^\).  Die  Aufgabe:  wenn  eine  Funktion 
reellen  Arguments  f\x)  gegeben  ist,  den  reellen  und  den  imaginären 
Teil  derjenigen  Funktion  f(z)  analytisch  darzustellen,  die  entsteht, 
wenn  man  in  f(x)  an  Stelle  von  x  ein  komplexes  Argument  z  =  x-{-iy 
einführt,  hat  sich  zunächst  bei  hydrodynamischen  Problemen  darge- 
boten. Schon  J.  d' Alembert-^-'^)  hatte  das  Problem  der  ebenen  Potential- 
bewegung auf  die  Aufgabe   reduziert,   zwei  Funktionen  M,  N  von  x 


2017)  p.  138;  p.  133  für  w  =  1,  p.  135  für  /'(x)  =  x. 

2018)  p.  146.   Die  Beziehung  zum  Parsevalschen  Satz  bemerkt  er  selbst  p.  150. 

2019)  Differential  aud  integral  calculus,  Lond.  183(i/41,  p.  328,  644.  [Man 
muß  diejenige  Entwicklung  nehmen,  die  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  kon- 
vergiert.] 

2020)  ./.  Cookie  macht  Phil.  mag.  (3)  32  (1848),  p.  421  darauf  aufmerksam, 
daß  das  Verfahren  bereits  bei  Lagrange,  Berl.  Mem.  f.  1768,   p.  261  sich  finde. 

2021)  Man  vergleiche  hierzu  die  Vorarbeiten  zur  Geschichte  der  Funktionen- 
theorie im  18.  .Jahrhundert  von  P.  Stiickel,  Bibl.  math.  (3)  1  vieOCt,  p.  109;  2 
(1901),  p.  111. 

2022)  Essai  d'une  nouvelle  theorie  de  la  resistanoe  des  fluides,  Paris  1752, 
cbap.  4,  p.  60. 
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und  y  so  zu  bestimmen,  daß  Mdx  -\-  Ndy  und  Ndx  —  Mdy  gleich- 
zeitig vollständige  Differentiale  du,  dv  werden ;  auch  hatte  er  gezeigt  ^''^^), 
daß  dazu  v  +  iu  eine  Funktion  von  x  —  iy,  v  —  iti  eine  solche  von 
X  -f-  iy  sein  muß,  allerdings  nur,  indem  er  die  für  reelle  Argumente 
bzw.  Verbindungen  der  Argumente  geltenden  Sätze  über  die  Abhängig- 
keit und  Unabhängigkeit  von  Funktionen  voneinander  ohne  weiteres 
auch  auf  komplexe  Vei'bindungen  übertrug.  L.Euler""-*)  fügt  dem  bei: 
soll  i«  +  iv  =f(x  —  iy)  werden  und  sich  für  </  =  0  auf  eine  gegebene 
Funktion 

(1630)  f{x)  =2'(^«  +  '"■^")^'' 

71  =  0 

reduzieren,  so  setze  man 

X  —  iy  =  r(cos  (p  —  i  sin  gp); 


dann  wird: 
(1631) 


u  =  S(Ä„  cos  n(p  +  -B„  sin  n(p)r'', 
V  =  ^(i?„  cos ntp  —  A^  sin n<p)r''. 


Daraus  ergeben  sich  für  das  hydrodynamische  Problem  die  Gleichungen 
des  Systems  der  Stromlinien;  unter  ihnen  muß  bei  geeigneter  Spe- 
zialisierung der  Konstanten  auch  die  Gleichung  der  etwa  voriiandenen 
festen  Wand  enthalten  sein.  Dabei  steUt  sich  aber  sogleich  eine 
Schwierigkeit  ein,  auf  die  d^ Alemhert^^^^)  aufmerksam  macht:  es  müßte 


2023)  p.  61. 

2024)  Berl.  Mem.  175.ö[57],  p.  357.  Schon  Lagrange  (Taur.  miso.  3  (1765  66) 
=  Oeuvres  1,  p.  506)  macht  darauf  aufmerksam,  daß  dieses  Verfahren  nur  anwend- 
bar sei,  wenn  die  Funktion  f{x)  „connue  analytiquement" ,  nicht  wenn  sie  „ne 
donnee  que  mecaniquement"  sei.  Ähnlich  Poisson  (Pai-is  Mem.  3  (1818[20]),  p.  173; 
chaleur  p.  172)  und  Cournot  (Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  410). 

2025)  Opuscules  mathematiques  1,  Paris  1761,  p.  140.  Er  behauptet  sogar 
(auch  noch  5  (1868),  p.  42),  wenn  die  Gleichung  der  Wand  nicht  die  angegebene 
Form  habe,  sei  das  Problem  analytischer  Behandlung  überhaupt  nicht  zugäng- 
lich. Er  übersieht  dabei,  daß  die  Gleichung,  wenn  sie  auch  nicht  in  der  ge- 
wünschten Form  gegeben  ist,  doch  immer  auf  sie  gebracht  werden  kann;  wie  er 
übrigens  später  (ib.  5  (1768),  p.  111)  selbst  durch  Beispiele  zeigt.  —  Die  Ableitung 
von  f{x  -\-  iy)  aus  f\x)  mit  Hilfe  der  Potenzreihe  erscheint  auch  wohl  in  der 
symbolischen  Form: 

f{x  +  iy)  =  cos  (y  j-^  f{x)  +  i  sin  [xj  ^'_^j  f{x) ; 

so  bei  M.  Goodwin,  Cambr.  trans.  8,  (1847),  p.  344.  (Auszug  phil.  mag.  (3)  30 
(1847),  p.  367.  Cambr.  Dubl.  j.  1847,  p.  228  Verallgemeinerung  für  den  Fall  daß 
fix)  imaginäre  Koeffizienten  hat.  Auch  G.  G.  Stokes  schreibt  so  Cambr.  trans.  7, 
(1842),    p.  442  =  Papers   1,    p.  4).     Auch  bei  komplexen   Funktionen,    indem    er 
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demnach  die  Gleichung  der  Wand  immer  auf  die  Form:  imaginärer 
Teil  einer  Funktion  von  x  -\-  iy  gleich  einer  Konstanten  gebracht 
werden  können,  während  doch  nicht  jede  Funktion  von  x  und  y  als 
ein  solcher  Bestandteil  angesehen  werden  kann. 

J.  L.  Lagratigc^"-'')  behandelt  dann  die  Aufgabe,  zwei  Funktionen 
komplexen  Arguments  so  zu  bestimmen,  daß  die  Gleichung 

0(.i  -\-  iy)  —  'i'(x'  —  iy)  =  einer  gegebenen  Konstanten  H 

längs  gegebenen  Begrenzungslinien  erfüUt  ist.  Er  reduziert  die  Frage 
zunächst  für  den  Fall,  daß  alles  zur  x-Achse  symmetrisch  ist,  auf 
zwei  einfachere,  in  denen  ^  entweder  =  $  oder  =  —  $  ist.  Wenn 
die  Begrenzungen  von  Geraden  y  =  ^xtgl}i  gebildet  sind,  ergibt 
sich  die  Lösung  aus  seinem  schon  früher  erwähnten  allgemeinen  An- 
satz; er  erhält  so  nach  längerer  Rechnimg  und  unter  Benutzung  diver- 
genter Reihen: 

~  än  +  l 

(1632)  a>(a;)  =  yl?+2a„a;    ^ 

bzw. 

IT  ^  ^         1^ 

(1633)  0(x)  =  _^-^-.  log  X  +  ^  a^x"-  . 

Durch  Grenzübergang  kommt  er  auch  noch  zu  dem  Fall,  daß  die  Be- 
grenzung von  zwei  parallelen  Geraden  gebildet  wird.  Nachher  setzt 
er  noch  eine  Gleichung  der  Form 

(1634)  f{x  -f  iy)  +  f[x  —  iy)  =  aj{x)  -{-^  (fix  +  ny)  -f  f(x  —  ny)) 

n  =  l 

an,  entwickelt  beiderseits  nach  Potenzen  von  y  und  vertauscht  rechts 
die  Summati onsreihenfolge;  durch  Koeffizientenvergleichung  erhält  er 
dann  zur  Bestimmung  der  «„  ein  unendliches  System  linearer  Glei- 
chungen und  durch  dessen  Auflösung  die  Werte*"*'): 

(lb3o)        «0  =  -Y^~ ,    «n  =  (—  1/'  — J^\_       ®in ^ 

f{z,  iii)  ^  0  in 

OOB  [y  jA  fix,  iv)  =  0, 

zerlegt. 

2026'  Taur.  misc.  3  (176566)  =  Oeuvres  1,   p.  499.    Vgl.  auch  seine  Briefe 
an  d'Alembert,  Oeuvres  13,  p.  22,  30. 

2027)  Oeuvres  1,  p.  510;  13,  p.  44. 
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mit  der  an  und  für  sich  noch  willkürlichen  Konstanten  a,  die  er,  um 
raschere  Konvergenz  zu  erzielen,  gleich  1  nimmt. 

J.d'Älembert  bemerkt ^''^*)  zu  Lagranges  erstem  Verfahren:  daß  die 
von  diesem  angegebenen  Ausdi-ücke  den  Bedingungen  wirklich  ge- 
nügten, könne  man  leicht  mit  Hilfe  der  schon  früher  von  ihm  auf- 
gestellten Formeln  für  Potenzen  mit  komplexer  Basis  und  komplexem 
Exponenten  nachweisen.  Statt  Lagi-anges  zweite  Formel  zu  benutzen, 
könne  man  auch  neben  der  Taylorschen  Reihe,  d.  h.  der  Darstellung 
der  ersten  Differenz  der  Funktion  /'(a)  durch  ihre  Differentialquotien- 
ten, noch  die  entsprechenden  Darstellungen  der  höheren  Differenzen 
mit  heranziehen ^"^^j;  aber  auch  davon  habe  man  nichts^"**):  bei  einer 
„algebraischen"  Funktion  brauche  man  es  nicht  und  bei  einer  „dis- 
kontinuierlichen" könne  man  es  nicht  anwenden,  da  die  benutzten 
Formeln  Stetigkeit  aller  Ableitungen  voraussetzten. 

Einige  Jahre  später  kommt  er  noch  einmal  auf  die  Frage  zu- 
rück. Er  geht  jetzt  von  der  Bemerkung  aus^"''),  daß  man  den  Be- 
dingungen f{x  -]-y)  —  /'(.^'  —  y)  =  const  für  x  =  a  und  für  x  =  b 
durch  eine  periodische  Funktion  genügen  könne;  eine  solche  stellt  er 
zuerst  durch  eine  Entwicklung  nach  Potenzen  trigonometrischer  Funk- 
tionen dar,  ersetzt  diese  dann  aber  durch  eine  Entwicklung  nach  den 
Funktionen  der  Vielfachen  des  Arguments.  Indem  er  dieses  Resultat 
ohne   weiteres^'''")   auch   auf    den    Fall    überträgt,    daß    an    Stelle    des 


2028)  Taur.  misc.  3,  p.  383;  vgl.  auch  seinen  Brief  an  Lagrauge  in  dessen 
Oeuvres  13,  p.  26.  Wenn  d'Alembert  meint  (p.  385  bzw.  28;  vgl.  auch  opusc.  b, 
p.  109),  für  den  Fall,  daß  die  Begrenzung  die  a;-Achse  schneidet,  sei  nur  der 
Wert  0  von  S  zulässig,  so  erkennt  er  nicht,  daß  dann  der  Ursprung  ein  singu- 
lärer  Punkt  ist;  und  wenn  er  weiter  meint,  derselbe  Wert  müßte  dann  auch 
ffir  jede  Stromlinie  gelten,  die  die  Achse  trifft,  so  erkennt  er  nicht,  daß  die 
Stromlinien  die  Achse  alle  in  demselben  singulären  Punkt  treffen  können. 

2029)  Taur.  misc.  3,  p.  391.  d'Alembert  meint,  das  gebe  „une  [formule] 
toute  difförente" ;  tatsächlich  muß  es  auf  dieselbe  Formel  führen.  Aber  darin  hat 
er  i'echt,  daß  sein  Verfahren  direkt  erkennen  läßt,  wie  die  Reihe  rechts  abbricht, 
wenn  für  f{x)  eine  rationale  ganze  Funktion  genommen  wird.  Weitere  Aus- 
führungen hierzu  gibt  er  noch  opusc.  5,  p.  123. 

2030)  Taur.  misc.  3,  p.  393;  opusc.  5,  p.  130.  Was  A.  Genoccln  (Ann.  sc. 
mat.  8  (18.Ö7),  p.  398)  dazu  bemerkt,  entscheidet  nicht:  die  Anwendung  der  New- 
tonschen  Interpolationsformel  auf  andere  als  rationale  ganze  Funktionen  verlangt 
eine  Konvergenzuntersuchung;  und  wenn  er  statt  dessen  ein  Restglied  hin- 
schreibt, so  führt  die  Frage  nach  der  Zulässigkeit  der  Einführung  komplexer 
Argumentwerte  in  dieses  auf  das  Hauptproblem  selbst  zurück. 

2031)  Opusc.  5  (1868),  p.  50;  weitere  Ausführungen  p.  95. 

2032)  p.  96  beruft  er  sich  zur  Rechtfertigung  dieser  Behauptung  auf  die 
Entwicklung  nach  Potenzen  von  y. 
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reellen  y  eine  imaginäre  Größe  iy  tritt,  kommt  er  zu  dem  Resultat, 
man  könne  die  von  Lagrange   behandelte  Aufgabe   durch   den  Ansatz 

(1636)  f\x  -\-  iy)  =  ^Ä^  cos  (nx  -f-  n  iy) 
oder: 

(1637)  f(x  4"  iy)  =  ^-4.„  sin  [nx  +  n  iy) 

augreifen.  Nachher  ^'''^)  wendet  auch  er  Lagranges  erstes  Verfahren 
(die  Reduktion  auf  eine  Differentialgleichung  unendlich  hoher  Ordnung) 
an;  durch  andere  Anlage  der  Rechnung  kommt  er  auch  von  diesem 
aus  zur  Lösung  durch  eine  trigonometrische  Reihe. 

Zu  einer  wirklichen  Lösung  der  Aufgabe  in  der  Form  (1636)  oder 

(1637)  ist  d'Alembert  nicht  gelangt,  da  er  die  ihm  zwar  bekannte  Dar- 
stellung der  Koeffizienten  trigonometrischer  Reihen  durch  Integrale 
für  die  Entwicklung  willkürlicher  Funktionen  zu  benutzen  nicht  für 
zulässig  hielt.  Das  hat  erst  Fourier  getan,  der  in  der  Tat  im  An- 
schluß an  seine  Nr.  74  besprochenen  Untersuchungen  ausdrücklich 
sagt '"*'):  der  reelle  Teil  derjenigen  Funktion  komplexen  Arguments, 
die  sich  für  (/  =  0  auf  f(x)  reduziert,  läßt  sich   durch  die  Reihe: 

(1638)  u  =  — -^  e^'"-'  sinw  x  I  f(a)  sin  nccda 

1  =  1  0 

oder,  was  wegen  (1212)  dasselbe  ist,  durch  das  bestimmte  Litegral 

(1639)  u  =-@tn?/  TL-, ~ —  ^, ^-^^-Af(cc)da 

^         -^  ^  J    \  (£oJ  y  —  C03  {x  —  a)        (So|  y  —  cos  (a;  -(-  «)  J '  ^  • 


2033)  p.  106.  Er  schreibt  2  A,,a\nmt  cos  ny ,  ohne  zu  beachten,  daß  das  ja 
identisch  null  wäre;  er  müßte  das  sin  nn  mit  in  die  Konstante  hineinnehmen. 
Nachher  (p.  108,  114)  redet  er  doch  wieder  so,  als  ob  er  glaubte,  man  käme 
zu  noch  allgemeinereu  Lösungen,  wenn  man  neben  den  trigonometrischen  Funk- 
tionen der  Vielfachen  des  Arguments  auch  noch  Potenzen  von  ihnen  mit  in  die 
Reihe  aufnehme. 

2034)  Theorie  Nr.  237  =  Oeuvres  1,  p.  237.  Über  den  Grad  der  Allgemein- 
heit dieser  Lösung  drückt  er  sich  einigermaßen  unbestimmt  aus;  tatsächlich  ist 
sie  dadurch  spezialisiert,  daß  sie  füi-  y  ^ -|- c»  gegen  0  konvergiert;  und  außer- 
dem ist  sie  auf  den  Fall  beschrankt,  daß  für  f{x)  eine  ungerade  periodische 
Funktion  genommen  wird  bzw.  die  etwa  nur  für  ein  bestimmtes  Intervall  vor- 
geschriebenen Funktionswerte  dieser  Forderung  gemäß  über  das  Intervall  hinaus 
fortgesetzt  werden.     Vgl.  Note  1667  u.  1668.  —  Die  Reduktion  von 

"V,        ,  y.  C08(2H+l)a;     _  (3  n  +  l)  y 

^^        '         2W-I-1       * 
auf  arctgp;-; auch  bei  D.  F.  Gregory  Cambr.  math.  j.  2  (1838),  p.  118. 

Encyklop.  d.  math  Wijsensch      II  1.  85 
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ausdrücken.  Er  hat  dann  aiich^*^^)  seine  Integraldarstellung  zu  dem 
gleichen  Zwecke  benutzen  wollen,  indem  er  in  ihr  einfach  x  durch 
X  -\-  iy  ersetzt.  Die  Frage,  unter  welchen  Umständen  das  erlaubt 
ist,  hat  S.  I).  Poisson^"^^)  wenigstens  an  Beispielen  untersucht.  Er 
findet,  daß  das  für  f\x)  =  sinpx  oder  f{x)  =  cospx  der  Fall  ist, 
wenn  i?  >  0  genommen  und  die  Formel  so  verstanden  wird,  daß  zu- 
erst nach  I  bis  zu  einer  endlichen  Grenze  m,  hierauf  nach  u  integriert, 
endlich  zu  ra  =  oo  übergegangen  wird.  Für  f{x)  =  (1  -|-  a;")~^  da- 
gegen findet  er  es  bequemer,  zuerst  nach  a  zu  integrieren;  dann  gibt 
die  Formel  das  richtige  Resultat  nur,  solange  der  imaginäre  Bestand- 
teil von  X  absolut  kleiner  als  1  ist;  sonst  werden  die  Integrale  un- 
bestimmt. 

A.  Camhy  will  die  Schwierigkeit  durch  Zufügung  eines  Konver- 
genzfaktors beseitigen.  Indem  er  dann  wie  in  Nr.  77  verfährt,  ge- 
langt er  zu  der  FormeP"^') 

+  00 

( 1 640)  t\x  +  iy)  =  -^  lim  |  exp  ^J  /  e' '''-  cos  ^'  f{x-^2a  yö)  da 

y  +«> 

+  y  ^^pÄj  *""'  coB'^.f'{x  +  2aYd)dadyy 

0  -00  ' 

N.  H.  Abel  glaubte  in  einer  Jugendarbeit^"**)  die  Aufgabe  durch 


2035)  Thtorie  Nr.  420  =  Oeuvres  1,,  p.  505;  Ann.  chim.  phys.  3  (181(5),  p.  361. 
So  wie  er  die  Integrale  schreibt  (Integration  zuerst  nacb  |),  sind  sie  freilich  auf 
jeden  Fall  sinnlos,  wie  G.  Baihotix  in  einer  Note  zu  der  Stelle  mit  Recht  her- 
vorhebt. 

2036)  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  ("18201,  p.  459;  einige  Andeutungen  auch  schon 
Bull,  philomat.  1822,  p.  137.  Er  bemerkt  an  der  erstgenannten  Stelle:  man  dürfe 
nicht  etwa  den  Beweis  für  die  Gültigkeit  der  Formel  auch  für  komplexe  Argu- 
mentwerte dadurch  führen  wollen,  daß  man  einfach  x  durch  x-\-iij  und  danu 
tt  durch  ci  —  iy  ersetze;  denn  das  würde  heißen,  von  der  einen  Grenze  des  Inte- 
grals zur  andern  durch  andere  Werte  als  vorher,  nämlich  durch  komplexe  gehen, 
eine  der  Stellen,  an  denen  Poisson  die  Abhängigkeit  eines  Integrals  vom  Inte- 
grationswege streift. 

2037)  Bull,  philomat.  1821,  p.  151;  J.  Ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  567.  An 
der  letzteren   Stelle   setzt   er  auseinander:    man   könne  f{x-\-iy)  definieren   als 

„diejenige  Lösung   der   Gleichung  -5  =  t  — ?  ,  die  sich  für  ii  =  0  auf  fix)  redu- 
cy         dx 

ziert";   aber   das   führe   auch   wieder  nur  auf  die  Integration   der  Laplaceschen 

Gleichung.    Eine  Untersuchung  der  Gültigkeitsbedingungen  der  Gleichung  (1640) 

wäre  vielleicht  auch  jetzt  noch  von  Interesse. 

2038)  Mag.  f.  naturvid.  1  (1823)  =  Oeuvres  1,  p.  20.  Die  Zeichen  der  abso- 
luten  Beträge   fehlen  bei   Abel,   müßten   aber  jedenfalls   stehen.    Abel   will   die 
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das  Doppelintegral 

(1641)   f\x  +  iij)  ^„^„ 

+  f[x  —  iy)  =  — ^=  1     /  f{x  +  t)  exp  { —  v-t  —  v-if)  v \  dtdv 

gelöst  zu  haben.    Würde  man  in  ihm  (was  Abel  nicht  tut)   die  Inte- 
gration nach  V  zuerst  ausführen,  so  würde  man  die  Gleichung 


+  0D 

(1642)  fix  +  iy)  +  f{x  -  iy)  =  "^'-'/g^ 


dt 


erhalten,  die  eine  gewisse  Verwandtschaft  mit  Cauchjs  Residuen- 
formeln ^«ä») 

+  00 

(1643)  Jß^=2nf{iy), 

(1644)  fmrfk^^^^^^fiiy)        iy^O) 

0 

(1645 ,  JM^-J)  ^f^  =  ^f^y) 

0 

aufweist.  Aber  diese  Formeln  gelten  nur  unter  bestimmten  Voraus- 
setzungen über  die  Funktion  f{z)]  und  aus  dem  Liouvilleschen  Fun- 
damentalsatz  (IIB  1,  Osgood,  Nr.  4,  p.  19)  zusammen  mit  dem  Sym- 
metriesatz (ib.  Nr.  20,  p.  57)  geht  hervor,  daß  diese  Voraussetzungen 

Formel  beweisen,  indem  er  rechts  f(x  +  *)  nach  Potenzen  von  t  entwickelt  und 
gliedweise  integriert;  dabei  schreibt  er  freilich,  wie  /.  Bertrand,  Ann.  di  mat.  1 
(1858),  p.  löG  mit  Recht  einwendet,  divergenten  Integralen  endliche  Werte  zu; 
und  auch  wenn  man  das  dadurch  heilen  wollte,  daß  man  sie  als  „integrales 
extraordinaires"  '"*)  aulfaßte  oder  durch  Schleilenintegrale  (H  B  1,  O^govä, 
Nr.  17,  p.  ölj  ersetzte,  bliebe  immer  noch  die  Unmöglichkeit,  die  gliedweise 
Integration  zu  rechtfertigen. 

'2039)  Mem.  sur  les  int.  def.,  Paris  1825,  p.  61,  62;  exerc.  de  math.  1  (1826) 
=  Oeuvres  (2)  6.  p.  138;  Gerg.  Ann.  17  (1827),  p.  91,  92.  Von  diesen  Formeln 
unterscheiden  sich  übrigens  nur  durch  die  Bezeichnung  diejenigen,  die  Abel  in 
einer  anderen  Jugendarbeit  (Oeuvres  2,  p.  79;  zuerst  1839  in  Holmboes  Ausgabe 
publiziert)  gewinnt,  indem  er  in  den  Integralrelationen  (847),  '848),  (859)  die 
Variable  x  durch  das  DiflTerentiationssymbol  djdx  ersetzt  und  an  der  Funktion 
f{x)  operiert.  Formeln  ähnlicher  Art  stehen  übrigens  auch  bei  H.  Vernier,  Gerg. 
Ann.  15  (1830),  p.  178  und  bei  v.  Schmidten,  3.  f.  Math.  5  (1830),  p.  396.  Schlö- 
milche  Beweis  der  Abelschen  Formeln  fArch.  12  (1849>,  p.  139)  setzt  voraus  daß 
f"(z)  rechts  von  der  Achse  der  rein  imaginären  z  endlich  bleibt.  Hat  man  es 
unter  dieser  Voraussetzung  wirklich  mit  einer  Lösung  zu  tun? 
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nicht  erfüLlt  sein  können,  wenn  f(x)  für  reelle  Werte  von  x  reell  und 
nicht  konstant  ist.^"*») 
Die  Gleichungen 

0 

(1647)       f^^^du  =  I-  [F(re-«)  -  i^(0)] 
(1648;       f^'^  =  Y^(r)-F(re-^y] 

0 

in  welchen  Fire'")  =  0{r,  ti)  +  i  W{r,  u)  ist,  stehen  auch  bei  O.Schlö- 
milch^"''^).     Er  erhält    sie    aus    den  trigonometrischen  Entwicklungen 
nach   den  Funktionen   der  Vielfachen   von  u   mit  Hilfe   der  Formeln 
von  Nr.  59b  durch  gUedweise  Integration. 
Bei  jR.  Hoppe-'^^^)  steht  die  Gleichung 


•isnn 

(1649)      jf'ix)  log  (1  —  2>-  cos  X  +  r^) 


dx 


+  00 

=  rJlfCinn  +  ix)  -  f{ix)  -  fClHTt)  +  /-(O)]  ^/^  ^  ; 

er  leitet  sie  zunächst  für  f{x)  =  x'" ^ ^  ab  und  daraus  dann  allgemein. 

Daß  ein  Ausdruck  der  Form 
(1650)  u  =  /;  (^  +  iy)  +  f._{x  —  hl) 

nicht  nur  dann  ein  reelles  Resultat  gibt,  wenn  f\  und  fi  identisch 
sind,  sondern  auch  dann,  wenn  sie  konjugiert  komplex  sind,  ist  nicht 
sogleich  bemerkt  worden;  J.  Cliallis  übersieht  es  noch  1S29-**')  und 
1834.ä»**j 

S.  Earnshair'^"^'")   scheint   zu   meinen,   daß   mau  eine  allgemeinere 


2040)  Für  fix)  =  exp  x  gelangt  Abel,  wie  Bertraiid  ebenfalls  bemerkt,  nur 
durch  einen  Rechenfehler  zum  richtigen  Resultat. 

2041)  Analjt.  Studien  •_',   Leipzig  1848,   p.  117:   p.  122  auch  entsprechende 
Formeln  mit  a-  —  u'  im  Nenner. 

2042)  J.  f.  Math.  40  (1850),  p.  141. 

2043)  Phil.  mag.  (2)  6  (1829),  p,  12Ü.    Vgl.  die  scharfe  Kritik  von  J.  Berhand, 
Paris  C.  R.  23  (1846),  p.  827. 

2044)  Cambr.  trans.  5^  1,1834),  p.  175. 

2045)  Cambr.  trans.  H^  (1837),  p.  208;   p.  223  analog  für  drei  unabhängige 
Variable. 
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Lösung  als  (1650)  erhalte,  wenn  man  eine  Summe 

über    alle    möglichen   Werte   der  Konstanten   u,  ß   erstrecke,    die   der 
Bedingung  er  -\-  ß^  =  0  genügen. 

li.  Murpluj  gibt  die  eigentümliche  Darstellung-"^^): 

/^  ,  ,     ,   . %  d"  [u  exp  • —  I 

(1651)  --4i:i')'<'-}^}^,M--ih)j^^^' ' 

wobei: 

(1652)  «  =  -Le.p(^!l^^) 


//       I    IN        ^    d"(  fix)  exp  {--'')) 

1  ^^^  /(w  +  l)nx\       V  \       2/  // 

rf(^exp-j 


6r.  Plana^"^^)  ersetzt  Lagranges  Auflösung  des  unendlichen  Glei- 
chungssystems durch  eine  übersichtlichere,  benutzt  aber  dabei  auch 
divergente  Reihen.  Von  seinen  Beispielen  führt  schon  "j/^  auf  einen 
imaginären  Ausdruck  für  eine  reelle  Größe:  er  verläßt  daher  das  Ver- 
fahren wieder  und  wendet  sich  zu  trigonometrischen  Reihen. 

A.  Genocchi  bemerkt^"^*),  Lagranges  Gleichung  (1634)  ergebe  sich 
unmittelbar  aus  der  gewöhnlichen  Lagrangeschen  Interpolationsformel 
(I  B,  la,  Netto,  Nr.  3,  p.  229),  wenn  man  diese  für  unendlich  viele 
gegebene  Argumentwerte  in  Anspruch  nehme.  Er  will  aber  diese 
Bemerkung  selbst  nicht  für  einen  Beweis  ausgeben,  verweist  vielmehr 
auf  Cauchys  Residuenformeln;  da  er  aber  diese  nur  in  ihrer  unvoll- 
kommenen ersten  Gestalt  kennt,  so  sind  die  Gültigkeitsbedingungen 
für  die  Gleichung  (1634)  auch  bei  ihm  ungenügend  angegeben.  Wenn 
diese  Bedingungen  ei-füllt  seien,  so  könne  man  aus  ihr  folgern,  daß 
die  Fouriersche  Integralformel  dann  auch  für  rein  imaginäre  Argu- 
mentwerte in  Anspruch  genommen  werden  dürfe  *"*'*).  Planas  Beweis 
verwirft  er  wegen  der  Benutzung  der  divergenten  Reihen.*"^") 

Plana   bemerkt  noch'-'"^'):    wenn  die  Benutzung   des  unendlichen 


2046)  Cambr.  trans.  8,  (1830),   p.  430.     y  ist   bei  den  Differentiationen  als 
konstant  zu  behandeln. 

2047)  Torino  mem.  16  (1857),  p.  99. 

2048)  Ann.  sc.  8  (1857),  p.  398. 

2049)  p.  419.     Die    im   Anschluß    daran    erwiJhnten   Versuche    italienischer 
Hydrauliker  scheinen  nur  zu  ganz  partikulären  Lösungen  geführt  zu  haben. 

2050)  p.  405. 

2051)  Torino  mem.  18  (1859),  p.  .500. 
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Systems  linearer  Gleichungen  Schwierigkeiten  mache,  könne  man  mit 
Fourier  erst  ein  endliches  System  auflösen  und  dann  den  Grenzüber- 
gang ausführen.  Die  Benutzung  divergenter  Reihen  will  er  durch  den 
Hinweis  darauf  rechtfertigen,  daß  man  sie  durch  die  Eulersche  Trans- 
formation (JA,  3,  PringsJicim,  Nr.  37,  p.  101)  in  konvergente  ver- 
wandeln könne. 

Daß  aus  einer  beliebigen  Funktion  F  des  komplexen  Arguments 
X  -\-  iy  ^=  r  (cos  (p  -{-  i  sin  cp)  die  Gleichungen  eines  Systems  von  Iso- 
thermen und  Stromlinien  (filets  de  chaleur)  für  ein  Wärmeleitungs- 
problem erhalten  werden  können,  ist  wohl  von  G.  Lame  ^'^'''^  zuerst 
ausgesprochen  und  an  dem  Fall  erläutert  worden,  daß  sieh  die  Funk- 
tion F  in  eine  Reihe  der  Form 


2 

n=0 


ÄJ-"  (cos  nq)  -\-  i  sin  wqp) 


entwickeln  läßt. 

104.  Diskontinuitätsfaktoren.  Will  man  Fuuktionen,  die  in  ver- 
schiedenen Intervallen  durch  verschiedene  analytische  Ausdrücke  g){x), 
i>{x)  sich  darstellen  lassen,  der  Rechnung  unterziehen,  so  kann  das 
dadurch  geschehen,  daß  man  sie  etwa  in  der  Form  schreibt: 

(1653)  f{x)  =  J^{x)(p(x)  +  J,{x)v(x), 

wo  nun  jeder  der  Faktoren  Jj,  Jj  in  dem  einen  Intervall  gleich  1,  in 
dem  andern  gleich  0  sein  muß.  Daß  man  derartige  Faktoren  durch 
Grenzausdrücke  darstellen  kann,  scheint  zuerst  G.  Lihri ■"'''')  bemerkt  zu 
haben;  er  hat  sich  aber  die  Idee  dadurch  verdorben,  daß  er  glaubte, 
nach  Ausdrücken  suchen  zu  müssen,  die  auch  an  der  Grenze  der 
beiden  Intervalle  denselben  Wert  liefern  wie  in  dem  einen  von 
ihnen  ^•'^■') :  So  ist  er  dazu  gekommen,  so  unhandliche  Ausdrücke  wie 
0"^  (er  meint  damit  lim  («''),  das  in  der  Tat  für  X  ^0  gleich  0,  für 

a;  >  0  gleich   1  ist)  vorzuschlagen,  mit  denen  man  doch  nicht  rechnen 


2052)  J.  de  math.  1  (183(5),  p.  SG.  Er  denkt  dabei  übrigens  nur  au  reelle 
Koeffizienteu  A,^. 

•J053)  Libris  erste  Veröffentlichungen  (Mem.  de  math.,  Pisa  1827  und  Florenz 
1829)  waren  mir  nicht  zugänglich;  doch  scheinen  sie  nach  seinem  eigenen  Be- 
richt J.  f.  Math.  6  (1830),  p.  67  nur  eine  Andeutung  enthalten  zu  haben.  Er  gibt 
einige  ganz  einfache  zahlentheoretische  Anwendungen,  aus  denen  hervorgehen 
dürfte,  daß  schon  bei  etwas  größeren  Werten  der  gegebenen  Zahlen  nicht  durch- 
zukommen sein  würde. 

2054)  Das  tritt  klarer  uoch  au  der  späteren  Stelle  J.  f.  Math,  7  <  18311,  p.  224 
hervor. 
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kaiiu""^^).  Zwar  hat  auch  er  schon  bemerkt ^''^^),  daß  auch  die  Glei- 
chungen (486,  487)  solche  Ausdrücke  liefern;  indem  er  aber  auch  hier 
die  eben  genannte  Forderung  stellt,  wiU  er  nicht  diese  Ausdrücke 
selbst  benutzen,  sondern  rationale  ganze  Funktionen  von  ihnen,  hütet 
sieh  aber,  ein  Beispiel  ihrer  wirklichen  Verwendung  zu  versuchen. 

Sjjäter-"*')  benutzt  er  den  etwas  einfacheren  Ausdruck:  (1  -j-O")"'. 

Libri  kommt  später  nochmals  auf  seine  Formulierung  zurück. 
Die  Abhandlung  selbst  scheint  nicht  veröffentlicht  zu  sein.-'^^^) 

G.  Feacock-'^''^)  meint,  es  sei  nicht  nötig,  nach  einem  analytischen 
Ausdruck  für  einen  solchen  Faktor  zu  suchen,  ein  rein  symbolisches 
Zeichen,  wie  etwa 

fO  für  X  <,a  und  füi-  x  >  ?< 

,1     ,.  a  <x  <h 


(1654)  ^"-d;;  = 


leiste  dieselben  Dienste.    Daneben  will  er  noch  Ausdrücke  wie 

(«  —  fO/(^  — "') 

benutzen,  von  dem  er  meint,  er  sei  gleich  1  für  x  =  a,  sonst  überall 
gleich  0. 

Aber  erst  P.  G.  Lejeiine-DIrichJet  hat  darauf  hingewiesen -"•"'),  daß 


2055)  Das  bemerkt  bereits  A.  C.[Co>iriwt2,  Bull.  Ferussac  11  (1829),  p.  124; 
15  i'l.S.Sl),  p.  149. 

2056)  J.  f.  Math.  7  (1831),  p.  228.  Wenn  die  zunächst  sieh  darbietende 
Funktion  ij  in  dem  einen  Intervall  gleich  0,  in  dem  anderen  gleich  1,  an  der 
Grenze  gleich  4  ist,  so  bildet  er  eine  Funktion  von  y  wie  — 2j/°-|-3?/,  die  für 
2/  =  A  und  fiir  y  =  1  gleich  1,  für  y  =  0  gleich  0  ist. 

2057)  J.  f.  Math.  10  (1833),  p.  304;  12  (1834),  p.  237.  W.  Walton  gebraucht 
,  j- ..f  '^nd  rechnet  merkwürdig  damit  herum  (Cambr.  Dubl.  math.  j.  3  (1848), 
p.  202);  G.  £oo7e  (Dubl.  trans.  21  (1848),  p.  141  (von  1846))  gebraucht  sein  S-faches 
Integral  als  diskontinuierlichen  Faktor. 

2058)  Der  Auszug  Paris  C.  R.  15  (1842),  p.  401  bewegt  sich  iu  allgemeinen 
Redensarten.  Cauchy  weist  bei  dieser  Gelegenheit  darauf  hin  (ib.  p.  410),  daß 
er  früher  schon  in  einer  Abhandlung  von  1824  bestimmte  Integrale  angegeben 
hat,  die  diskontinuierliche  Funktionen  darstellen,  die  außerhalb  gewisser  Grenzen 
verschwinden.  Libri  erwidert  (Paris  C.  R. ,  p.  411),  das  habe  mit  seinen  Unter- 
suchungen die  hauptsächlich  zahlentheoretische  Zwecke  verfolgen,  nichts  zu  tun. 

•J059")  Brit.  assoc.  rep.  3  (l.s34),  p.  248.  A.  de  Morgan  bemerkt  dazu  (diffe- 
rential  and  integral  calculus,  London  1836/41,  p.  616:  das  D  brauche  mau  zu  oft 
in  anderen  Bedeutungen.  Er  schlägt  /*  dafür  vor  und  macht  davon  p.  729  wirk- 
lich Gebrauch,  um  die  d'Alembert-Eulersche  Lösung  des  Saitenproblems  darzu- 
stellen.    In  Libris  0"*  findet  er  ,,uo  particular  advantage". 

2060)  Berlin  Abb.  1839.  Auszug  Paris  C.  R.  8  (1839),  p.  156  (abgedruckt 
J.  de  math.  4  (1839),  p.  164)  und  ausführlicher  Berlin  Ber.  1839,  p.  18  =  Werke 
1,  p.  393,  377,  383.  Eine  Darstellung  von  Dirichlets  Verfahren  findet  sich  auch 
bei  Moignn,  Le9ons  2  (1844\  p.  269. 
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man  ja  in  den  in  Nr.  28  besprochenen  Integralen  wirklich  analytische 
Ausdrücke  der  verlangten  Art  habe,  daß  z.  B. 


(1655)  v/¥  ^°'  ^^'^^  =  I 


0  für    a;   >  1 


sei,  und  daß  man  das  dazu  verwenden  könne,  um  ein  mehrfaches 
Integral,  das  nur  über  ein  begrenztes  Gebiet  zu  erstrecken  ist,  in  ein 
anderes  überzuführen,  das  sich  über  den  ganzen  unendlichen  Raum 
erstreckt;  man  braucht  dazu  nur  an  Stelle  von  x  eine  Funktion  der 
Koordinaten  zu  setzen,  die  innerhalb  der  zuerst  vorgeschriebenen  Be- 
grenzung absolut  <  1,  außerhalb  absolut  >  1  ist,  dann  das  Element 
des  zu  berechnenden  Integrals  mit  dem  so  gebildeten  Diskontiuuitäts- 
faktor  zu  multiplizieren  und  die  Reihenfolge  der  Integrationen  zu  ver- 
tauschen. Daß  diese  Vertauschung  bei  nur  bedingt  konvergenten  In- 
tegralen nicht  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  setzt  er  bei  dieser  Gelegenheit 
auseinander.  Er  benutzt  dieses  Verfahren  zur  Reduktion  des  über 
den  Bereich 

x  +  !!  -\ <  1,  X  >  0,  «/  >  0,  .  .  . 

genommenen  Integrals 

(1656)  j  .  .  exp  ( —  lex  —  ly  .  .)  a;"" '«/*"'  .  .  .  dxdy  . .  . 

auf  ein  Produkt  von  Gammafunktionen,  mit  Hilfe  der  Gleichung  (902). 
Nachher  gibt  er  noch  eine  zweite  Art  der  Anwendung  eines  solchen 
Faktors:  man  könne  auch  einen  Faktor  der  zu  integrierenden  Funktion 
durch  ein  solches  diskontinuierliches  Integral  ersetzen,  z.  B. 

1 1657)  -,  =  ^ — ^-y^  I  i'''- >  sin  (et  +  iq7c)dq. 

'  0 

Das  Potential  und  die  Anziehungskomponenteu  eines  homogenen  EUip- 
soids  behandelt  er  nach  der  ersten  Methode;  schließlich  gibt  er  noch 
einige  Andeutungen  über  das  Potential  zweier  homogenen  Ellipsoide 
aufeinander. 

Die  Fouriersche  Integralformel  selbst  hat  JR.  L.  Ellis^"^*)  zu  diesen 
Zwecken  verwendet;  als  Beispiel  behandelt  er  das  LiouviUesche  Integral: 

(1658)   Jjf{mx-\-ny  -\ )x'^-'^y''~^ ..  .dxdy        mx-\-ny-\ ^h 

2061)  Cambr.  J.  4,  (1843),  p.  1.  Er  bericbtet,  er  habe  die  Idee  schon  ge- 
habt, bevor  er  mit  Dirichlets  Untersuchungen  bekannt  geworden  sei;  ebenso 
M.  Ohm,  System,  9,  p.  381,  Ausführung  von  Beispielen  p.  424,  432;  p.  435  Ver- 
gleich mit  Dirichlets  Verfahren. 
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und  analog  den  Fall^"^*),  daß  die  Potenzen  von  x,  y  .  .  .  durch  eine 
Exponentialfunktion   ersetzt  sind;  oder  durch  ,.  , — s-rr,-, — ,.        oder 

durch  exp  ( —  a^x^  —  l^y-  —  ■  •  •);  dann  auch  noch  Bestimmung  eines 
beim  Wahrscheinlichkeitsproblem  vorkommenden  Integrals.*"'')  Nach- 
her-"") bemerkt  Ellis,  daß  ebenso  wie  die  Fouriersche  Integralformel 
zur  Auswertung  bestimmter  Integrale,  die  Formel 

(1659)  f'^  cos  {x  —  u)af{n)da  =  nf{x), 

0 

wenn  x  eine  der  Zahlen  a,  a  -\-  1,  . .  .  h  ist,  und  die  Summation  über 
dieselben  Werte  von  u  zu  erstrecken  ist,  zur  Auswertung  endlicher 
Summen  gebraucht  werden  kann. 

Die  Verwendung  des  Fourierschen  Integrals  als  diskontinuierlichen 
Faktor  ausführlich  auch  bei  Schlömüch^"^^)  mit  Anwendung  auf  Inte- 
grale der  Form: 

(1660)  ffx^-U/"-'  exp  (—  ax  —  ßy )F{x  +  y -i )dxdy  ■  •  • 

k^x  +  y  -\ ^  A, 

a\if  Bestimmung  der  Masse  eines  Ellipsoids  von  in  bestimmter  Weise 
variabler  Dichte,  auf  Integi-ale  der  Form: 

(1661)  ../F[(i)  =  + (5)'+. ..],,..„ 
wobei 

^>(3>  (£)+■■■>'. 

(1662)  ■  ■  J'exp  (—  a'x^ )F(x  +  ^  H )dx . . ., 

wobei 

Ä  >  a;  -f  ?/  -f  •  •  •  >  A, 

..fF(x  +  y  +  ...)dx..., 


wobei 


1  >  e)'+ (?-)'+  ■ 


R.  L.  Ellis-"^^)  gibt  noch  weitere  Beispiele   für  Fälle  in  welchen  das 
Integrationsgebiet  durch  mehrere  lineare  Ungleichungen  abgegrenzt  ist. 

2062)  Ib.  4,  (1844),  p.  116. 

2063)  Ib.  p.  128. 

2064)  J.  de  math.  9  (1844),  p.  423. 

2065)  Analyt.  Studien  2,  p.  160;  p.  186  eine  Umformung;  zum  Schluß  Kom- 
planation  des  dreiachsigen  Ellipsoids. 

2066)  Cambr.  Dubl.  math.  J.  1  (1846),  p.  1. 
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A.  Cauchy^'^^^)  definiert  einen  „coefficient  limitateur"  durch 

f  0  für  X  <  0 
•"'  ^  \  1  für  x>0 

(er  schreibt  Z,=  -^  {^  ~^  i/F/'  ^^  ^^  ^^^^  Zeichen  für  den  absoluten 
Betrag  hat).    Man  kann  ihn  als  Grenzwert  von  y{^  ~I 7~]  ^^^^' 

von  (1  +  exp  ( —  x/£))~  ^  erhalten.-"^*)     Weiter  setzt  er 

das  ist  also  nur  von  Null  verschieden,  solange  t  zwischen  a  und  i 
liegt.  Später ^''^')  sagt  Cauchy  statt  limitateur  lieber  „i-estricteur".  Er 
führt  jetzt  auch  bestimmte  Integrale  und  namentlich  das  Fouriersche 
Integral  als  Beispiel  an.  Zur  I^mformung  benützt  er  seine  Sätze  über 
Wurzeldarstellungen.  Er  gibt  einige  Beispiele  von  Integralen,  die  in 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auftreten. 

105.   Restglied  der  Euler-Maelaurinschen  Sununenformel.    Die 
Summenformel  (vgl.  auch  I  E,  Seliwaiioff,  Nr.  11). 

(1663)     '^f{x)  =  j  fix)  dx  —  \  ifx)  -  fm 

ar  =  0  Ö 

+  i'o  (f'w  -r  (0))  -  4ö(r'w  -r'(0))  +  — 

hat  L.  Euler  durch  Umkehrung  der  Ta;//cirsclien  Reihe  gefunden.  Die 
Koeffizienten  bestimmt  er  zunächst^""")  durch  Rekursionsformeln; 
später^*"')  zeigt  er,  daß  diese  Rekursionsformelu  mit  denjenigen  iden- 
tisch sind,  die  auftreten,  wenn  man  die  Entwicklung  von  u  (1  — e~")~^ 
nach  Potenzen  von  u  aus  der  von  u~\l — e~")  ableitet,  und  daß 
daher  der  Koeffizient  von  /'<^"'  +  ')(,t)  in  (1595)  mit  dem  Koeffizienten 
von  M^"'  +  ^  in  der  Entwicklung  von —(1 -f- cot— 1  übereinstimmt, also 


2067)  Paria  C.  R.  29  (1849),  p.  553  =  (1)  11,  p.  177. 

2068)  Aus  diesen  beiden  Formeln  leitet  er  p.  188  her,   daß  la  +  iii'^^a  ^^i. 

2069)  37  (1853),  p.  110  =  (1)  12,  p.  80. 

2070)  Nur  mit  einer  Andeutung  des  Beweises  Petrop.  comm.  6  (1732/33[38]), 
p.  68;  ausführlicher  ib.  8  (1736[41]),  p.  14  und  im  wesentlichen  ebenso  instit. 
calc.  difF.  1755,  LI,  §  109.  Bei  Euler  ist  übrigens  alles,  was  sich  auf  die  untere 
Grenze  bezieht,  in  eine  Integrationskonstante  zusammengezogen. 

2071)  Petrop.  comm.  12  (1740[50]),  p.  77;  instit.  calc.  diff.  II,  §  114;  Petrop. 
acta  1781II[85],  p.  64  und  noch  einmal  in  der  nachgelassenen  Abhandlung  von 
1780,  Petersb.  Me'm.  5  1812[15],  p.  45. 
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den  Wert  hat: 

wo  !)',„   die  >»'"  BemotiUische   Zahl   (II  A  3,  Brunei,   Nr.  18)   und  5^,„ 
die  Summe 

(i(i65)  Ä„,  =  1  +  -J^,  +  47„  +  -!.„.  +  •  •  • 

\  /  '"  '     2'"'         3-'"         l'"' 

bedeutet. 

Bei  C.  Madaurin-"''^)  ist  die  Ableitung  im  Prinzip  dieselbe  wie 
bei  Euler,  nur  integriert  er  nicht  gleich  von  0  bis  x,  sondern  zuerst 
nur  von  0  bis  1,  von  da  bis  2  usw.  und  summiert  dann.  Für  die 
Koeffizienten  gibt  er  zunächst  dieselben  Rekursionsformeln  wie  Euler; 
nachher^"'')  zeigt  er  durch  die  Annahme  f{x)  =  e""^,  daß  sie  mit  den 
Entwicklungskoeffizienten  iibereinstimnien.  Außerdem  gelangt  er  durch 
eine  andere  Kombination  der  Teilresultate  noch  zu  einer  zweiten  Summen- 
formePO'*): 

X-l  X 

(1666)      '^f{l-^V)  =  ff(x)dx 

i  =  II  0 

Bei  jE,'.  Warliig  findet  sich  außer  der  Ableitung  dieser  beiden 
Formeln  noch  die  Bemerkung-""):  benutzt  man  als  erste  Annäherung 

(1667) 


2072)  Treatise  on  fluxions,  Edinb.  1742,  Nr.  828—830.  Wegen  der  Unabhängig- 
keit Madaurins  von  Euler  vgl.  man  G.  Eneström,  Stockh.  öfversigt  (36)  10  (1879), 
p.  16  und  Eeiff'^),  p.  87,  dem  sich  31.  Cantor  3,  p.  663,  anschließt;  die  Über- 
einstimmung beider  Ableitungen  hat  übrigens  nichts  Auffallendes,  da  es  sich 
nur  um  eine  Verallgemeinerung  des  von  J.  Stirling  zur  Ableitung  seiner  speziellen 
Formel  (II  A  3,  Brunei,  p.  1G6)  benutzten  Verfahrens  handelt.  —  Darstellungen 
von  Maclaurina  Verfahren  finden  sich  auch  bei  L.  Saalschutz,  Vorlesungen  über 
die  Bernoullischeii  Zahlen,  Berlin  1893,  p.  18  und  bei  J.  Egijenherger,  Diss.  Bern 
1893,  p.  52  =  Bern  Mitt.  1893,  p.  159  (2.  Aufl.  Jena  1906;. 

2073)  Treatise  Nr.  847.  Ebenso  Br.  Molliveidc,  Klügeis  math.  Wörterbuch 
4  (1823),  p.  655;  F.  T.  Schubert  (Petersb.  Mäm.  11  (1831),  p.  159;  von  1824~)  be- 
nutzt statt  exp  ( —  x)  vielmehr  exp  x  selbst. 

2074)  Nr.  832.  Weiterhin  (Nr.  848j  gibt  er  auch  noch  die  entsprechenden 
Ergänzungsglieder  für  andere  elementare  Quadraturformeln;  weitere  derartige 
Formeln  bei  C.  Br.  Mollweide,  Klügeis  math.  Wörterbuch  4,  Leipz.  1823,   p.  143. 

2075)  Meditationea  analyticae,  \).  585  der  2.  Auflage  von  1785. 
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so  tritt  in  der  Korrektion  kein  Glied  mit  f"  auf;  benutzt  man 

(1668)  ^  {  7 (v/o  +  y,)  +  32 {y,  +  y^)+l2y,\, 

so  fällt  auch  noch  das  Glied  mit  f^^  weg.  Auch  erwähnt  er^"'^),  daß 
man  die  Formeln  zur  Interpolation  verwenden  könne,  wenn  man  die 
zu  interpolierende  Funktion  als  das  ^y  ansieht. 

J.  L.  de  Lagrange^"'''^)  erhält  die  Summenformel  —  auch  die  ent- 
sprechende Formel  für  wiederholte  Summation  — ,  indem  er  die  sym- 
bolische Gleichung 

(1669)  A'/-(a;)  =  (e^—  l)Y(a;) 

(vgl.  II  A  11,  Pincherle,  Nr.  2,  p.  764)  auch  für  negative  Werte  von  X 
in  Anspruch  nimmt;  das  gibt  ihm  sofort  den  Satz,  daß  die  Koeffi- 
zienten mit  denjenigen  der  Entwicklung  von  (e" —  1)"  übereinstimmen, 
und  damit  Rekursionsformeln.  P.  S.  de  Laplace  dagegen  faßt  das  um- 
gekehrt^*'*): erst  indem  man  [auf  dem  von  Euler  eingeschlagenen 
Wege]  sich  von  der  Möglichkeit  einer  solchen  Entwicklung  überzeuge 
und  die  Koeffizienten  durch  die  spezielle  Annahme  /■(x)  =  e^  bestimme, 
ergebe  sich  die  Berechtigung,  dem  l  in  der  Gleichimg  (1669)  auch 
negative  Werte  beizulegen.  Nachher  leitet  er  das  Resultat  auch  noch 
durch  seine  „Methode  der  erzeugenden  Funktionen"  ab^""). 

L.  F.  Ä.  A)-hogast^°^^)  übersetzt  nur  die  Methoden  von  Lagrange 
und  Laplace  in  seine  eigene  Ausdrucks-  und  Bezeichnungsweise. 

Eine  explizite  Darstellung  der  Koeffizienten  für  A  >  1  gibt 
J.  Brinhley^'^^^)  vermittelst  der  von  ihm  „unter  die  Elemente  der  Ana- 
lysis  aufgenommenen"-"*-)  Zahlen  A"0"'(d.h.  ( A"it"')„^g).  J.HerscheP"^^) 


2076)  p.  586. 

2077)  Berlin  nouv.  mem.  1772  =  Oeuvres  3,  p.  451.  Er  meint:  „quoique 
Foperation  . . .  ne  soit  pas  fondde  sur  des  prineipes  clairs  et  rigoureux,  eile  n'en 
est  cependant  pas  moins  exacte,  comme  on  peut  s'en  assurer  a  posteriori;  mais 
il  serait  peut-etre  tres-difficile  d'en  donner  une  dömonstration  directe  et  ana- 
lytique." 

2078)  Paris  Mem.  pres,  7  (1773[76])  =  Oeuvres  8,  p.  316;  Paris  M^m. 
1777[80]  (von  1779)  =  Oeuvres  9,  p.  316[27];  reproduziert  von  S.  F.  Lacroix, 
traitö  des  differences  et  des  series,  Paris  1800,  p.  94;  traite  du  calc.  ditF.  et  du 
calc.  int.  3  (1819),  p.  100. 

2079)  Paris  Mem.  1779[82]  =  Oeuvres  10,  p.  35;  ebenso  Theorie  analyt.  des 
probabilites,  Paris  1812,  p.  42  der  Ausgabe  von  1847. 

2080)  Caleul  des  derivations,  Straßb.  1800,  p.  343,  350. 

2081)  Lond.  trans.   1807,  p.  125. 

2082)  Lond.  trans.  1816,  p.  32;  examples  of  the  applie.  of  the  calculus  of 
fijiite  diff.,  Cambr.  1820,  (p.  82  der  deutschen  Übersetzung  von  C.  H.  Schnuse, 
Braunschw.  1859). 

2083)  Das  rechnet  ihm  .7.  Hcrschel,  examples  p.  82,  als  Verdienst  an. 
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gibt  diese  Darstelluug  in  der  symbolischen  Gestalt: 

(1670)  W5,„  =  {'°^^'/-^))'0"', 

und  zeigt,  daß  sie  auch  für  negative  Exponenten  gilt. 

A.  Cauchy-'^^^)  stellt  die  Ableitung  der  allgemeinen  Formel  durch 
symbolische  Rechnung  aufs  neue  dar;  er  setzt  in  der  Form: 

(1671)  f{D,:)^K=^^fiDJK 

£■  =  6'"'  und  gibt  auch  eine  weitere  Form.***^)  Später^***)  gibt  er  noch- 
mals die  gewöhnliche  Ableitung,  aber  mit  dem  Zusatz:  Es  folgt  aus 
ihr,  daß  die  Reihe  nur  konvergiert,  wenn  die  Entwicklung  von  f{x) 
nach  Potenzen  von  x  beständig  konvergiert. 

C.  J.  Malmsten  beweist   zunächst  für  eine   rationale  ganze  Funk- 
tion y  von  X,  daß  in  der  Gleichung 

(1672)  Ve^y  =  e'(y  +  ^  AJr^n) 
die  Koeffizienten  A^  die  Werte  haben ^"**'): 

(1673)  ■4„  =  A-^T.  7-%> 
^  "         n\  d h"  e''  —  1  ' 

womit  die  Eulersche  symbolische  Darstellung  dieser  Koeffizienten  für 
diesen  Fall  bestätigt  ist.  Daran  anschließend  untersucht  H.  G.  Bjuer- 
ling  diese  Koeffizienten^"**)  sowie ^''*^)  diejenigen  der  Entwicklung  von 
(e''  4-  1)"'  noch  näher  und  gibt  dann""^")  auch  seinerseits  einen  Be- 
weis der  genannten  Formel  und  der  allgemeineren-""^): 

>  e'  ^  (/  =  e'Hy  -\-    >  —  —^ — r • 

^  '^''^-  dx"  d(rlif'  e'''  —  \) 

Er  bemerkt ^''"^),  die  gewöhnliche  Darstellung  der  hieraus  entspringen- 


2084)  Paria  C.  R.  17  (1843),  p.  458  =  (1)  a,  p.  37.  Er  behauptet  p.  27, 
die  Euler  -  Maclaurinsche  Reihe  konvergiere  ■»««;•,  wenn  f{x''  eine  ganze  tran- 
szendente Funktion  sei. 

208.5)  p.  459  =  38. 

2086)  Paris  C.  R.  19  (1844),  p.  1187  =  (1)  8,  p.  331;  augekündigt  schon 
17  (1843),  p.  378  =  (1)  8,  p.  27. 

2087)  Upsala  n.  acta  12  (,1844),  p.  293  =  Arch.  Math.  Phys.  6  (1845),  p.  41. 

2088)  Ib.  p.  299. 

2089)  p.  315. 

2090)  p.  328. 

2091)  p.  332.  Wegen  der  behaupteten  Gültigkeit  auch  für  komplexe  h  vgl. 
die  Ergänzungen  13  (1847),  p.  14. 

2092)  12,  p.  343. ■  Die  bereits  vorliegenden  Untersuchungen  über  das  Rest- 
glied scheint  er  teils  nicht  gekannt,  teils  nicht  richtig  gewürdigt  zu  haben. 


1328     IIA  12.    H.  Burkhardt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 

den  allgemeinen  Summationsformel  setze  voraus,  daß  die  Taylorsche 
Entwicklung  der  darzustellenden  Funktion  für  den  ganzen  in  Betracht 
kommenden  Bereich  konvergiere,  daß  man  die  Reihenfolge  der  Sum- 
mationen  vertauschen  dürfe,  und  daß  es  nicht  erforderlich  sei,  ein  Er- 
gänzungsglied (willkürliche  Funktion  der  Periode  h)  beizufügen;  seine 
eigene  Darstellung-"''^)  unterscheidet  sich  von  ihr  freilich  nur  dadurch, 
daß  diese  Voraussetzungen  ausdrücklich  als  solche  ausgesprochen  sind. 

Bei  H.  Breen""^^)  steht  nur  die  Formel  ohne  Restglied. 

Ä.M. Legendr e^''^^)  bestimmt  die  Koeffizienten  von  (1663)  und  (1666) 
ähnlich  wie  Maclaurin  durch  die  spezielle  Annahme  /(.c)  =  e"^.  Auch 
bemerkt  er^"^'),  daß  die  Reihen  im  aUg.  nur  semikonvergent  sind,  und 
schlägt  vor,  die  Konvergenz  durch  Hinzufügung  eines  Gliedes  der  Form 

(1674)  2  J>(|)  cos  2^{x  —  ^d^, 

oder  auch  mehrerer  solcher  Glieder,  mit  den  Kosinus  der  Vielfachen 
von  2n:(x  —  |),  zu  verbessern,  ev.  das  unbegrenzt  fortzusetzen.  Das 
führt  ihn  schließlich  auf  die  Darstellung  von  J  f{x)dx  durch  eine 
trigonometrische  Reihe  und  ein  Po/ssowsches  Integral,  die  er  aber  nur 
als  „un  jeu  d'analyse  qui  ne  presente  aucune  utilite  reelle"  ansehen  will. 
Später^*'**')  kombiniert  er  noch  die  beiden  Formeln  (1663)  und  (1666) 
zu  einer  neuen,  in  der  die  erste  Ableitung  herausfällt.  Auch  erwähnt 
er  die  Möglichkeit,  daß  alle  in  der  Formel  auftretenden  Ableitungen 
an  beiden  Grenzen  des  Intervalls  Null  sind -•*''),  steht  ihr  aber  ratlos 
gegenüber,  da  er  das  Rechnen  mit  divergenten  Reihen  nicht  verwerfen 
will  und  also  nicht  zur  Erkenntnis  kommt,  daß  die  Hinzufügung 
eines  Restgliedes  erforderlich  ist. 


2093)  Ib.  13  (1847),  p.  16.  Er  glaubt  sogar  neben  der  Entwickelbarkeit  der 
Funktion  f{x  -\-  h)  noch  die  ihrer  Ableitungen  besonders  fordern  zu  müssen.  — 
p.  25  stellt  er  die  Formeln  für  ^y^  und    ^(—  l)^2/x  nebeneinander. 

2095)  Treatise  p.  35  (p.  38  die  Verallgemeinerung  auf  ^a^yx-,  aber  nicht 
durchgeführt),  134. 

2096)  Exerc.  de  calc.  integral  1,  Paris  1811,  p.  309;  2  (1817),  p.  145  (von  1814). 
Ebenso  F.  T.  Schubert,  Petersb.  Mem.  11  (183(»),  p.  158  (von  1824)  und  A.  A. 
Coiirnot,  Theorie  des  fonctions  2,  Paris  1841,  p.  460. 

2097)  Ib.,  p.  149.  Er  gelangt  dazu,  indem  er  von  den  S„,  jedesmal  nur  das 
Hauptglied  nimmt  und  für  die  Summen  der  so  entstehenden  Glieder  eine  lineare 
Differentialgleichung  mit  zweitem  Glied  ableitet. 

•2098)  Traite  des  fct.  elliptiques  2,  Paris  1826,  p.  576. 

2099)  p.  578.  Für  den  ihn  zunächst  interessierenden  Fall  eines  elliptischen 
Integrals  hilft  er  sich  mit  der  Benutzung  der  ersten  der  hier  II  A  9  unter  (19) 
angegebenen  Formeln,  die  er,  was  dort  nicht  erwiihnt  ist,  ebenfalls  hat. 
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Die  Bemerkung,  daß  die  Reihe  semikonvergent  sei,  ist  von 
Erchinger^^"'^)  in  Verfolgung  einer  Vermutung  von  J.  Fr.  Pfaff  dahin 
präzisiert  worden,  daß  der  Rest  kleiner  sei  als  das  erste  vernach- 
lässigte Glied;  wenn  man  die  Koeffizienten  durch  die  Summen  (1665) 
ausdrückt  und  dann  die  Reihenfolge  der  beiden  Summationen  ver- 
tauscht, so  läßt  sich  zeigen,  daß  die  einzelne  Kolonuensumme  einer 
linearen  Differentialgleichung  mit  zweitem  Glied  genügt,  von  der  das 
partikuläre  Integral 
(1675)  (2m3r)-2"'^-i j'/'(2"'+i)(a;)  %[n2iunxdx 

zu  nehmen  ist,  womit  die  Koloimensummeu  abgeschätzt  werden  können. 
G.  Plana-^"^)  entnimmt  aus  den  Untersuchungen  von  Poissou  über 
Elektrizitätsverteilung  die  Gleichung-'"*): 

(16'f6)  4j-^^^rf,  =  cot-J-| 

0 

und  leitet  aus  ihr  durch  Entwicklung  beider  Seiten  nach  Potenzen 
von  y  Formeln   für    die  PrrnouUischen  Zahlen   ab;   indem  er  diese  in 

2100)  Mitgeteilt  von  0.  Sclirader,  eommeiitatio  de  summa  seriei 

b(b  +  d)  ^  (6-(-2d)(6-f-3d)  ^  (b -\- id)  (b  +  bd)  ^  ^ 

a  80C.  Hafniensi  praemio  ornata,  Vimariae  1818,  p.  58;  (daraus  bei  Ä.  Eytelicein, 
Grundlehren  der  höheren  Analysis  2,  Berlin  1824,  p.  744)  und  von  A.  v.  Ettings- 
hausen,  Vorlesungen  über  die  höhere  Mathematik  1,  Wien  1827,  p.  429.  Schon 
C.  J.  Mulmsten  (J.  f.  Math.  35  (1847),  p.  56  =  acta  math.  5  (1884),  p.  3)  macht 
darauf  aufmerksam,  daß  die  Schlußweise  nur  für  konvergente  Reihen  zulässig 
sein  würde.  —  Schraders  weitere  Behauptung,  der  Rest  sei  sogar  kleiner  als 
das  letzte  mitgenommene  Glied,  bezieht  sich  nur  auf  ein  spezielles  von  ihm  be- 
handeltes Beispiel;  bei  Ettingshamen  und  Eytelwein  ist  das  mißverstanden. 

2101)  Torino  mem.  25  (1820),  p.  404;  ib.  (2)  14  (1854),  p.  41  (von  1851)  meint 
er  übrigens  selbst:  „pour  le  momeut  je  ne  vois  pas  les  avantages  qui  peuvent 
etre  attaches  ä  cette  transformation." 

2102)  Paris  Mem.  1811 II  [1814],  p.  220.  Er  bezeichnet  hier  p.  222,  sowie  J. 
fic.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  304  die  aus  ihr  sich  ergebenden  Integraldarstellungen 
der  BernouUischen  Zahlen  als  „connues";  ebenso  A.  M.  Legendre,  exerc.  de  calc. 
iute'gral  2  (1817),  p.  189  (publ.  1816).  Auch  A.  Cauchy  scheint  das  andeuten  zu 
wollen,  Mem.  sur  les  appl.  du  calcul  des  residus  ä  la  phys.  math.,  Paris  1827, 
p.  9.  Doch  kenneu  auch  G.  Brunei  (IIA  3,  p.  184,  Note  165;  Plana  1828  ist  dort 
durch  1820  zu  ersetzen)  und  L.  Saalschutz,  Vorlesungen  über  die  BeinouUischea 
Zahlen,  Berlin  1893,  p.  110,  keine  ältere  Quelle.  —  A.  Genocchi  (ann.  sei.  3  (1852), 
p.  406)  bemerkt,  daß  sie  vennöge  einer  einfachen  Substitution  aus  schon  von 
Eider  (Petrop.  n.  comm.  141,  1769[70],  p.  152)  gegebenen  Darstellungen  hervor- 
gehen; Hr. Eneström  teilt  mir  mit,  daß  Euler  diese  letzteren  auch  ib.  19  (1774[7ö]), 
p.  95  ^  inst.  calc.  int.  4,  p.  288  benutzt. 
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(1663)  einsetzt,  und  dann  rechts  Summatiou  und  Integration  vertauscht, 
kommt  er  zu  der  Formel: 

0 

Dieselbe  Formel  hat  dann  auch  N.  H.  ÄbeP^"^)  zuerst  ebenfalls  von 
den  Integralstellungen  der  Bernoullischen  Zahlen  aus  gewonnen; 
später^'"*)  gibt  er  eine  andere  Ableitimg,  bei  der  er  von  der  Annahme 
ausgeht,  die  zu  summierende  Funktion  f(x)  sei  in  der  Form: 

(1678)  f(x)  =fe''-'ip{v)dv 
gegeben,  so  daß  die  Summation 

(1679)  2^W=/>-!-T^^ 

und  die  Anwendung  von  (965)  die  Formel  (1677)  liefert.  Auch  hat  er 
eine  —  nicht  eben  einfache  ^  entsprechende  Formel  für  wiederholte 
Summatiou. 

Die  Gleichung  (1677)  läßt  sich  übrigens  auch  durch  Summation 
aus  der  Gleichung 

(1680)  ^  (/•(!) +  /'(0)) 

=ffix)dx  -  ijf<^^+y±zm^§=m+f^ 

0  0 

ableiten"'"^),  die  Ä.  Cauchy-^^^)  durch  Anwendung  seiner  Residuen- 
sätze auf  die  Funktion  f[z)j{{2'xz — 1))  und  einen  Parallelstreifen 
gewonnen  hat. 

S.  D.  Poisson-^'^'')  setzt  in  der  Gleichung 

(1681)  /•(/■)  =  hjmdl  +  ^2'  //■(^)  <^o«  ""^^1 


2103)  Mag.  for  Naturvidensk.  1  (1823)  =  Oeuvres  1,  p.  22. 

2104^  Ib.  3  (1825)  =  Oeuvres  1,  p.  34;  reproduziert  von  A.  de  Morgan,  Diff. 
and  integr.  calc.  London  1836[41],  p.  G71.  Eine  Notiz  aus  AheU  Nachlaß,  Oeuvres 
2,  p.  77,  stellt  dasselbe  in  der  Symbolik  der  „Theorie  der  erzeugenden  Funk- 
tionen" dar. 

2105)  Das  bemerken  B.  Tortolini  (ann.  sei.  4  (1853),  p.  228)  und  Ä.  Genocchi 
(ib.  6  (1856),  p.  102). 

2106)  Paris  Möm.  6  (1826),  p.  609  =  Oeuvres  (1)  2,  p.  17;  Mem.  sur  Papplic. 
du  calcul  des  residus  ä  la  physique  math.,  Paris  1827,  p.  8.  Die  Gültigkeits- 
bedingungen sind  von  Vtuichy  auch  an  der  2.  dieser  Stellen  nicht  vollständig  an- 
gegeben. Er  bemerkt,  daß  man  ,, bekannte  Formeln",  z.  B.  die  Darstellung  von 
2jn~-  durch  ein  bestimmtes  Integral,  aus  dieser  Gleichung  erhalten  könne 
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für  k  die  ganzzabligen  Werte  von  —  x  bis  -\-  x  und  summiert;  so  er- 
hält er  zunächst: 
(1682)     ^fi—x) 

x-l  *  00 

k=-x-\-l  -X  K  =  1 

Indem  er  dann  rechts  (2»h  —  1)  mal  partiell  integriert  und  die  dabei 
auftretenden  Summen  (1665)  durch  die  i?er«OMZÜ«schen  Zahlen  ersetzt, 
erhält  er,  wenn  mit 

abgebrochen  wird,  noch  das  Restglied: 

(- 1)'"   r  ^fini«i^A^^,„+i).fcw^ 


(1683) 


womit,  wie  bei  Erchingei;  die  Möglichkeit  einer  Abschätzung  erreicht 
ist,  wenn  eine  obere  Grenze  für  j/^-™'!  oder  \f-^"'  +  ^^  bekannt  ist.  Er 
bespricht  auch  noch  die  von  Legendre  erwähnte  Möglichkeit,  daß  alle 
Ableitungen  ungerader  Ordnung  an  beiden  Grenzen  des  Intervalls  0 
sind,  und  überzeugt  sich  durch  wiederholte  partielle  Integration,  daß 
dann  in  der  Tat  i?,„  von  m  unabhängig  wird.^"^"*) 

J.  L.  Raahe^^^^)   ergänzt  Poissons  Untersuchung  noch  durch   die 


2107)  Paris  me'm.  6  (1823[27];i,  p.  577;  Auszug  Bull.  Ferussac  10  (1828),  p.  117; 
reproduziert  z.  B.  bei  A.  A.  Cournot,  Theorie  des  fonctions  2,  Paria  1841,  p.  464. 
Poissoii  faßt  die  Formel  umgekehrt  als  ein  Hilfsmittel  zur  iiäheruugsweiseu  Berech- 
nung eines  bestimmten  Integrals  auf.  Etwas  andere  Darstellung  bei  de  Morgnn, 
difFerential  and  integral  calculus,  p.  622  (vorher,  p.  265,  311,  nur  die  Ableitung 
der  Formel  ohne  Restglied  durch  symbolische  Rechnung  wie  bei  Lagrange). 

21ö8)  p.  588;  ebenso  Ostrogradsly,  Petersb.  mem.  (6)  4j  (1841),  p.  317. 

2109)  .1.  f.  Math.  18  (1838),  p.  77  (von  1836).  Für  den  Fall,  daß  /■(Sm)  im 
Intervall  sein  Zeichen  wechselt,  bestimmt  Baabe  für  jedes  der  dadurch  gebildeten 
Teilintervalle  die  Sohrittgröße,  die  man  nehmen  muß,  um  verlangter  Genauigkeit 
sicher  sein  zu  können,  und  nimmt  dann  die  kleinste  der  so  bestimmten  Schritt- 
größen für  das  ganze  Intervall;  er  bespricht  ausführlich  die  Vorsichtsmaßregeln, 
die  dabei  durch  den  Umstand  erforderlich  werden,  daß  man  die  Stellen  der 
Zeichenwechsel  nur  angenähert  kennt  (p.  85).  In  seiner  Diiferential-  und  Inte- 
gralrechnung I,  Zürich  1839,  p.  426,  gibt  Rauhe  noch  eine  andere  Ableitung  der 
Gleichung  (1682),  die  darauf  beruht,  daß  das  Dirkhletsche  Integral,  wenn  es  über 
ein  aus  mehreren  Perioden  bestehendes  Intervall  erstreckt  wird,  sofort  eine  Summe 
der  hier  betrachteten  Art  als  Grenzwert  liefert;  im  übrigen  rekapituliert  er  im 
wesentlichen  seine  frühere  Untersuchung. 

Kncyklop.  d,  math.  Wisseusch.     II  1.  _  86 
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Überlegung:  wenn  /t^'")  im  Intervall  sein  Zeiclien  nicht  wechselt,  so 
kann  man  mit  Hilfe  des  ersten  Mittelwertsatzes  der  Integralrechnung 
schließen,  daß  JR^^  kleiner  ist  als  das  letzte  berücksichtigte  Glied. 

Ostrogradslcy  dagegen ^^''')  und  ebenso  C.  J.  Malmsten^'-^^)  wenden 
auf  die  Abschätzung  des  Restintegrals  (1683)  den  Mittelwertsatz  im 
umgekehrten  Sinne  an,  indem  sie  nicht  einen  Mittelwert  der  Ber- 
nouUischen  Funktion,  sondern  einen  solchen  einer  Ableitung  der  zu 
entwickelnden  Funktion  vor  das  Integralzeichen  ziehen.  Außerdem 
gibt  er  noch^"^)  eine  etwas  modifizierte  Ableitung  des  Poissonschen 
Resultats,  die  ihm  einen  allerdings  nur  unbedeutend  kleineren  Zahlen- 
koeffizienten des  Restglieds  liefert;  auch  stellt  er^"')  neben  das  Re- 
sultat Jacobis  ein  analoges  für  den  Fall,  daß  ^f-"'"^  und  Vfl^^  +  ä) 
verschiedene  Zeichen  beibehalten. 

W.  Fr.  BesseP^^*)  beginnt  mit  der  Entwicklung  der  Funktion 

(1684)     0iy)  =  12  [fi^^--  -y)  +  f(-'-t-  +  y)] 

nach  den  Kosinus  der  Vielfachen  von  2ni/;  die  Koeffizienten  dieser 
Entwicklung  lassen  sich  in 


(1685)  (-  lyffia) 


cos  2m  3t«  rf« 


umformen;  und  indem  er  hier  wiederholt  partiell  integriert  und  dann 
die  Reihenfolge  von  Summation  und  Integration  vertauscht,  erhält  er 
für  y  =  i  die  Summenformel  mit  der  Poissonschen  Form  des  Rest- 
gliedes. Er  zeigt,  daß  die  Summe  aus  diesem  Restglied  und  dem  letz- 
ten berücksichtigten  Glied  dasselbe  Zeichen  hat  wie  das  letztere,  wenn 
/^^"'(a;)  im  Intervall  von  0  bis  x  ihr  Vorzeichen  nicht  wechselt,  und 
daß  man  also  dann  einen  zu  großen  oder  einen  zu  kleinen  Wert  er- 
hält, je  nachdem  man  mit  einem  positiven  oder  einem  negativen  Glied 
abbricht. 

L.  F.  Menabrea^^^^)  stellt  Poissons  Verfahren  noch  einmal  aus- 
führlicher dar,  nur  mit  einigen  Umstellungen;  die  Koeffizienten  be- 
stimmt er  durch  die  Annahme  f(x)  =  cos.i'.   Dasselbe  Verfahren  wen- 


2110)  Petersb.  mem.  (6)  4  (sc.  math.  (6)  2)  (1841),  p.  315  (von  1839). 

2111)  J.  f.  Math.  35  (1847),  p.  69  =  acta  math.  5  (1884),  p.  26. 

2112)  p.  71  bzw.  29. 

2113)  p.  73  bzw.  31. 

2114)  Astr.  Nachr.  16  (1839),  col.  1  =  Abhandl.  2,  p.  3i)l. 

2115)  Torino  mem.  (2)  8  (1846),  p.  195  (von  1844) 
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det  er  dann  auch.'"^)  auf  die  2.  Summenformel  (1666)  sowie  auf  ent- 
sprechende aus  der  Simpsonschen  Formel  hervorgehende  an.'"') 

Der  Versuch  von  C.  D.  HilP^^^),  die  Korrektionsglieder  dadurch 
zu  vereinfachen,  daß  er  sie  durch  Ausdrücke  ersetzt,  die  den  Gauß- 
schen  Quadraturformeln  analog  gebaut  sind  und  denselben  Grad  von 
Annäherung  wie  diese  liefern,  scheitert  daran,  daß  die  zur  Bestimmung 
der  Hilfsargumente  dienende  Gleichung  schon  in  den  niedrigsten  Fällen 
komplexe  Wurzeln  hat. 

C.  Q.  J.  Jacobi  stellt,  ausgehend  von  der  Darstellung  des  Restes 
der  Taylorschen  Reihe  durch  ein  bestimmtes  Integral,  den  Rest  der 
Euler-Maclaurinschen  Formel  ebenfalls  durch  ein  bestimmtes  Integral 
dar  2119): 

1  X 

(1686)  J'B„^{l  —  t)'^f^'-"'  +  '\x  —  t)dt 

0  0 

und  schließt  daraus  ^i^**),  daß  er  dasselbe  Vorzeichen  hat  wie  die  in 
ihm  auftretende  Summe,  sofern  diese  Summe  in  dem  ganzen  Inte- 
grationsintervall ihr  Zeichen  nicht  wechselt;  und  weiter,  daß  er  kleiner 
ist  als  das  letzte  berücksichtigte  Glied,  wenn  auch  die  Summe 
^■^[im-\)(^  —  ^^  jjj  demselben  Intervall  überall  dasselbe  Zeichen  hat 
wie  die  erste. 

0.  ScMömilcli'^^^)  nimmt  bei  der  Ableitung  aus  der  Taylorschen 
Formel  das  Restglied  der  letzteren  in  Gestalt  eines  bestimmten  Inte- 
grals mit;  die  Summation  liefert  unter  dem  Integralzeichen  das  Pro- 
dukt aus  ^(2m+i)  jjj  gjjjg  Bemoullische  Funktion. 

Auch  gewinnt  er  die  Gleichung ^i^^)  (1677),  indem  er  f(x)  durch 
ein  Integral  der  Form  i e'"(p(ii)du  sich  ausgedrückt  denkt,  unter  dem 

Integralzeichen   summiert,    für    den    auftretenden  Faktor  seine 

e"  —  1 


2116)  p.  212; 

2117)  p.  222. 

2118)  J.  f.  .Math.  5  (1830),  p.  333. 

2119)  J.  f.  Math.   12  (1834),  p.  2ljb  (Werke  6,  p.  65). 

2120)  p.  269  bzw.  72.  Über  das  Verhältnis  der  Resultate  Jacobis  zu  den- 
jenigen Poissons  vgl.  man  die  Bemerkungen  von  Mahnsten,  J.  f.  Math.  35  (1847), 
p.  58  (berichtigt  acta  math.  ö  (1884),  p.  6):  Poisson  braucht  nur  über  eine  Ab- 
leitung eine  Voraussetzung  zu  machen,  Jacobi  über  zwei  verschiedene,  aber  nicht 
über  deren  einzelnen  Werte,  sondern  nur  über  die  aus  ihnen  gebildeten  Summen. 
(Doch  wird  man  selten  über  die  Vorzeichen  dieser  Summen  etwas  aussagen 
können,  wenn  man  es  nicht  auch  über  die  einzelnen  Summanden  kann.) 

2121)  Theorie  der  Differenzen  und  Summen,  Halle  1848,  p.  47;  p.  59  noch 
eine  Umformung  des  Restglieds. 

2122)  p.  157.     Vgl.  "»*). 

86* 
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Darstellung  durch  das  Integral  (965)  setzt,  die  Reihenfolge  der  In- 
tegrationen vertauscht  und  jene  Darstellungsformel  auch  für  komplexe 
Argumente  in  Anspruch  nimmt. 

Die  Abelsche  Gleichung  hat  er  auch  in  der  Forni"'^^): 


168 


0  tA«)  +2^(")  ^J>(-'>)-A»-^Jg„t(.,),/;, 


er  führt  sie  in  die  Abelsche  Form  (1677)  über  und  erhält  die  Formeln  für 
endliche  Summen  durch  Subtraktion.  Die  Entwicklung  von  f(a  +  yi) 
nach  Potenzen  von  ?/  gibt  dann  das  Restglied  in  komplexer  Form. 

Bei  J.  Pearsoii'^^)  steht  nur  die  Formel  ohne  Restglied. 

Schaa}--^-^)  will  die  Konvergenzbedingungen  bestimmen.  Dazu 
zeigt  er,  wie  man  die  Gleichung  (1677)  aus  Cauchys  Gleichung  (1680) 
durch  Summatiou  oder  auch  direkt  auf  dem  Wege  durch  Anwendung 
des  Residuensatzes  auf  einen  Streifen  ableiten  kann,  bemerkt  aber 
dazu-'^^),  der  Schluß  setze  die  Bestimmung  der  Konvergenz  der  Po- 
tenzreihenentwicklung von  f(s)  oder  wenigstens  von 

9>{y)  =  f{^  +  iy)  —  fix  —  yi)  —  fiyi)  +  /"(—  yi) 

(gj  ist  also  hier  nicht  etwa  die  BernouUische  Funktion)  voraus.  In- 
dem er  noch  den  Nenner  unter  dem  Integralzeichen  entwickelt  und 
dann  in  jedem  einzelnen  Glied  wiederholt  partiell  integriert,  erhält  er 
für  den  Rest  die  Darstellung: 

in  einem  folgenden  Satz^'-^)  benützt  er  aber  doch  nicht  diese  Form, 
sondern  die  Poissonsche. 

M.  Ohm^^'^^)  nimmt  bei  der  Ableitung  der  Summenformel  aus  der 
Taylorschen  Entwicklung  schon  in  den  einzelnen  Übergangsreihen  die 
Lagrangeschen  Restglieder  mit  hinzu  und  kommt  so  ebenfalls  auf  die 

Restform: 

I, 

( 1 689)  ff  "'  +  -(x-\-  v)  ■  i!  (h  —  v)  dv 


2123)  Archiv  12  (1849),  p.  150. 

2124)  Calc.  of  finite  diff.  p.  26,  2.  Aufl.  Cambr.  1850. 

2125)  Brux.  mein.  cour.  in  i"  22  (184ü  47),  p.  17. 

2126)  p.  23. 

2127)  Ib.  23  (1848/50). 

2128)  System  8  Nürnberg  1851,  p.  202. 
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und  formt  dies  dann^*^^)  in 

um,  wenn  p"'(x-{-v)   von  v  =  0  bis  v  =  h  sein  Vorzeichen  behält. 

Eine  Verallgemeinerung  der  Euler-Maclaurinschen  Summenformel 
erhält  man,  wenn  man  verlangt,  die  Summe  '^m^f^x)  durch  die  Werte 
der  Funktion  f(x)  und  ihrer  Ableitungen  an  den  beiden  Grenzen  des 
SummatlonsintervaUs  darzustellen.  Der  Koeffizient  der  (n  —  1)'*°  Ab- 
leitung wird  dann  gleich  dem  Produkt  aus  1/ («!(>»  —  1)""'"^)  in  eine 
ganze  Funktion  von  ni  mit  ganzen  Zahlenkoeffizienten.  Das  —  nicht 
eben  einfache  —  Gesetz  dieser  letzteren  ist  bereits  von  L.  Euler^^^") 
induktiv  erkannt,  dann  von  S.  F.  Lacroix*^^^)  durch  symbolische 
Methoden,  von  J.  A.Eijtehvein^^'^^)  durch  Heranziehung  anderer  Formeln 
der  DifFerenzenrechnung  bewiesen  worden. 

Euler  hat  sich  sj^eziell  mit  dem  Fall  m  =  —  1  beschäftigt,  also 
mit  der  Formel 

(1690)  2'(-  i)Y(^)  ==  y  m  -  4  r  (0)  +  ir"(o)  -  +  — 

Er  gibt  zunächst  Rekursionsformehi  für  die  Koeffizienten  und  zeigt, 
daß  sie  mit  den  Entwicklungskoeffizienten  von  (1  -|-  e")"-'  —  \  identisch 
sind"äs).  Am  Auftreten  des  Faktors  691  im  Zähler  des  6*""  Koeffi- 
zienten erkennt  er,  daß  eine  Beziehung  zu  den  BernouUischen  Zahlen 
vorliegen  müsse,  und  verifiziert  dann  bis  zu  n  =  9,  daß  der  Koeffi- 
zient von  |'(2»  +  i)^  mit 

übereinstimmt"^^*).    Nachher  gibt  er  noch  eine  zweite  Formel,  in  der 


2129)  p.  209,  211. 

2130)  Petrop.  n.  a.  2  (1784[88]),  p.  65;  von  1776.  Vgl.  übrigens  auch 
C.  Jlaclaurin,  Treatise  on  fluxions,  Edinb.  1741,  Nr,  841.  p.  (582. 

2131)  Traite  des  ditferenees  et  des  series,  Paris  1800,  p.  113;  traite  du  caleul 
differentiel  et  du  caleul  integral  3,  Paris  1819,  p.  116. 

2132)  Grundlehxen  der  hohem  Analysis  2,  Berlin  1824,  p.  627. 

2133)  Petrop.  n.  a.  2,  p.  46.  Er  geht  dabei  zunächst  von  der  Annahme  aus, 
daß  die  Summe  links  unbegrenzt  weit  fortgesetzt  sei. 

2134)  p.  52;  ebenso  Petersb.  mem.  5  (1812[16]),  p.  55  (von  1780).  Einen 
Beweis  der  Allgemeingiütigkeit  der  Formel  (1690)  hat  Euler  an  keiner  von  beiden 
Stellen ;  ein  solcher  findet  sich  erst  bei  S.  F.  Lacroix,  traite  des  ditferenees  et 
des  series,  Paris  1800,  p.  131  =  traite  du  caleul  diff.  et  du  caleul  int,  6,  Paris 
1819,  p.  141.  Formal  stehen  diese  Reiben  auch  bei  Oettinger,  J.  f.  Math.  33  (1846), 
p,  129  (auch  „die  Lehre  von  den  aufsteigenden  Funktionen",  Berlin  1836),  der 
übrigens  hier  und  dann  nochmals  Arch.  Math.  Phys.  13  (1849),  p.  45  die  Not- 
wendigkeit betont,  sie  gleichberechtigt  miteinander  zu  behandeln. 
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die  Werte  der  Funktion  und  ihrer  Ableitungen  nicht  für  x  =  0, 
sondern  für  x  =  - — ^  auftreten ^^^^);  doch  begnügt  er  sich  hier  mit  der 
Angabe  von  Rekursionsformeln. 

N.H.ÄheP^^^)  gibt  in  Analogie  zu  (1677)  für  diese  Summe,  wenn 
sie  unbegrenzt  fortgesetzt  wird,  die  Darstellung: 

(1692)   2  (-  lYfi.  +  n  +  1)  =  4  /■(.)  +P^'-^'''7/'^-'^^,- 

n  =  Q  0 

Für  mchrfaclie  {wiederliolte)  Summen  gibt  N.  H.  ÄbeP^^"^)  die  — 
nicht  eben  einfache  —  Darstellung: 

(1693)  2""  /"W  =2^-  iy^«-*-M  A«  -  l-)f'"'^f{x)dx^^-' 

lc  =  0 

+  -^=^  m  +  (-  1)" -  'JIt  (A^  +  2/ ')  -  A^  -  2/»)) 

0 

+  Q{f(^  +  2/0  +  f(x  -  yi))  -^-^y ; 

dabei  ist  i  —  1)"~'^A^^  der  Koeffizient  von  (ffe"  —  1)~V^*''  ^^  ^^^' 
Entwicklung  von  (e  — 1)~"  nach  den  Ableitungen  von  (e' — 1)~S  und 

P,  Q  sind  durch 

11-1 

definiert. 

Ä.  Cauchy^^'^^)  drückt  die  Koeffizienten  dieser  Entwicklung  ein- 
facher durch  die  der  Entwicklung  von  (e" — 1)~'"  nach  Potenzen  von 
e  mit  steigenden  Exponenten  aus. 

F.  T.  Sckuhert^^^^ )  erhält  Ausdrücke  der  Koeffizienten  durch  sym- 


2136)  Petrop.  n.  a.  2,  p.  54. 

2136)  Mag.  naturv.  1  (1823)  =  Oeuvrea  1,  p.27.  Ob  die  Bemerkung  (Oeuvres  2, 
p.  291),  daß  mau  (1692)  aus  (1677)  dadurch  ableiten  könne,  daß  man  in  (1677)  x 
durch  2x  ersetzt  und  von  der  so  entstehenden  Gleichung  nach  Multiplikation  mit 
2,  die  ursprüngliche  subtrahiert,  von  Abel  selbst  oder  von  seinem  ersten  Heraus- 
geber Solmboe  herrührt,  ist  ungewiß. 

2137)  Mag.  for  naturv.  3  (1825)  =  Oeuvres  1,  p.  37.  0.  SchK milch  zeigt, 
Theorie  der  Differenzen  und  Summen,  Halle  1848,  p.  172,  daß  die  Koeffizienten 
in  dem  Ausdruck  der  mehrfachen  Summen  sich  durch  die  Fakultätenkoeffizienten 
einfach  ausdrücken. 

2138)  Exerc.  de  math.  3  (1828)  =  Oeuvres  2  1^8),  p.  191.  Ein  Restglied  hat  er 
nicht,  dagegen  Verallgemeinerung  auf  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen. 

2139)  Petersb.  mem.  11  (1830),  p.  167  (von  1824).  Auch  er  hat  kein  Rest- 
glied. 
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bolisclie  Summen,  zieht  es  aber  vor,  diese  Ausdrücke  nur  für  die 
niedersten  zu  benutzen  und  zur  Bereclinung  der  übrigen  den  Umstand 
heranzuziehen,  daß  sie  sich  zu  arithmetischen  Reihen  höherer  Ordnung 
anordnen  lassen. 

Auch  OeUinger^^'^")  kennt  den  Zusammenhang  der  Koeffizienten 
dieser  SummenformeLn  mit  denjenigen  der  Entwicklung  von  (e' —  l)""*; 
er  gibt  die  ausgerechneten  Werte  der  Koeffizienten  für  die  niedersten 
Fälle. 

D.  F.  Gregory^^^^)  begnügt  sich  mit  der  formalen  Darstellung: 

2""VW  =  (e.p£-l)"V(.). 
0.  SchVömilcli^^^^)  hat  die  Gleichungen 

(1694)  \ m  -  ni)  -f ^ß(-yv-fiyi)  (5o|ec  ^y  dy. 

0 

(1695)  f(l)  +  ^3)  +  /-(ö)  +  . . .  =  l/^^^f^Sot'V'rfy. 


(1696)      m  -  m +-•••  =  ^ff^zyiLziM  @ecf 


dy. 


106.  Umformung  von  Reihen.  Für  die  Zwecke  der  Summation 
und  Transformation  von  Reihen,  deren  Glieder  elementare  Funktionen 
des  Index  sind,  drückt  (,'auchy  Summen  der  Form  'Sf(n)  durch  Re- 
siduen aus;  das  gibt  ihm  zunächst ^^*^): 

(1697)  2/W-E"5S3«')' 

(1698)  ±n.'')=m'^^)Yf-' 

und  bei  geeigneten  Annahmen  über  das  Verhalten  der  Funktion  f  im 
Unendlichen  können  hier  die  Doppelklammern  auch  von  dem  ersten 
Faktor  auf  den  zweiten  übertragen  werden,  unter  Änderung  des  Vor- 
zeichens. Die  Anwendungen  der  Formeln  auf  die  Funktionen  f(x)  cos  «x, 


2140)  J.  f.  Math.  12  (1834),  p.  33f);  16  (IS37),  p.  132;  33  (1846),  p.  125;  auch 
für  Summen  von  Gliedern  abwechselnder  Vorzeichen. 

2141)  Cambr.  math.  j.  1^  (1839),  p.  220. 

2142)  Arch.  Math.  Phys.  12  (1849),  p.  150:  die  3.  ist  im  Grunde  von  der  1. 
nur  durch  die  Bezeichnung  verschieden;  ebenso  die  2.  von  der  früheren. 

2143)  Exerc.  de  rnuth.  2  (1827)  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  346. 
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f\x)smax  gibt  ihm  noch^^*^)  die  Formeln: 

(1699)  -±i-  mm  +  /•(-«))cosn«  =^'^-  ((-f)), 

(1700)  -2'(-  ^)''^t\n)  -  /•(-  n))  sin  na  =E^i£^  'if^''^^ 

71=1 

und   weitere''*^")   durch   Anwendung  seiner  Residuensätze   auf  Funk- 
tionen wie 

r(e\                1            /  s  ©ina«  sin  ae 
-=r-p — — — ;—     oder     riz)  ~-~t — ■ 

(wo  r{z)  eine  rationale  Funktion  bezeichnet). 
Eine  ähnliche  Formel,  nämlich: 

hat  sich  auch  im  Nachlaß  von  C.  F.  Gauß  gefunden.  ^^*^) 

Allgemeine  Untersuchungen  über  derartige  Umformungen  finden 

sich  auch  bei  W.  B.  Hamilton. ' '^^ ) 

S.  D.  PoissoH  hat  solche  Formeln    benutzt,   um  Reihen,   die   für 

große  Werte  von  t  gut  konvergieren,  in  andere  überzuführen,  die  für 

kleine  Werte  von  t  brauchbar  sind.^^*')    Indem  er  in  der  Reihe 

(1701)  M  ^  —  ^  esp  (—  n^t)  j  f{a)  cos  {nx  —  na)  da 

die  Exponentialfunktion    durch   das   Integral  (947)    ersetzt   und   noch 
einen  Konvergenzfaktor  einführt,  erhält  er  zunächst 

(1702)  ;<  = ~i    /  "S^exp( — nö  —  T^)rcos(wa;  —  na-\-2tx) 

-<»    0      "  =  '' 

+  cos  {nx  —  na  —  2<t)]  /'(«)  da  dr. 

Nach  Ausführung  der  Summation  mit  Hilfe  der  Gleichung  (1212) 
liefert  der  Grenzübergang  zu  8  =  0  nur  für  die  Umgebung  diskreter 


2144)  p.  355. 

2144")  p.  307,  352,  359. 

2145)  Werke  8,  p.  88;  aus  der  Zeit  zwischen  1799  und  1813. 

2146)  Dubl.  Trans.  19^  (1843),  p.  300. 

2147)  chaleur  suppl.  p.  48.    Er  bestimmt  die  von  der  Formel  für  i  =  0  und 
für  X  =  0  firelieferten  Grenzwerte. 
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Punkte  Beiträge,  und  es  bleibt: 

0       1  =  -=» 

0.  Schlömüch''*")  bildet 

(1704)  ^[^(0)  +2/-(«)cosn.]  = /[l  +2'l~]^^0c^^ 

0 

0 

wo 

und  entsprechende  Sinusformeln. 

Man  kommt  zu  derartigen  Umformungen  auch,  wenn  man  die 
auf  zwei  verschiedenen  Wegen  erhaltenen  Integrale  einer  Differential- 
gleichung miteinander  vergleicht.  Z.  B.  wie  G.  G.  Stol'es''-*^)  zeigt,  an 
der  Integration  von  Vm  =  0  unter  den  Bedingungen: 

2{  =  0     für     X  =  0,  X  ^  a,  y  =  0. 

Hier  ergibt  sich  die  Umformung: 

,, -„t-v    2  >v7©in n(a  —  a;')   .  .  1   "^"^iBinmy-Qmmib — y.)    . 

(1705)  T-   > — ^ smM?/,  smw?/=--   > ^. r —sinmx, 

gültig  für 

0<a;<a 

0  <  2/  <  2/1  <  6- 

Integration  auf  beiden  Seiten  nach  x  zwischen  0  und  a,  nach  \j  und 
2/j  zwischen  0  und  h  ergibt  für  a  =  rJ) 


V 


JE« 


(1^06)  y2V:^29^  +  *-2^^9T^  =  r6- 

Die  Summation   ist    dabei   nur   über  die  ungei'aden  Werte  von  n   zu 
erstrecken. 

107.  Transformation  der  Thetafunktionen.  Aus  den  Beziehun- 
gen zwischen  zwei  reziproken  Funktionen  erster  bzw.  zweiter  Art 
(Nr.  59)  erhält  A.  Caucliy-^^")  durch  Vertauschung  der  Reihenfolge  von 


2148)  Arch.  Math.  Phys.  12  (1849),  p.  143. 

2149)  Cambr.  Trans.  8  (1848)  =  papers  1,  p.  299;  p.  294  schon  ein  Beispiel 
mit  unharmonischen  Reihen. 

2150)  exerc.  de  math.  2  (1827)  =  Oeuvi-es  (2)  7,  p.  185.    Er  berichtet  p.  194, 
Laplace  habe  die  Formel  für  x  ^=  Q ,  u  oder  6   sehr  klein  durch  ihm  eigentüm- 
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Summation   imd  lütegration: 

(1707,         2''-«««)  =  ViMi^^^^^'  'f «  '•'  ■ 

«  =  0  0 

71  =  1  0 

Für  r  ^  1  werden  die  Integrale  unbestimmt;  nimmt  man  die  Haupt- 
werte und  definiert  ß  durch  a:/3  =  2jr,  so  ergibt  sieb: 

(1<09)  ^  ""'  „  ""' 

^fina)  =  r^^  val.  princ.  /  ^{u)  coi^  du. 

M  =  l  5 

Ersetzt  man  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  fix)  durch  f(x)cos(dx), 
so  hat  man  g){u)  durch 

J.{g,(|M  +  ö|)  +  9'(M-ö:)) 
zu  ersetzen ;  so  erhält  man  für  0  <  ö  <  /3 : 

(1710)  ■[/«  j  l  f{0)  +  ^f(n  a)  cos  «  Ö  « j 

n=l 

Die  Annahme  f(x)  =  e    ^   gibt  auch  g)(a;)  =  e    ^,  also  mit  «-=  2a', 
ß-i  =  26*,  6»ä  =  2u-,  ab  =  n,  für  x<h: 

(1711)  }/a{-„  -|-  ^, e~"'°'cos2wat(| 

K  =  l 


liehe  Methoden  verifiziert;  darüber  scheint  nichts  weiter  bekannt  zu  sein.  Der 
Spezialfall  u  =  0  von  (1711)  mit  Andeutung  des  Beweises  bereits  in  Cauchys 
erster  Mitteilung  über  reziproke  Funktionen,  bull.  soc.  philomat.  1817,  p.  124. 
Oeuvres  (2)  7,  p.  286  erhält  er  noch  eine  etwas  allgemeinere  Formel,   indem   er 

a   durch  aV^,  6  durch  ersetzt,  wo  0  auch  komplex  sein  kann. 
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S.  D.  Poisson  erhält  zunächst  ^'*')  den  für  x  =  0  eintretenden 
speziellen  Fall  der  letzteren  Gleichung  direkt,  indem  er  gleich  in  die 
Ausgangsformel  die  Annahme  /"(a-)  =  c"*^'  einführt.  Nachher^'^-)  ge- 
winnt er  aus  der  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  die  allgemeine 
Formel: 

(1712)  ff(a)da  +  2^  Jcos'"£-V(«)^«  =  |/'(0)  +^/-("«) 

und  aus  ihr  durch  die  spezielle  Annahme  f{x)  =  ©ec^ra;  die  ebenfalls 
der  Theorie  der  Transformation  der  Thetafunktionen  angehörende: 

(1713)  1  +  y;(Btc2n7tl  =  ^^J^Sec^f  •, 

n  =  1  n  =  l 

später"^*)  auch  noch  durch  die  Annahme  f(x)  =  exp  ( — a;~^)cos  2iia; 
wieder  die  Gleichung  (1711). 

Die  Gleichung  (1711)  findet  sich  übrigens  auch  im  Nachlaß  von 
C.  F.  Gauß-^'^'"),  der  folgendermaßen  schließt:  der  Koeffizient  von  cos  utix 
in  der  Entwicklung  der  Summe 

+  00 

(1714)  ^exp(-cc(h-{-xf) 

i=  — <x 

läßt  sich  in 

/  e~ "-^^  cos UTix  dx  =y  ^  exp  ( 5- j 

umformen  (nach  (947)). 

Ähnlich  schließt  Poisson-^^^): 


2151)  j.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  420. 

2152)  j.  ec.  polyt.  cah.  19  (1823),  p.  451. 

2153)  Paris  mem.  6  (1823  [27]),  p.  501  (von  1826). 

2155)  Werke  3,  p.  436;  vom  Herausgeber  (p.  4'J4)  vennutungsweise  in  das 
Jahr  1808  gesetzt.    Vgl.  übrigens  auch  die  Rechnung  p.  418  (von  1799?). 

2156)  In  einer  Note  (Paris  mem.  10  (1831),  p.  110)  zu  seinem  Referat  über 
Jacobis  Fundamenta,  in  der  er  auseinandersetzt,  daß  man  auf  diesem  Wege  die 
Formeln  für  die  lineare  Transfonnation  der  elliptischen  Funktionen  aus  ihrer 
Darstellung  durch  Thetaquotienten  ableiten  könne.  Im  Grunde  ist  übrigens  die 
Schlußweise  keine  andere  als  die  früher  "")  von  ihm  angewandte;  es  ist  nur 
durch  die  Einführung  des  Konvergenzfaktors  die  Möglichkeit  der  Vertauschung 
der  Reihenfolge  von  Summation  und  Integration  erzielt.  Auch  C.  G.  J.  Jacobi 
selbst  hat  schon  in  einer  seiner  ersten  A'eröfTentlichungen  (J.  f.  Math.  (3)  1828, 
p.  307  =  Werke  1,  p.  260)  auf  den  Zusammenhang  der  hier  besprochenen  For- 
meln mit  der  Transformationstheorie  der  elliptischen  Funktionen  hingewiesen; 
ebenso  später  Lebesgve,  j.  de  math.  5  (1840),  p.  186. 
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(1715)    2_y^/S"exp(— 4  n'r^)  COS  2  na; 

,1  =  0 

^  --,-    I  ^  ß" [cos  2n(2rtt-\-  cc)  +  cos  2 w (2 r u  —  xj\  exp ( —  a^) d a 


+  Ä/[- 


2j3cos(4ra  +  2a;)  +  ß« 


und  geht  dann  zu  /3  ^  1  über.    Auch   erhält   er""),   indem    er  seine 
allgemeine  Formel  (1712)  auf  die  Annahmen 

fiz)  = oder 


®in ßo( 

X  X 

anwendet  und  die  Integralrelationen  (968,  970)  herbeizieht,   den   ent- 
sprechenden Beweis  für  die  Transformation  der  Partialbruchreihen. 

108.  Dififerentiation  zu  beliebigem  Index  (vgl.  11  A,  2,  Voß, 
Nr.  48,  p.  116).  Schon  Fourier  selbst-'^*)  hat  darauf  hingewiesen,  daß 
man  auf  Grund  der  Dai-stellung  einer  willkürlichen  Funktion  durch 
seine  Integralformel  (790)  den  „u""  Diiferentialquotienten  einer  Funk- 
tion für  beliebiges  fi"  durch  die  Gleichung 

(1716)     q^  =  ^/JV  cos  [ix  -  I«  +  -'^)  f{a)da<n 

definieren  könne. 

Doch  macht  bereits  J.  LiouviUe'^'"^)  darauf  aufmerksam,  daß  diese 
Formel  bei  nicht  ganzzahligem  (i  ein  mehrdeutiges,  bei  gebrochenem 
(i  mit  geradem  Nenner  überdies  ein  komplexes  Resultat  ergebe-'™); 
und  daß  man  auch  nicht  untereinander  übereinstimmende  Resultate 
erhalte,  wenn  man  au  ihrer  Stelle  die  Formel  (792)  benutze.^'*')  Er 
hat  ihren  Gebrauch  daher  zuerst  ganz  vermieden;  später ^'^^)  schlägt 
er  vor,  an  ihrer  Stelle  diejenige  Modifikation  zu  benutzen,  bei  der 
eine  Integrationsgrenze  endlich  genommen  wird. 


2157)  p.  116. 

2158)  Theorie  de  la  chaleur,  Paris  1822,  Nr.  422  =  Oeuvres  1,  p.  508.    Daraus 
bei  G.  Pcacock,  Brit.  ass.  rep.  o,  für  1834,  p.  218. 

2159)  j.  de.  polyt.  cah.  21  (1832),  p,  124;  J.  f.  Math.  12  (1834),  p.  287. 

2160)  J.  f.  Math.  13  (1884),  p.  221. 

2161)  Ib.  p.  222. 

2162)  Ib.  p.  222.    Er  will  untersuchen,  unter  welchen  L'mständen  die  so  ge- 
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109.  Funktionen  großer  Zahlen.  Unter  diesem  Nameu  pflegt 
man  eine  Gruppe  von  Untersuchungen  zusammenzufassen,  die  das  Ver- 
halten anah'tischer  "*^^)  Funktionen  einer  Variabein  n  für  große  Werte 
derselben  auf  anderem  Wege  als  durch  direkte  Entwicklung  nach  fallen- 
den Potenzen  von  n  festzustellen  suchen;  sei  es,  daß  es  sich  um  Funk- 
tionen handelt,  die  eine  solche  Entwicklung  überhaupt  nicht  zulassen, 
oder  daß  die  vorliegende  Darstellung  der  Funktion  Zwischenglieder  be- 
nutzt, die  nicht  so  entwickelt  werden  können. 

P.  S.de  Laplace^^^)  scheint  der  erste  gewesen  zu  sein,  der  bemerkt 
hat,  daß  das  Problem  sich  angreifen  läßt,  wenn  es  gelingt,  die  Funktion 
durch  ein  bestimmtes  Integral 

(1717)  $(m)  ^=j  f{x)  cp{xy(lx 


■«onnene  Definition  mit  der  von  ihm  selbst  bevorzugten  übereinstimmende  Re- 
sultate gibt,  beachtet  aber  nicht,  daß  er  dazu  erst  die  Frage  beantworten  müßte, 
unter  welchen  Umständen  die  von  ihm  vorgenommenen  Vertauschungen  von 
Grenzübergängen  erlaubt  sind. 

2163)  Von  der  asymptotischen  Darstellung  zahlentheoretischer  Funktionen 
ist  hier  nicht  die  Hede;  über  sie  vergleiche  man  IC  3  {Bachmann),  Nr.  5,  p.  658. 

2164)  Paris  mem.  1778[81];  82[85];  83[86]  =  Oeuvres  9,  p.422,  Ui;  10,  p.209, 
295;  dann  in  der  theorie  analytique  des  probabilites,  Paris  1812  =  Oeuvres  7, 
p.  89.  —  Eine  Darstellung  des  Verfahrens  von  Laplace  findet  sich  auch  bei 
S.  F.  Lacroix,  traite  des  difterences  et  des  series,  Paris  1800,  p.  4ü2  =■  traite 
du  calcul  diiF.  et  du  calcul  int.  2ine  ed.,  3,  Paris  1819,  p.  502;  die  Ableitung  der 
Formel  (1721)  auch  bei  A.  M.  Legendre,  eserc.  de  calcul  int.  1,  Paris  1811,  p.  343; 
eine  übersichtliche  Darstellung,  samt  Anwendung  auf  die  asymptotische  Dar- 
stellung von  S(m,  «),  wenn  m  und  n  beide  groß  sind,  auch  bei  A.  de  Morgan, 
Diff.  and  integr.  calc. ,  London  1836/41,  p.  603.  De  Morgan  bestimmt  auch  den 
asymptotischen  Wert  von  r{n  -\-  1)  selbst  auf  diesem  Weg,  indem  er  —  was 
freilich  noch  zu  rechtfertigen  wäre  —  das  Maximum  nicht  von  qp,  sondern  von 
/qp"  nimmt.  Ebenso  Liouville,  3.  de  math.  11  (1846),  p.  465,  und  mit  geringer 
Abänderung  auch  A.  Cauchy,  Paris  C.  R.  19  (1844),  p.  08  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  259. 

In  ähnlicher  Weise  wie  die  einfachen  Integrale  behandelt  Laplace  auch  die 
entsprechenden  Doppelintegrale  (Theorie  analyt.  des  probabilites,  Livre  1,  2.  partie, 
chap.  1,  Nr.  28  =  Oeuvres  7,  p.  105  110)  sowie  schon  früher  (und  zwar  gleich  für 
mehrfache  Integrale,  aber  zum  Teil  fehlerhaft):  Paris  Mem.  1782[8ö]  =  Oeuvres 
10,  p.  230/235. 

W.  B.  Hamilton,  Dubl.  proc.  7  (1842/43),  p.  420  gibt  Andeutungen  über  Aus- 
dehnung des  Verfahrens  von  Laplace  auf  Doppelintegrale  der  Form: 

^^  1  dr  I e-""''  U cos(ß\^irur)du, 

0  0 

wo  U,  V  sich  nach  Potenzen  von  u-  mit  ganzzahligen  Exponenten  entwickeln 
lassen. 
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darzustellen,  in  dem  /'  und  cp  von  n  unabhängige  Funktionen  von  x 
bedeuten.  Es  überwiegen  nämlich  dann  die  Beiträge  derjenigen  Teil- 
intervalle, in  welchen  f(x)  seinen  größten  Wert  annimmt,  die  der 
übrigen  um  so  mehr,  je  größer  n  ist.  Bei  Abschätzung  der  ersteren 
sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Wenn  an  der  Stelle  Xg  des  Maxi- 
mums <p'{Xf,)  =1=  0  ist,  führt  er  eine  neue  Integrationsvariable  t  durch 
die  Gleichung 

(1718)  y  =  f(x)(p{xy  =  y^e-' 

ein,  in  der  ^/o  den  Wert  von  y  für  x  =  x^  bedeutet;  durch  Reihen- 
umkehrung  kann  er  dann  x  und  dx/dt  nach  Potenzen  von  t  ent- 
wickeln und  so  für  $(w)  eine  Entwicklung  nach  Integralen  der  Form 

(1719)  fe-'rdt 

erhalten.  Diese  Integrale  sind  zunächst  von  t  =  0  bis  zur  Grenze 
des  Gültigkeitsbereiches  der  Entwicklung  zu  nehmen;  aber  eben  weil 
nur  die  Umgebung  von  t  =  0  einen  wesentlichen  Beitrag  liefert,  kann 
er  sie  bis  ^  =  cxi  erstrecken,  so  daß  sie  sich  durch  T-Funktionen 
ausdrücken  lassen.  So  erhält  er  für  ^(«)  einen  Näherungsausdriick, 
dessen  erstes  Glied 

i/o 

ist,  während  jedes  folgende  aus  dem  ihm  unmittelbar  vorhergehenden 
durch  Multiplikation  mit  einer  Größe  der  Ordnung  n~^  erhalten  wird. 
Wenn  aber  an  der  Stelle  des  Maximums  g}' (x^^)  =  0  ist,  ist  die 
Reihenumkehrung  in  der  vorher  benutzten  Form  nicht  möglich.  Ist 
etwa  noch 

(p"(x^)  =  0,  .  .  .,  (pW(x^  =  {)^ 

so  substituiert  Laplace 

(1720)  y=,^^  exp(-^."  +  0 

und  erhält  so  entsprechende  Resultate;  für  /t  =  1  wird  das  Anfangs- 
glied 

(1721)  V^y»  '\ 

V-Vo" 

und  jedes  folgende  entsteht  aus  dem  ihm  unmittelbar  vorhergehenden 
durch  Multiplikation  mit  einer  Größe  der  Ordnung  w''-^. 

A.  Cauchy^^^'")  ersetzt,  ebenfalls  unter  der  Voraussetzung  (p' (x)  =  0, 


2165)  Paris  möm.  8  (1829)  =  Oeuvres  (1)  2,  p.  33;  Voranzeige  (von  1827)  ib. 
p.  29.  Im  wesentlichen  ebenso  in  einem  von  U.  A.  Schirarz  entzifferten  Frag- 
ment aus  dem  Nachlaß  von  B.  Biemann,  ges.  Werke,  p.  429  (von  1863).  —  Die 
Formel  (1722)  wird  aus  (1721)  erhalten,  wenn  man  in  letzterer,  unter  Berücksich- 
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X  durch  Xq-\-  t/Yn,  (p{x)  durch  e'",  w  durch  iv^  + 

Grenzen  der  Integration  ebenfalls  durch  +  c»;  so  erhält  er  als  erste 

Annäherung; 

Dieses  Resultat  überträgt  er  sogleich  auch  auf  komplexe  Funktionen 
und  Integration  zwischen  komplexen  Grenzen.  Im  letzteren  Falle 
würde  die  Methode  zunächst  nur  verlangen,  daß  im  Punkte  x  die 
Ableitung  von  (p  {x)  \  nach  der  Tangente  des  Integrationswegs  Null 
ist,  doch  müßte  dann  reeller  und  imaginärer  Teil  getrennt  werden. 
Cauchy  bemerkt  aber,  daß  die  Formeln  in  derselben  Gestalt  wie  im 
Reellen  bestehen  bleiben,  wenn  (p'{Xf^)  selbst  gleich  Null  ist,  und  daß 
man  das  in  vielen  Fällen  durch  erlaubte  Abänderung  des  Integrationswegs 
erreichen  kann.-*^^)  Dem  zugehörigen  Wert  |9j(.?'o)|  nennt  er  dann 
„Prinzipalmodul"  der  Funktion  qp(a-). 

Cnuchys  Absicht  bei  diesen  Untersuchungen  war  auf  die  Ermög- 
lichung einer  Bestimmung  des  wahren  Konvergenzkreises  der  Potenz- 
reihe ^$(«)  z"  gerichtet"'^'')-,  er  schließt  auch  gleich  Anwendungen 
auf  die  Auflösung  der  Kepl ersehen  Gleichuiig  durch  Entwicklung 
nach  den  Potenzen  der  Exzentrizität  u.  dgl.  an.  Erst  einige  Jahre 
später -^^*)  ist  er  zu  der  Erkenntnis  gelangt,  daß  der  Konvergenzradius 


tigung  von  qp'(a;|,)  =  0,   rj"  durch  die  Ableitungen  von  /"und  (jp  ausdrückt  und  das 
von  n  freie  Glied  gegen  das  mit  n  multiplizierte  vernachlässigt. 

2166)  Den  Begrift'  des  verschiebbaren  Integrationswegs  hat  Cauchij  hier  noch 
nicht  explizite,  so  wenig  wie  in  seinen  andern  Schriften  aus  dieser  Zeit.  Er 
spricht  nur  davon,  daß  das  Integral  noch  einen  verfügbaren  Parameter  ent- 
halten solle  (p.  38),  wählt  aber  als  solchen  nachher  den  Radius  des  Kreises,  auf 
dem  er  integriert.  Über  die  Verändei-ung  des  Maximum  Maximorum  bei  Ände- 
rung eines  solchen  Parameters  enthält  ein  späterer  Aufsatz  Cauchys  (Paris  C.  R. 
17  (1843),  p.  1215  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  128;  reproduziert  auch  von  Moigno,  Le^ons 
2  (1844),  p.  776)  noch  einige  Auseinandersetzungen.  Ein  noch  späterer,  Pai'is 
C.  R.  20  (1845),  p.  550  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  79  zeigt,  daß  die  notwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  für  das  Auftreten  eines  Prinzipalmoduls  darin  be- 
stehen, daß  außer  (p'{x)  =  0  noch 

9i^^'^'^''>0 

ist. 

2167)  Über  die  Stellung  dieser  Untersuchungen  Cauchys  innerhalb  der  Ent- 
wicklungsgeschichte seiner  Theorie  der  Funktionen  komplexer  Tariabeln  vgl. 
man  A.  Brill  u.  .1/.  Xoetliei;  Jahresber.  d.  Deutsch.  Math. -Ter.  3  (1892,93),  p.  177. 

2168)  Turiner  mem.  lith.  von  1831,  p.  9  =  exerc.  d.  anal.  2  (1841),  p.  54.  — 
Die  Beziehung  dieser  Untersuchungen  zu  den  vorher  besprochenen  deutet  Cauchy 
selbst    mem.  p.  15  =  exerc.  2,  p.  54   an:    der  Rest,   der   bleibt,   wenn   man   die 
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sich    aus    den    Eigenschaften    der    Funktion    bestimmt,    und    daß    die 
Koeffizienten  der  Entwicklung 

(1723)  F{xi)  =^Ä„u'' 

Taylorsche  Entwicklung  von   f{z]   mit  dem  Glied  mit  «"~^  abbricht,  ist  absolut 
kleiner  als  das  Produkt  aus 


in"-'(l^|-|^l) 

in  das  Maximum  von  f{S)  auf  dem  Kreise  vom  Radius  |  g  ]  ;  um  eine  möglichst 
scharfe  Abschätzung  zu  erhalten,  muß  man  diesen  Radius  so  wählen,  daß  dieses 
Maximum  möglichst  klein  wird,  d.  h.  eben,  man  muß  den  Prinzipalmodul  von 
/■(J)  bestimmen. 

Spätere  Untersuchungen  Cauchy.s  haben  hauptsächlich  die  genauere  Fest- 
stellung der  Bedingungen  im  Auge,  unter  welchen  der  Ausdruck  (1722)  wirklich 
als  Näherungswert  des  zu  bestimmenden  Integrals  betrachtet  werden  kann.  Er 
behandelt  zunächst  [Paris  C.  R.  20  (1845),  p.  128  =  Oeuvres  (1)  8,  p.  425]  die 
folgende  Frage:  Sei 

wo  y  selbst  wieder  Funktion  von  x  ist;  wenn  man  f(y)  in  der  Integraldarstel- 
lung (1724)  des  Koeffizienten  A,^  durch  seine  Entwicklung  nach  Potenzen  von  y 
ersetzt,  so  erhält  man  eine  Reihenentwicklung  für  diesen  Koeffizienten ;  wie  weit 
wird  diese  konvergieren?  Cauchy  zeigt,  daß  man  diese  Frage  beantworten  kann, 
indem  man  f{y)  durch  eine  Funktion  der  Form 

W  ^(-/-y-Y~y)       (^o<l2/|<r) 

ersetzt,  deren  Entwicklungskoeffizienten  sämtlich  absolut  größer  sind  als  die 
entsprechenden  Eatwicklungskoeffizienten  von  f{y).  Einen  analogen  Satz  gibt  er 
dann  auch  für  den  Fall,  daß  die  Funktion  /'  von  zwei  verschiedenen  Funktionen 
y  und  z  von  x  abhängt;  speziell  für  die  Annahme 

(2)  y  =  l-x,        z  =  -~, 

das  gibt  ihm  dann  den  folgenden  Satz  [p.  214  =  4;-i9]:  ist 

(3)  F{x)  =  mix)fiy,z) 

(4)  f{y.^)-^Hi„Jz''\ 

l,m 

(5)  äi{x)  =  ^k„x^\ 
Bo  ist 

(6)  ^„=^if„„A'+"'^•„_,, 

l.m 

wobei  das  Zeichen  A  durch  A»j  ^  1  definiert  ist.    Für 

(7)  ra(.T)  =  (1— a;)"' 
gibt  das: 

(8)  ^„=V(-l)"  +  "'(-^+^^  +  'nif,„.; 

l,m 
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sich  durch  die  Integrale 

(1724)  Ä„=-l-.fF{u)u—^du 


für 

(9) 
wird: 


(9)  f(y,  ^)  ^<p{^)x  (4)  =  <P(1  -  2/)  z(i  +  ^) 


,1  f^'hi)  X^"'\i) 


Ist  endlich  noch 

(p(x)  =  (1  —axy"^{x), 

Xix)  =  {1  -  a.x)"  Xix) 
und    dabei  ^(x),  X{x)  „überall   kontinuierlich"  [er   brauchte    nur   zu    verlangen 
„innerhalb  eines  Kreises,  dessen  RÄdius  größer  als  1  ist"],   so  lautet  die  Bedin- 
gung für  die  unbedingte  Konvergenz  der  erhaltenen  Doppelreihe  einfach 

™  ,^''4i+r^<'- 

Bei  dieser  Untersuchung  hatte  er,  um  über  den  Kouvei'genzkreis  der  Ent- 
wicklung (  _^^„.x")  integrieren  zu  können,  s<^l  voraussetzen  müssen;  in  einer 
neuen  Redaktion  [faria  C.  R.  20  (1845),  p.  280  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  5]  zeigt  er, 
daß  man  diese  Bedingung  fallen  lassen  kann,  wenn  man  zuerst  über  einen  Kreis 
von  kleinerem  Radius  integriert  und  erst  in  den  Schlußformeln  auf  den  Kon- 
vergenzkreis selbst  übergeht.  Auch  bespricht  er  jetzt  [p.  329  =  19]  den  Fall, 
daß  die  Entwicklung  von  f{y,  z)  nicht  unbedingt  konvergiert,  sondern  nur  bei 
geeigneter  Reihenfolge  der  Summationen,  z.  B.  wenn  man  erst  nach  Potenzen 
von  2/  und  die  Koeffizienten  dieser  Entwicklung  nach  Potenzen  von  z  entwickelt; 
es  ergibt  sich,  daß  die  Entwicklung  von  A„,  die  man  erhält,  wenn  man  nur 
den  Faktor  ;f  (1  -f  z)  entwickelt,  unter  den  Bedingungen  [p.  395  =  52J : 

konvergiert.  Daran  schließen  sich  Untersuchungen  [p.  696  =  89;  vorläufige  Mit- 
teilungen p.  477,  481,  552  =  69,  74,  81],  in  welchen  an  Stelle  der  hier  benutz- 
ten Größen  y  oder  z  der  Polarwinkel  p  von  x  als  Hilfsvariable  auftritt,  nach 
deren  Potenzen  zunächst  entwickelt  wird.  Wird  in  dem  Ausdruck  des  absoluten 
Glieds  A„  der  Entwicklung  von  f{x)  nach  Potenzen  von  x  durch  das  Integral  (1724) 

(14)  f(x)  =  e-''''\{p) 

gesetzt  und  der  Faktor  ip{p)  uach  Potenzen  von  p  entwickelt,  so  ergibt  sich  für 

Ä^  eine  Entwicklung,  die  sich  in  der  symbolischen  Form  schreiben  läßt: 

(15)     A^ = i^  (.  (.]/ j)  -, ,  (-  ^yi))p^^^-äp 

n 

n  J  2 

Dabei  ist  a>  so  zu  wählen,  daß  die  Entwicklung  von  ^(p)  bis  p  =  m  konver- 
giert; ist  der  Kreisring,  in  welchem  die  Laurentsche  Entwicklung  von  t\x)  kou- 

Eucyklop.  d.  math    Wisacusch.     II  1.  87 
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vergiert,  hinreichend  breit,  so  kann  man  «»  =  51  nehmen,  und  das  Zusatzglied 
fällt  dann  weg.  Wird  in  diesem  Resultat  F(x)  wieder  durch  x~ " cp" {x)  f{x)  er- 
setzt, na  für  a  eingeführt  und  für  a  der  Wert 

genommen,  so  daß  die  Entwicklung  von  1/1  (p)  kein  Glied  zweiter  Ordnung  ent- 
hält, 80  wird   der  Koeffizient  von  p"'  in    dieser  Entwicklung   höchstens  von   der 

Ordnung  -  in  bezug  auf  n;  man  erhält  also  [p.  701  =  98.  Beim  Vergleich  mit 
(1722)  ist  zu  beachten,  daß  hier  das  Integral  noch  mit  in  dividiert  ist.  Eine 
spätere  Abhandlung  (Paris  G.  R.  29  (1849),  p.  47  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  139)  er- 
läutert den  Schluß  noch  durch  den  Zusatz:  man  kann  n  und  es  so  wählen,  daß 
wta'  sehr  groß,  jo'  sehr  klein  wird],  wenn  der  Prinzipalmodul  zu  x  =  1  gehört, 

(16)  A„=^^^{l  +  s), 

'■  ynan 
wobei 

(17)  f  =  cyni", 

C  von  n  unabhängig,  und  |  Jl  |  <^  1  ist. 

Von  demselben  Ansatz   aus   gelangt  Cauchy    auch    zu  einem  neuen  Beweis 
der  Gleichung  (8)  [p.  712  =  103].    Wird  nämlich 

(18)  F(,)  =  (l-|-)-^(.),(l)  . 

genommen,   so    ergibt   sich    zunächst  auf  dieselbe  Weise  wie  (15)  die  Gleichung 


(19)  A^=k-  "  ^  (k  exp  (-  ^)  )  Z  (A:  exp  (-  S  ))  [s]„  , 
wo 

und  wenn  hier  das  Symbol  der  Differentiation  nach  n  vermöge  ( exp  7;^  =  1  -|-  AI 
durch  das  der  endlichen  Differenz  ersetzt  und  die  Operation  an  dem  Binomial- 
koeffizienten  ausgefülirt  wird,  wieder  die  Gleichungen  (8)  mit  (10)  [p.  718  =  111.] 
Endlich  behandelt  Cauchy  auch  noch  die  Frage  nach  der  asymptoti.schen 
Darstellung  des  Koeffizienten  A_^  „  von  x''"'y"  in  der  Entwicklung  einer  Funk- 
tion der  beiden  Variablen  x,  y  nach  deren  Potenzen;  wenigstens  für  den  Fall, 
daß  diese  Funktion  die  Gestalt  hat: 

(20)  F(.T,  2/)  =  (i-|-)~V(a;,  y), 

wo  V  noch  Funktion  von  x  sein  und  f{x,  y)  mit  seinen  ersten  Ableitungen  als 
Funktion  von  y  in  einem  geeigneten  Kreisring  stetig  sein  soll  [p.  723  =  116]. 
Die  Anwendung  von  (8)  gibt  dann  zunächst  für  den  Koeffizienten  A„  von  3/" 
den  asymptotischen  Ausdruck: 

(21)  A„r^[s]„v~''f{x,v). 

Hier   ist  nun    noch   der  Wert  u   von   x   zu   bestimmen,    der   den  Prinzipalmodul 
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selbst  odei-  über  einen  zu  ihm  konzentrischen  Kreis  von  kleinerem 
Radius  zu  nehmen  sind.  Die  asymptotischen  Werte  für  das  Integral 
(172;4)  lassen  sich  in  zwei  Fällen  leicht  gewinnen:  wenn  der  Integra- 
tionsweg durch  eine  Nullstelle  ii  =  re'''  von  F' {u)  gelegt  werden 
kann,  so  setzt  Cauchy^^^^): 
^1725)  u-"F{u)  ^e- "">''■  x(p), 

so  daß  er  zunächst  erhält: 

("••""    '^"= r.k/K^.) + '[- Vi)]'-"'''"-- 

0 

die  erste  Näherung  ergibt  sich  dann,  indem  die  variablen  Werte  von 
x(jp)  durch  den  Wert  für  ^)  =  0  ersetzt  und  die  Integration  bis  oo 
ausgedehnt  wird,  weitere,  indem  weitere  Glieder  der  Entwicklung 
von  X  nach  Potenzen  von  p  zugezogen  werden.  Wenn  andererseits 
F[ti)  auf  dem  Konvergenzkreis  nur  einen  singuläreo  Punkt  «j  hat,  in 
dessen  Umgebung 
(1727)  F(u)  =  (l-^y'f\iu) 

gesetzt  werden  kann,  wo  f\  regulär  und  S  <  1  ist,  so  ergibt  sich  durcli 
die  Benutzung  der  Entwicklung  von  /"j^'^'*): 


von  x'^v    "  liefert,  und  dann  die  Formel  (16)  anzuwenden;  das  gibt: 
(22)  yl_„,  „  ~  [s].m"'«    "   '^   '        ,         a=—    -    j-    —  3- 

Zur  Beatimmung  von  u,  v  kann  dabei  das  Gleichuugspaar 

m   ox         n    dy 
dienen. 

2169)  Pai-is  C.  B.  20  (184.5)  =  Oeuvres  (1)  9,  p.  90.  Die  Rechnung  mit 
Funktionen  von  Differentialsymbolen,  deren  sich  Cauchy  hier  bedient,  ist  nur 
Aufputz  und  für  die  Sache  selbst  nicht  wesentlich.  Er  hat  übrigens  hier,  auf 
Grund  der  inzwischen  erschienenen  Untersuchung  Laurents,  die  allgemeinere 
Voraussetzung,  daß  die  Entwicklung  (1723)  auch  Glieder  mit  negativen  Exponen- 
ten enthält;  für  die  Bestimmung  der  asymptotischen  Wertes  dieser  letzteren 
kommen  dann  die  auf  der  inneren  Begrenzung  des  Konvergenzringes  gelegenen 
singulären  Punkte  in  Betracht.  Daß  mau  zur  Abschätzung  des  allgemeinen  Glie- 
des bzw.  des  Restes  der  Reihe  (1723)  nicht  immer  am  zweckmäßigsten  über  den 
Konvergenzkreis  selbst  integriert,  bemerkt  Cauchy  bereits  im  Turiner  mäm.  p.  l(i, 
unter  Hinweis  auf  seine  früheren  Untersuchungen. 

2169»)  Paris  C.  R.  20  (1845)  =  Oeuvres  (1)  •.),  p.  102;  im  wesentlichen  ebenso 
Paris  C.  R.  34  (1852)  =  Oeuvres  (1)  11,  p.  387.  Einige  weitere  Ausführungen 
dazu  bei  O.  W.  Hill,  Amer.  J.  of  math.  6  (1884),  p.  125. 

87* 
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+  n 
n        _^^  \  I  2  Tc  •  m !  J  ^  ^ 

~  jiLj^  >  w!  \  n  }' 

und  hier  ist  der  Quotient  jedes  Gliedes  durch  das  folgende  von  der 
Ordnung  n.  Dabei  ist  nicht  einmal  erforderlich,  daß  die  Entwicklung 
von  /",  längs  des  ganzen  Integrationswegs  konvergiert;  man  muß  nur, 
wenn  das  nicht  der  Fall  ist,  ein  Restglied  hinzunehmen,  dessen  Dar- 
stellung durch  das  Cauchysche  Integral,  wie  Cauchy  selbst  bemerkt 
hat^'^^''),  die  Abschätzung  gestattet. 

110.  Auflösung  von  Integralgleichungen.  Zu  solcher  hat  li.  Mur- 
plil  die  trigonometrischen  Entwicklungen  herangezogen:  um  die  Glei- 
cliung 

(1728)  I  f\t)  cos  atilt  =  F[a) 

nach  f{i)  aufzulösen,  benutzt  er^"")  die  Entwicklung  (277)  von 
cos  at  nach  den  Cosinus  der  ganzzahligeu  Vielfachen  von  t  und  setzt 
auch  für  f(t)  eine  solche  Entwicklung  an: 

(1729)  /•(*)  =  4-^0 +^c,  cos  w<. 
Ausmultiplikation  ergibt  dann: 

(1730)  ^(«)  =  «-«-[^+2^S"]. 

n  =  l 

also  für  a  =  n: 

n   TT   N 

0.  Schlömilch-^''^)  löst  die  Funktionalgleichung  auf 

(1 731)  f(x)  =  fe-"-F{u)  du 


2169")  An  der  letztgeaannten  Stelle,  p.  401. 

2170)  Cambr.  trana.  5,  (1835),  p.  380.  p.  382  trägt  er  nach:  man  müsse  noch 
einen  „appendage"  beifügen,  nämlich  die  allgemeinste  Lösung  der  Gleichung; 


I  f{t)  cos  at  dt  =  0. 


Diesen  stellt  er  durch  divergente  Reihen  dar. 
2171)  Arch.  Math.  Phya.  12  (1849),  p.  142. 


112.  Gaußsche  Summen.  1351 

(lurcli 


_    -3      />( 


■>(t)  COSM^l 


wo  (p(t)  +  iilf{t)  =  f{—it)  ist. 

L.  Euler"^''^)  setzt  zur  Lösung  der  Fuuktionalgleichung: 

(1732)  2^-^^^smx  =  f{2x) 

trigonometrische  Reihen  an.  Es  stellt  sich  heraus,  daß  alle  Glieder 
mit  höhereu  Vielfachen  wegfallen  müssen,  so  daß  man  sin  x  und 
1  —  cos  X  als  partikuläre  Lösungen  erhält. 

Ein  weiteres  Beispiel  für  die  Auflösung  einer  Fuuktionalgleichuug 
durch  Verwendung  trigonometrischer  Reihen  bei  W.  Thomson  Lord 
Kelvin}'^-\ 

111.  Integration  von  Gleichungen  mit  gemischten  Differenzen. 
D.  F.  Gregory^^^^)  integriert  die  Gleichung: 

(1733)  ^^^,'  *^  =  A'u (x  —  h ,  t) , 

in  der  das  Zeichen  A  durch  Ah  ^  u(x  -\-h)  —  u{x)  definiert  ist,  oder 

zuer.st  symbolisch  durch 

(1734)  u  =  exp  (j/^l^^)  9  W  +  exp  {^=^)  H^)  5 

und  indem  er  cp  und  4>  durch  ihre  Fouriersche  IntegraldarsteUung  er- 
setzt, die  Operationen  unter  dem  Integralzeichen  ausführt  und  schließ- 
lich noch  /■  und  F  für  ^  -\-  <p  und  4)  —  (p  schreibt,  durch 


1735)         :iu=\    I  cos  (2  t  sin  [^\cos  {ix  — £.tt)f{u)  du  d^ 


-\-  j     I  sin  (2^sin-^)  sin  (|x — ^a)  F(a)dudi,. 

0-0= 

112.  Gaußsche  Summen.   P.  G.  Lrjeune-DiricMef  hat  die  Bestim- 
mung der  Summen 

»1=0 

2172)  Petrop.  n.  comm.  lU  (1771),  p.  161. 

2173)  Cambr.  matb  j.  1,  (1838)  p.  59. 


1352     IIA  12,    H.  Biirkliardt.     Trigonometrische  Reihen  und  Integrale. 

auf  die  der  Summe 

(1737)  F\x)  =  ^  c„  cos  nx 

7.urückzuführen  gelehrt.  ^'"^)     Die  Gleichungen  (955)  geben  nämlich 

("38)      /i:::  11' ''(«>  <*.<-;:  (5+«); 

wird  links  zuerst  nur  von  — (4/c4-l)^  his  -\-  (ik -\-  l)jt  integriert, 
das  so  entstehende  Integral  durch  Einschaltung  der  Zwischenwerte 
(2h  -{-  1)7C  in  Teilintegrale  zerlegt  und  diese  alle  auf  dieselben  Gren- 
zen transformiert,  so  läßt  sich  die  Summation  unter  dem  Integral- 
zeichen und  dann  der  Grenzübergang  zu  /"  =  oo  ausführen,  und  man 
erhält 

1  -|_  cos— - 

Lf(0) 
m  n 
sin      — 
2   I 

m 

Ym^  l  sin  j  \  i      '       7n    )       [  m  ) 

,         2      ^l/(  cos  ts'TT  f  0081  /WiTt      1^  s'ä^X    _/2S3r\ 

Vm^  U  sin  1  2m        1  sin  J  V~2^     '    2m')      \  m  )  ' 

dabei  ist  mit  [a]  die  größte  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  nicht  größer 
als  u  ist,  und  in  den  Summen  ist  das  letzte  Glied  nur  halb  zu  neh- 
men, wenn  -r-  bzw.  -—  selbst  eine  ganze  Zahl  ist. 

'42  ° 

Wird 

(  1    für   n  <C  m 

"       1 0     „     n^m 
genommen,  so   wird: 

F(^^  =0    für    0<7^<m, 
und  man  erhält  die  Werte  der  Gaußschen  Summen.^''') 


2174)  Berl.  Abhandl.  f.  1835,  p.  401  =  Werke  1,  p.  249;  kürzere  franz.  Fas- 
sung J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  61  =  Werke  1,  p.  264;  Auszug  j.  de  math.  3  (1838), 
p.  2.  Reproduziert  ist  Dirichlets  Untersuchung  von  M.  Ohm,  System  der  Mathe- 
matik 9  (Nürnberg  1852),  p.  354  und  von  0.  Schlömilch,  Studien  2,  p.  62.  Vgl  auch 
die  Darstellung  bei  Ä.  Kramer,  Programm  Gymnasium  Nordhausen  1845,  p.  17. 

2175)  Vgl.  über  diese  I  C  3,  Bachmann,  Nr.  2,  p.  644  sowie  II  A  3,  Brunei, 
nr.  20,  p.  187. 


113.  Sukzessive  Evolventen  ebener  Kurven.  1353 

A.  Cauclii/  kommt  zu  diesen  von  der  Trausformationstheorie 
aus."'«)    Wird  in  der  Gleichung  (1711) 

a'  =  a"  —         ,     0-  =  /r  +  -,-  ,  M  =  ü 

gesetzt,  so  wird  ß  mit  «  zugleich  null  und  in  erster  Annäherung 
2ß  =  na.  Wird  dann  in  jener  Gleichung  beiderseits  mit  na  multi- 
pliziert, so  erscheinen  links  die  Glieder  der  Summe 

n-  1 

(1740)  2^^f(-^'-'n)> 

v  =  U 

jedes  multipliziert  mit  einer  Reihe,  die  als  Näherungswert  des  Pro- 
dukts aus  ]/a   in  das  Integral 

(1741)  jex])(—x^-)dx 

betrachtet   werden   kann,    und   rechts   die  Summe    1  -|-  exp  ( ^j , 

multipliziert  mit  einer  Reihe,  die  ebenso  als  Näherungswert  des  Pro- 
dukts aus  yJ)  in  dasselbe  Integral  betrachtet  werden  kann;  das  gibt 
dann  die  Gaußsche  Formel  in  der  Gestalt: 

(1742)  2-P  (-  ^'  ¥)  =  '  t '  Vn  (1  +  exp  (-  "^))  • 

113.  Sukzessive  Evolventen  ebener  Kurven.  Sei  ein  singulari- 
tätenfreier Kurvenbogen  gegeben;  die  Tangenten  in  seinen  Endpunkten 
seien  zueinander  rechtwinklig.  Ö^  sei  der  Winkel,  den  die  Tangente 
in  einem  beliebigen  Punkte  mit  der  Tangente  in  einem  Endpunkt 
bildet;  der  Krümmungsradius  q^  in  diesem  Punkte  sei  als  Funktion 
von  öy  in  eine  Reihe  nach  den  Sinus  der  ungeraden  Vielfachen  ent- 
wickelt: 

(1743)  Q,=^B„^iai2n-^l)e,. 

n  =  0 

Wird  die  Kurve  vom  Punkte  Öq  =  -  aus  abgewickelt  und  der  Krüm- 
mungsradius der  Evolvente  als  Funktion  des  Winkels  6,  ihrer  Tan- 
gente mit  der  andern  Anfangstangente  der  gegebenen  Kurve  betrachtet, 
so  ergibt  sich   wegen   (/pj  =  Qocld^,    öj  =  ^^  —  d^,: 

(1744)  Q,  _  2(=^«sin(2«+  l)ö,. 


2176)  Paris  C.  R.  10  (1840),  p.  563  =  J.  de  math.  ö  (1840),  p.  158  =  Oeuvres 
(1)  5,  p.  156.  —  Paris  C.  R.  10,  p.  719  =  Oeuvres  (1)  5,  p.  1119.  Verallgemeine- 
rungen auf  andere  „alternierende"  Summen  von  Einlieitswur^^elu. 
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Wird  von  dieser  Evolvente  wieder  in  geeigneter  Weise  die  Evolvente 
genommen  usw.,  so   wird  für  die  »«'°  Evolvente: 

(1745)  p.  =  2  ^^nT^  «i"  (2^*  +  l)ö.; 

also  die  Koordinaten  eines  Punktes  dieser  w*^"  Evolvente: 

e 

(1746)  ^m=    f    9m  cos  0,ndO^ 

0 

■^(_  i)""'B„  2w  +  l— ncos(2M  +  2)em— («  +  l)cos2Me„ 


=   ;(l-cos2Ö)+^^  (2«  +  ir  n{n  +  l) 

(l'*47)  ym=   f    Qm  Si^  öm"'^,« 

0 

-Bo/fl         1     ■     or.\    I    ^(-l)""'-B„(w+l)8in2wO„.-nsin(2n  +  2)e,„ 
=   2    i^''— -ö--'*"''^^j-i-^    (2M+1)'"  «(«  +  1) 

Daraus  ergibt  sich: 

(1748)      lim  x„,  =  -^  (1  —  cos  2Ö),       lim  //,„  =  ^^^  (-20  —  sin  2Ö). 

Im  wesentlichen  so  beweist  S.  D.  Poisson^"'')  die  Behauptung  von 
Johann  I.  Bernoiilli,  daß  diese  sukzessiven  Evolventen  sich  mit  wachsen- 
dem m  immer  mehr  der  Gestalt  einer  Zykloide  nähern. 

Noch  mehr  vereinfacht  ist  die  Darstellung  bei  Puiseux'-'-''^) ,  der 
aus  lim  r„,  =  A^  cos  u  oder  =  A^  sin  u  sogleich  schließt,  daß  es  sich 
um  eine  Zykloide  handelt. 

2177)  J.  l^c.  polyt.  cah.  18  (1820),  p.  431.  Poissons  DarsteUnng  ist  dadurch 
unnötig  umständlich,  daß  er  wegen  der  in  Note  660  erwähnten  Bedenken  sich 
nicht  getraut,  schon  den  Krümmungsradius  der  Ausgaugskurve  durch  eine  der- 
artige Reihe  darzustellen. 

217S)  J.  de  math.  9  (1844),  p.  398. 


(Abgeschlossen  im  Mai  1914.) 
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A 

Abbild,  arithmetisches  —  einer  ebenen 
Kurve  und  Funktionsbegriff  1,  3;  line- 
are Punktmenge  als  geometrisches  — 
eines  Bereiches  einer  reellen  Veränder- 
liehen 8 ;  monotone  oder  nicht  mono- 
tone diskontinuierliche  -ungen  des 
Linearkontinuums  40. 

Abbildbarkeit,  eindeutige  stetige  — 
der  Punkte  einer  Strecke  auf  diejenigen 
eines  Quadrats  47;  ein -eindeutige  — 
des  n-dimensionalen  Kontinuums  auf 
das  eindimensionale  47. 

Abbildung,  durch  eine  Pfaffsche  Glei- 
chung vermittelte  —  einer  nicht  line- 
aren partiellen  Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit  einer 
Unbekannten  352;  —  eines  luvolutions- 
systems  vermittelst  einer  Pfaffsehen 
Gleichung  358;  Invarianz  der  Trans- 
formationsgruppe  bei  -eu  402;  konfor- 
me —  geradlinig  begrenzter  Polygone 
auf  die  Kreisfläche  ivö,  496;  —  der 
Schnittkurve  einer  Fläche  und  eines 
Kreiszylinders  auf  einen  konzentrischen 
Zylinder  vom  Radius  1  oder  auf  eine 
Ebene  5i. 

Abdank-Abakanowicz,Integraphvon 
—  131. 

Abel,  -sehe  Form  exakter  Differentiale 
algebraischer  Funktionen  93;  Theorie 
der  -sehen  Funktionen  von  Clebsch  u. 
Gordan  93;  Reihe  von  —  in  der  Funk- 
tionalrechnung 783;  -s  Inversion  einer 
speziellen  Integralgleichung  807 ;  Funk- 
tionalgleichung von  —  791;   Anwen- 

Enoyklop.  d.  math.  WlsBenscli.     II  1. 


dung  der  Iterationsrechnung  auf  die 
Auflösung  der  Funktionalgleichung 
von  —  794;  -sehe  Funktionalgleichung 
803;  -sehe  Konvergenzuntersuchung  ge- 
wisser trigonometrischer  Reihen  829 ; 
-sehe  Konvergenzuntersuchung  der  Bi- 
nominialreihe  844. 

abgegrenzt,  -es  Integral  90. 

abgekürzt,  -ea  Verfahren  zur  Bestim- 
mung der  Komponenten  von  periodi- 
schen Naturerscheinungen  aus  Beo- 
bachtungen von  Extremen  672. 

abgeleitete  Potentiale  470. 

abgeschlossen,  (parfait)  -er  Bereich 
von  n- Veränderlichen  45,  45. 

abklingende  Funktionen,  —  in  der 
Integraldarstellung  der  zu  einer  ge- 
gebenen Funktion  reziproken  Funktion 
1142. 

Abkühlung,  Problem  der  —  einer 
Kugel  1051. 

Ableitung,  —  einer  endlichen  eindeu- 
tigen Funktion /"(a;)  an  der  Stelle  a;^a 
21,  21;  60;  -srechnung  60;  Rechnen  mit 
-en  zu  beliebigem  Index  in  der  Fünk- 
tionalrechnung  770;  aufeinanderfol- 
gende -en  eines  Differentialausdrncks 
n'"  Ordnung  779;  —  einer  Funktion 
von  Linien  787,  siehe  Differential- 
quotient. 

Abschätzung,  —  eines  Integrals  mit- 
tels der  beiden  Mittel wertsätze  97; 
—  des  Integrals  f  f{x)  coaXxdx  nach 
der  Größenordnung  von  /i,~',  1064. 
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absolut-konvereeDt 


d'Alembert 


absolut-kouvergent,  siehe  konver- 
gent. 

abteilungsweise,  —  diiferenzierbare 
Funktion  21;  Eigenschaft,  die  eine 
Funktion  —  besitzt  21;  —  monotone 
Funktion  22;  Dirichletscher  Konver- 
genzbeweis  für  die  trig.  Entwicklung 
einer  —  monotonen  Funktion  1038. 

accessorisch,  -es  System  von  linearen 
Differentialgleichungen  633  (durch 
Variation  der  Lagrangeschen  Glei- 
chungen des  allgemeinen  isoperime- 
trischen Problems  entstanden). 

Achsen,  Funktionen  der  großen  —  876, 
1081;  vgl.  Axe. 

Additionstheorem,  —  der  Kugel- 
funktionen 1.  Art  713;  —  der  Kugel- 
funktiouen  2.  Art  724,  724;  —  für  Er- 
weiterungen von  Kugelfunktionen  731; 

—  der    Lameschen   Funktionen    735; 

—  der  Zylinderfunktionen  1.  u.  2.  Art 
751 ;  Verallgemeinerungdiesesletzteren 
Theorems  751;  —  als  Funktionalglei- 
chung zur  Definition  von  verschiedenen 
Klassen  von  Funktionen  800. 

adjuugiert,  einem  Kationalitätsbereich 
-e  Funktion  288;  -e  Funktion  ^  zu- 
geordnete Kugelfunktion  710;  Bei 
gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen: Einem  linearen  System 
gew.  Diff.-Gl.  n'"  Ord.  -es  Jacobisches 
lineares  System  totaler  Ditf. -GL  n'" 
Ord.  246,  274;  einem  Lieschen  System 
-es  lineares  System  gewöhnlicher  DifF.- 
Gl.  277;  zu  einer  gewöhnlichen  Difle- 
rentialgleichung  11'"  Ord.  -e  Lagrange- 
sche Diff.-Gl.  256,  270,  272;  zu  dem 
Diffei-entialausdruck  P{y)  -er  Ausdruck 
270;  geometrische  Interpretation  der  zu 
einer  gewöhnlichen  linearen  homogen. 
Diff.-Gl.  «'"  Ord.  -en  Diff.-Gl.  vom 
projektiven  Standpunkt  aus  271;  sich 
selbst  -e  gewöhnliche  lineare  Diff.- 
Gl.  ?i'"  Ord.  270,  270.  Bei  par- 
tiellen Diff.-Gl.:  Das  einem  voll- 
ständigen Systeme  linearer  partieller 
Diff.-Gl.  -e"  System  totaler  Diff-Gl. 
317;  zu  einer  linearen  partiellen  Diff.- 
Gl.  1.  Ord.  -es  System  gew.  Diff.-Gl. 
312;  invariante  Verknüpfung  eines 
Systems  totaler  Diff.-Gl.  mit  der  -en 
Schar  infinitesimaler  Transformationen 
318;  sich  selbst  -e  lineare  partielle 
Diff.-Gl.  2.  Ord.  511,  511,  513,  514,  640; 


zu  einer  partiellen  Diti'.-GL  2.  Ord. 
(einem  Differentialausdruck)  -e  Diff.- 
Gl.  (-er  Difl'erentialausdruck)  514;  zur 
elliptischen  Diff.-Gl.  2.  Ord.  -e  Diff.- 
Gl.  515;  zur  hyperbolischen  Diff.-Gl. 
2.  Ord.  -e  Diff.-Gl.  517;  allgemeine 
lineare  sich  selbst  -e  Diff.-Gl.  2.  Ord. 
vom  elliptischen  Typus  540;  Algorith- 
mus der  -en  linearen  Differentialaus- 
drücke bei  der  Frage,  wann  eine  Diff.- 
Gl.  aus  einem  Problem  d'J„=0  her- 
vorgegangen ist  586;  Algorithmus  der 
-en  linearen  Differentialausdrücke  zur 
Ableitung  der  Jacobi-Hesseschen  The- 
orie in  der  Variat.- Rechg.  591;  -e 
Gruppe,  Integration  eines  Lieschen 
Systems  gew.  Diff-Gl.  mit  Hilfe  der 
des  -en  linearen  Systems,  für  das  die 

zugehörige  Gruppe  die der  dem 

Lieschem  System  assoziierten  Grujipe 

ist  277;  die  zu  einer  Gruppe  G 

424. 

Adjungierte,  —  einer  Operation  778; 
Lagrangesche  —  270, 778 ;  —  der  ersten 
Zeile  272. 

Ähnlichkeit,  —  zweier  Gruppen  413, 
426;  Kriterien  für  die  —  zweier  Grup- 
pen vermöge  einer  Berührungstrans- 
formation 413. 

äquivalent,  -e  Systeme  gew.  Diff.- 
G 1.  derselben  Klasse  282 ;  zu  einem  Sy- 
stem gew.  Diff.-Gl.  -e  lineare  homogene 
partielle  Diff.-Gl.  232,  312;  zwei  -e 
partielle  lineare  Diff.-Gl.  2.  Ord. 
384;  Integral-  eines  Systems  linear 
unabhängiger  totaler  Diff.-Gl.  307;  all- 
gemeinste und  singulare  Integral  -e  der 
Pfaffschen  Gleichungen  A  =  0,  326,  327; 
mit  dem  Pfaffschen  Ausdruck  A  -or 
Ausdruck  A'  327. 

Äquivalenz,  —  eines  Integrationspro- 
blems mit  einem  Transformations- 
problem 235. 

Äquivalenzproblem,  —  für  Systeme 
gew.  Differentialgleichungen  von  der- 
selben Klasse  235,  282 ;  —  für  gewöhn- 
liche Diff.-Gl.  m'"  Ord.  259,  284,  285 
bis  288. 

Aggregat,  Pfaffsches  —  [a^a,  ...  a^^) 
323. 

Aktion,  Prinzip  der  kleinsten  —  als  Pro- 
blem der  Variationsrechnung  623;  Ja- 
cobisches -s-Integral  624. 

d'Alembert,  -sehe  Diff-Gl.  1.  Ord.  242; 


Algebra  —  Anfangswerte 
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das  -sehe  Prinzip  iu  seiner  Beziehung 
zum  Hamiltonschen  vom  Standpunkt 
der  Variationsrechnung  aus  624;  -sehe 
Lösung  der  Ditf.-Gl.  der  Saitenschwin- 
gung 557. 

Algebra,  formale  Auffassung  der  — 
(Cambridger  Schule)  835. 

algebraisch,  Eulersche  -e  Funktion 
i;  Theorie  der  -en  Funktionen  einer 
komplexen  Veränderlichen  \on  Puiseux 
und  Cauchy  1020;  -e  Integrale  92, 
in  homogenen  Koordinaten  U3;  Aron- 
holdsche  Darstellung  der  Integrale  -er 
Funktionen  93;  -e  Integration  gew. 
Diff.-Gl.  232;  -e  Integration  gew.  Diff.- 
Gl.  1.  Ord.  240,  245;  -e  Integrale  gew. 
Diff.-Gl.  240,  -241;  -e  Systeme  gew. 
Diff.-Gl.  1.  Ord.  208;  Normalform  sol- 
cher Systeme  208 ;  -e  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichungen 1.  Ord.  210;  -e  Sin- 
gularitäten der  Lösungen  eines  Systems 
gew.  Ditf.-Gl.  1.  Ord.  208;  —  integrier- 
bare  gew.  Diii'.Gl.  n'"  Ord.  291;  — 
verzweigte  Differentialkoeffizienten  ei- 
nes Systems  gew.  Diff.-Gl.  206;  -e  Sy-  ( 
eteme  partieller  Differentialgleichun-  ' 
gen  beim  Existenzbeweia  von  Lösungen 
eines  gew.  Diff.-Systems  298,  Übertra- 
gung des  Irreduzibilitätsbegriffs  der  i 
Algebra  auf  solche  Systeme  298;  -e 
Größen  76-0. 

algebroid,    Fall    eines    Systems    gew.  1 
Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit  -en   Differential- 
koeffizienten  208. 

Algorithmen,  Definition  von  Funk- 
tionen durch  unendliche  —  32,  32; 
—  von  Leibniz  und  Lagrange  als  An- 
fang der  Funktionalrechnung  764;  Ja- 
cobis  kettenbnrchähnliche  —  und  ihre 
Verwendung  zu  astronomischen  Fragen 
1073.  i 

allerkürzeste  Verbindungslinie  zweier 
Punkte  durch  eine  geodätische  Linie 
637. 

allgemeines  Integral  einer  Diff.-Gl, 
siehe  Integral. 

Allgemeinheitsgrad  der  Lösungen 
gewisser  Diff.-Gl.  1208. 

alternierend,  Grenzübergang  durch 
-es  Verfahren  bei  der  Lösung  von  Rand- 
wertaufgaben in  der  Potentialtheorie 
für  kompliziertere  Bereiche  500;  -es  ; 
Verfahrens    beim    Existenzbeweis    für 


Lösungen  von  Ditf.-Gl.  des  elliptischen 
Typus  für  beliebige  Gebiete  527,  527. 
Ampere,  -scher  Mittelwertsatz  für 
tine  Funktion  f{x)  67  ;  Ausdehnung  des 
-scheu  Mittelwertsatzes  für  ein  System 
von  M-Funktiouen  67;  Ausdehnung  auf 
höh.  Diff.-Quot.  68;  -sehe  I.  Klasse  ein. 
part.  Diff.-Gl.  302;  -sehe  Form  einer 
partiellen  Diff.-Gl.  2.  Ord.  367;  Ver- 
allgemeinerung dieser  -sehen  Diff.-Gl. 
für  eine  partielle  Diff.-Gl.  n'""'  Ord. 
374;  Analogen  zm-  -sehen  Diff.-Gl.  im 
Falle  linearer  Systeme  partieller  Diff.- 
Gl.  383;  -sehe  Interpolationsfunk- 
tionen zu  einer  Erweiterung  der  Taylor- 
schen  Entwicklung  77. 
Amplitude,  —  der  rechts(links)-seitigen 
Oszillationen  einer  Funktion  an  einer 
Stelle  a  30;  —  einer  einfachen  har- 
monischen Schwingung  643. 
Amslersche  Planimeter  128;  —  Polar- 
planimeter  130;  -sches  Präzisiousplani- 
meter  131. 
Analysatoren,harmoniBche —  133,690 
Analyse,  harmonische —  der  Gezeiten 

667,  668  ff. ;  harmonische  —  644. 
analytisch, -er  Ausdruck  einer  Funk- 
tion f{x)  3,  4,  6,  7;  Weierstraßsche  -e 
Funktion  7;  Grenzfälle  -er  Funk- 
tionen 8;  -e  Funktion  einer  reellen  Ver- 
änderlichen und  unbeschränkt  differen- 
zierbure  Funktion  24,  80;  -es  System 
gew.  Diff.-Gl.  196,  200;  -er  Charakter 
der  durch  partielle  Diff.- Gleichungen 
definierten  Funktionen  633;  für  einen 
Wert  .Tj  -reguläre  Lösung  eines  Systems 
linearer  totaler  Diff.-Gl.  1.  Ord.  bei 
komplexen  Variabein  197;  Approxi- 
mation nicht  -er  stetiger  Funktionen 
mit  beliebiger  Genauigkeit  durch  ana- 
lytische 535;  -e  Fortsetzung  (siehe 
Fortsetzung);  Randwertaufgaben  bei 
-en  Randkurven  501;  -e  Darstellung 
des  reellen  und  imaginären  Bestand- 
teils einer  Funktion  komplexen  Argu- 
ments 1311. 
Anfangsbedingungen  bei  der  Lösmig 
partieller  Diff.-Gl.  1183,  Anpassen  von 
Lösungen  partieller  Diff.  -  Gl.  durch 
bestimmte  Integrale  an  gegebene  — 
1215. 
Anfangswerte  (Anfangsbedingun- 
gen). Eindeutige  Bestimmung  der 
Integrale  eines  Systems  gewöhnlicher 
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Anfangszustand  —  arithmetisch 


Diff.-Gl.  1.  Ord.  durch  die  —  203;  ge- 
wöhnliche singulare  —  eines  Systems 
von  gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  206;  — ,  für 
welche  die  Ditferentialkoeffizienten 
eines  Systems  gew.  Diif.-Gl.  merömorph 
und  unendlich  sind  2U6;  — ,  für  welche 
einige  dieser  Diff.- Koeffizienten  alge- 
braisch verzweigt  sind  206;  außerge- 
wöhnliche —  bei  beliebigen  Systemen 
gew.  Diff.-Gl.  22.3. 

Anfangszustand,  Sinn  der  Lösung 
von  part.  Ditt'.-Gl.  für  dem  —  voran- 
gehende Zeiträume  1253. 

angenähert,  — e  Berechnung  der  F- 
Funktion  166. 

Annäherung,  —  eines  von  einem  Punkt 
Xi  ausgehenden  Weges  C  an  einen 
Punkt  a:„  204  i  Methode  der  sukzessiven 
— en  zum  Existenzbeweis  von  Inte- 
gralen eines  Systems  gew.  Diff.-Gl.  19'.t, 
Übertragung  auf  das  komplexe  Gebiet 
200. 

Anomalie,  die  mittlere  —  durch  die 
wahre  ausgedrückt  893;  Entwicklung 
der  wahren  —  nach  den  Sinus  der  Viel- 
fachen der  exzentrischen  8'.i2 ;  die  wahre 
—  durch  die  mittlere  ausgedrückt  8'.t4; 
Entwicklung  der  exzentrischen  —  nach 
den  Sinus  der  Vielfachen  der  wahren 
806;  Entwicklung  der  cosiuus  und  si- 
nua  der  Vielfachen  der  exzentrischen  — 
nach  den  Funktionen  der  Vielfachen 
der  mittleren,  und  umgekehrt  897;  Ent- 
wicklung der  Produkte  von  Potenzen 
von  Cosinus  und  Sinus  der  exzentri- 
schen Anomalie  900;  Entwicklung  der 
Störungsfuuktion  zuerst  nach  den  Funk- 
tionen der  exzentrischen  —  und  dann 
nach  denen  der  mittleren  —  1074;  Ent- 
wicklung der  Störungsf'unktion  nach 
der  wahren  —  des  einen  und  der  ex- 
zentrischen —  des  anderen  Planeten 
1075. 

Anpassung,  • —  der  Lösung  einer  part. 
Diff,-Gl.  durch  ein  best.  Integral  an 
gegebene    Anfangsbedingungen    1215. 

Anziehung,  Körper  größter  —  485. 

Apparate  (vgl.  Rechenschieber,  Tabel- 
len, Schablonen,  Analysatoren,  Plani- 
meter,  Integraphen),  —  zur  Zusammen- 
setzung von  harmonischen  Kompo- 
nenten verschiedener  Periode  689;  — 
zur  Zusammensetzung  beliebiger  (auch 
unharmonischer)  Komponenten  von  ge- 


gebener Periode,  Amplitude  undPhasen- 
konstaute  (tide-predicter)  690;  —  zur 
Trennung  verschiedener  Perioden  und 
Aufsnchung  versteckter  Periodizitäten 
692. 

Appel Ische  Polynome  785;  Entwick- 
lung einer  Funktion  f(^x)  nach  -sehen 
Polynomen  806. 

Approximation,  Methode  der  —  durch 
Polygone  bzw.  Polyeder  zum  Existenz- 
l)eweis  der  Greensohen  Funktion  eines 
ebenen  Gebietes  495,496,  5G1;  —  nicht 
analytischer  stetiger  Funktionen  durch 
analytische  535;  Auflösung  der  Nor- 
malgleichnngen  bei  der  harmonischen 
Analyse  durch  sukzessive -en  669,  671; 
Methode  der  Integration  durch  —  in 
der  Astronomie  !<92;  «93. 

Approximationen,  Methode  der 
sukzessiven  — ,  zum  Beweis  der  Exi- 
stenz von  Integralen  eines  Systems  gew. 
Diff.-Gl.  unter  best.  Anf-Bedingungen 
198,  Übertragung  auf  das  kompl.  Ge- 
biet 200;  —  für  Randwertaufgaben  bei 
einer  gewöhnlichen  Diff.-Gl.  2,  Ord. 
457;  —  für  Randwertaufgaben  bei 
Systemen  von  gew.  Diff.-Gl.  2.  Ord. 
458;  —  in  ihren  Beziehungen  zu  Rand- 
wertaufgaben bei  gew.  Ditt".-Gl.  458;  Dar- 
stellung der  Lösungen  von  gew.  Diff.- 
Gl  2.  Ord.  durch  die  —  bei  Randwert- 
aufgaben 459  ff. ;  —  zum  Existenz- 
beweis der  Lösungen  von  partiellen 
Diff'.-Gl.  2.  Ord.  des  elliptischen  Typus 
für  hinreichend  kleine  Gebiete  524; 
—  zusammen  mit  der  Methode  der 
ringförmigen  Gebietserweiterung  zum 
Existenzbeweis  der  Lösung  derartiger 
Diff.-Gl.  für  beliebige  Gebiete  528;  — 
bei  Diff.  Gl.  2.  Ord.  des  hyperbolischen 
Typus  530,  532;  —  zum  Nachweis  des 
analytischen  Charakters  der  Lösungen 
linearer  partieller  Diff -Cxi.  2''"'  und 
höherer  Ord.  mit  analytischen  Koeffi- 
zienten 5:i4;  —  von  Schwarz  und  Poin- 
care  für  Lösungen  einer  part.  Diff.-Gl. 
2.  Ord.  546. 

Argumente,  —  von  Beobachtungen 
644. 

aristokratisch,  — e  Gruppe  424. 

arithmetisch,  -es  Abbild  einer  ebenen 
Kurve  im  kartesi.schen  Koordinaten- 
system 3;  -er  Ausdruck  einer  Funk- 
tion 6;  -er  Punkt  einer  «-fach  ausge- 


arithmetisches  Mittel  —  Auedrücke 
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dehnten  Mannigfaltigkeit  44;  -geo- 
metrisches Mittel,  siehe  Gauß. 

arithmetisches  Mittel,  Gaußschor 
Satz  des  -s  480;  Webers  Analogen 
zum  Gaußschen  Satz  des  -s  bei  der 
Diff.-Gl.  Au-{-ku  =  0  641;  C.  Neii- 
manns  Methode  des  -s  in  der  Poteu- 
tialtheorie  497;  —  zum  Existenzbeweis 
einer  und  nur  einer  Lösung  der  Dift'.- 
Gl.  Am  —  k^u  =  0  bei  vorgcschrieliencn 
Randwerten  552;  —  BÜmtlicher  Werte 
unbestimmter  Ausdrücke  834,  83i;  Wert 
einer  trig.  Reihe  an  Uustetigkeitsstelleu 
der  darzustellenden  Funktion  als  — 
der  links  und  rechts  der  Stelle  ge- 
nommenen Grenzwerte  1048. 

Aronhold,  -sehe  Darstellung  algebrai- 
scher Integrale  93;  -scher  d-Prozeß  93, 
Erweiterungen  03,  M. 

Art,   Unstetigkeiten  erster  und  zweiter 

—  28,  29;  pantachische  Unst.  zweiter 

—  41,  42;  Sprung  zweiter  —  29,  2;i; 
Zwei  lineare  gew.  Diif.-Gl.  n^"  Ord. 
von  derselben  —  269;  Aufgabe  erster 
und  zweiter  —  beim  Esistenzbeweis 
für  Lösungen  von  Diif.-Gl.  des  hyper- 
bolischen Typus  530,  532;  Ausartung 
erster  und  zweiter  —  von  KoUineationen 
im  Funktionalraum  S  778;  Cauchys 
reziproke  Funktionen  erster  und  zwei- 
ter —  bei  der  Fourierschen  Integral- 
formel 1098;  Besselsche  Funktionen 
erster  und  zweiter  —  (siehe  Bessel- 
sche Funktionen). 

assoziativ,  -es  Gesetz  einer  r-fach 
unendlichen  Schar  von  Transforma- 
tionen 404;  -e  Eigenschaften  der  Ope- 
rationssymbole A,  d/dx,  Z,  S  beim 
Prinzip  des  Kechnens  mit  Symbolen 
766;  -e  Multiplikation  von  Symbolen 
767. 

assoziiert,  zu  einem  System  gewöhn- 
licher DiiF.-Gl.  1.  Ord.  -e  lineare  ho- 
mogene partielle  Diff.-Gl.  1.  Ord.  232; 
-e  einer  gew.  linearen  homogenen 
Diff.-Gl.  jt'"  Ord.  269;  geometrische 
Interpretation  der  zu  einer  gew.  line- 
aren homogenen  Diff-Gl.  -en  Glei- 
chungen 271;  einem  Lieschen  System 
partieller  Diff.-Gl.  -e  Gruppe  G  275. 

asymptotisch,  -er  Punkt  (foy er)  einer 
Diff.-Gl.  1.  Ord.  221;  reelle  -e  Lö- 
sungen eines  Systems  gewöhnlicher 
Diff-Gl.  (speziell  der  Diff.-Gl.  der  Dy- 


namik) 228; -e  Aus  drücke  bestimmter 
trigonometiischerIntegraleSöü,  885;  -e 
Ausdrücke  gewisser  bestimmter  Inte- 
grale 1138,  1139,  1107;  -e  Ausdrücke  für 
r(o)  166, 1099 ;  -e  Ausdrücke  der  Koeffi- 
zienten der  in  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Bewegung  auftretenden  Reilien- 
entwicklungen  9ol,  902;  -e  Darsteliung 
der  Koeifizienten  trig.  Reiheu  mit  Hilfe 
der  Unstetigkeitsstellen  der  Ableitun- 
gen der  dargestellten  Funktion  1042; 
-scher  Ausdruck  der  Koeffizienten  der 
Entwicklung  der  Potenzen  der  wahren 
Distanz  zweier  Punkte  885;  -e  Werte 
der  Koeffizienten  der  Entwicklungen 
der  Störungsfunktion  für  große  Werte 
der  Indizes  1082;  -e  Ausdrücke  für  be- 
stimmte Integrale  (Funktionen  gro- 
ßer Zahlen)  i:f43ff.;  -e  Darstellung 
ausgezeichneter  Parameterwerte  bei 
gew.  Diff.-Gl.  445,  445;  -e  Entwick- 
lungen bestimmter  trig.  Integrale 
1140;  -e  Entwicklungen  und  Darstel- 
lungen der  Zylinderfunktionen  1.  n. 
2.  Art  748, 749 ;  Theorie  der  -en  R  e  i  h  en 
und  Laplacesche  Transformation  783 

asystatisch,  -e  Gruppe  4i8. 

Attraktionskräfte,  mechanische  Er- 
mittlung von  -n  131. 

Aufgabe,  -n  der  Variationsrechnung 
nach  3  Gruppen  geordnet  621;  iso- 
perimetrische —  im  weiteren  Sinn  580, 
632;  —  1.  und  2.  Art  beim  Existeuz- 
beweis  von  Lösungen  von  part.  Diff.-Gl. 
des  hyperb.  Typus  530,  532;  Rand- 
wert-n,  siehe  dort. 

aufgelöst,  -e  gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  in 
homogenen  Koordinaten  244. 

Auflösung  (ümkehrung)  von  Glei- 
chungen (in  der  Theor.  der  eil.  Bew.) 
891,  893,  8D5;  —  eines  Systems  unend. 
vieler  linearer  Gleichungen  mit  un- 
endlich vielen  Unbekannten  bei  Inte- 
gralgleichungen 805, 812 ;  bei  der  Darst. 
der  Koeffizienten  trig.  Reihen  durch 
unendliche  Reihen  920,  920. 

Aufpunkt  in  der  Potentialtheorie  466. 

Ausartung  erster  und  zweiter  Art  von 
KoUineationen  im  Funktionalraum  S 
(Raum  von  unendlich  vielen  Dimen- 
sionen) 778.  ■ 

Ausdrücke  (analytische  — )  für  eine 
Funktion  f{x)  3,4;  ein  und  dieselbe 
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Ausdruck  —  Bereich. 


Punktion  definierende,  für  verschiedene 
Intervalle  geltende  —  7,  7. 

Ausdruck,  anal  y  tischer  (arithmetischer) 
—  einer  Funktion  4,  6;  Darstellungs- 
formeln  eines  analytischen  -es  einer 
Funktion  f{x)  7,  7. 

ausgedehnt,  -e  und  unausgedehnte 
Punktmenge  (als  Unstetigkeitastellen 
einer  Funktion  f{x)  in  endlichen  Inter- 
vallen) 40. 

ausgezeichnet,  -e  Funktion  einer 
Funktionengruppe  362;  Methode  der 
-en  Lösungen  bei  der  Diff-Gl  Am-|- 
k-u  =  0  542fF.,  hei  der  Diff.-Gl.  Am  — 
7;*M  =  0  551;  wann  führt  die  Methode 
der  -en  Lösungen  zur  Integration  par- 
tieller DifT-Gl.  auf  harmonische  oder 
nicht-trig.  Reihen?  1050;  allgemeine 
Einführung  der  -en  Lösungen  1180; 
Existenz  der  -en  Lösungen  der  DifF.- 
Gl.  Am  —  k^H  =  0,  546;  -e  Lösungen 
der  Diff.-Gl.  Au  +  k^u  =  0  für  be- 
stimmte Gebiete  545,  549;  -e  Lösungen 
(Sturmsche  Funktionen)  der  Differen- 
tialgleichung d«?// rfx'-j-;; -•/•(«;)  ■f'=0 
551,  siehe  Stnrm;  -e  Lösungen  u. 
Eigenfunktionen  hei  der  Lösung  part. 
Diff.-Gl  durch  trig.  Reihen  1179ff.: 
-e  Parameter  u.  Lösungen  bei  Rand- 
wertaufgaben bei  gew.  homogenen  li- 
nearen Diff.-Gl.  2  Ord.  444,  461  (Oszil- 
lationstlieorem  mit  einem  Parameter), 
561;  zweifach  -e  Parameterwerte  448; 
zu  einer  homogenen  Randbedingung 
gehörigen  unendl.  viele  -e  Parameter- 
werte  641 ;  mehrfach  -er  Wert  von  ^■- 
bei  der  Diff.-Gl.  Au  +  k-ii  =  0  546. 

Auskehrungsmethode  (Balayageme- 
thode),  Poincaresche  —  in  der  Poten- 
tialtheorie 502;  —  zum  Existenzbeweis 
der  Lösungen  von  Diff.-Gl.  des  ellip- 
tischen Typus  für  beliebige  Gebiete  528. 

Ausnahmefall,  der  —  beim  verall- 
gemeinerten isoperimetrischen  Problem 
634. 

außerordentlich,  -es  Integral  973, 
1116;  spezielles  -es  Integral  1153. 

automorph,  -e  (Fuchssche)  Funktionen 
in  der  Theorie  der  Funktionalglei- 
chungen 799. 

Ase  siehe  Achse  eines  Büschels  von 
ebenen  Punktraannigfaltigkeiten  bei 
derLie-MayerschetiTransformation  321. 

Axiom,    Gantor-Dedekindsches    —    für 


eineindeutige  Zuordnung  des  Gebietes 
der  reellen  Zahlen  zu  den  Punkten 
einer  Geraden  8. 

B 

Babbage,  Gleichung  von  —  790,  als 
symbolische  Gleichung  817. 

Bäcklundsche  Theorie,  —  als  ver- 
allgemeinerte Theorie  der  Involutions- 
systeme  366;  —  als  Spezialfall  der  ver- 
allgemeinerten Frobeniusschen  Theorie 
des  Pfaffschen  Problems  366. 

Bahnkurve  n,  —  der  eingliedrigen  Grup- 
pe  Xf  313. 

Balayagemethodc,  siehe  Auskeh- 
rungsmethode. 

bedingt  und  unbediugt  konvergente  be- 
stimmte Integrale  und  Reihen,  s.  kon- 
vergent. 

bedingungsloser  Pfaffscher  Ausdruck 
A  324. 

befriedigen,  —  eines  Systems  linear 
unabhängiger  totaler  Diff.-Gl.  durch 
/.■  Relationen  zwischen  den  Variabein 
306. 

Begrenzung,  —  eines  homogenen  n- 
dimensionalen  Kontinuums  fl,,  46; 
-spunkte  eines  Bereichs  von  ti  Varia- 
bein 45,  (-spunkt  und  Grenzpunkt)  45. 

Begründung,  —  der  Infinitesimalrech- 
nung 59,  94,  97. 

Beilplanimeter,  —  128. 

Belegung,  natürliche  —  eines  Kon- 
duktors mit  Elektrizität  433. 

Bendixsonsche  Untersuchung  über 
Integrale  gew.  Diff.-Gl.  bei  gew.  sin- 
gulären  Anf -Bedingungen  217,  220, 
222. 

Beobachtung,  -en  (beobachtete  Funk- 
tionswerte) bei  trigonometrischer  In- 
terpolation 644;  -szeitraum  644. 

Bereich,  —  (x)  einer  reellen  Veränder- 
lichen 8;  endlicher  —  (x)  einer  reellen 
Veränderlichen  9 ;  —  von  n  reellen  Ver- 
änderlichen 44;  abgeschlossener  —  von 
n  Veränderlichen  45,  in  sich  geschlos- 
sener —  45;  beschränkter  —  von  n  Ver- 
änderlichen 45;  begrenzter  —  von  n 
Veränderlichen  45,  zusammenhängen- 
der, ferner  stetiger  —  45;  in  sich 
überall  dichter  —  45;  zweidimensio- 
naler kontinuierlicher  —  46.  Integra- 
tions-  bei  mehrfachen  Integralen  103; 


BernouUi  —  Besselsche  Funktionen 
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Konvergenz-,  siehe  dort;  Defini- 
tions-,  siehe  dort. 

BernouUi,  gew.  Di£F.-GI.  1.  Ord.  von 
Jacob  I.  —  237 ;  D.  -sches  Prinzip  (über 
die  allgemeinste  Bewegung  der  schwin- 
genden Saite)  559. 

Jak.  Bernoulli.sche  Funktionen,  — 
185;  Darstellung  der  —  durch  trigo- 
nometrische Reihen  866,  867,  936; 
Definition  der  —  864,  866;  verschie- 
dene Darstellungen  der  —  sei;  kom- 
binatorische Ausdrücke  für  —  936. 

Jak.  Bern oullische  '/.sohlen  Bi  B^  B^ 
. . .,  Rekursionsformeln  der  —  188 ;  sym- 
bolische Schreibweise  der  Rekursions- 
formeln der  —  775;  Auswertung  von 
Integralen  mit  Hilfe  von  —  184;  Dar- 
stellung der  —  auf  Grund  der  Unter- 
suchungen über  BernouUisehe  Funk- 
tionen 185;  Darstellung  der  —  in  De- 
terminantenform 184;  Berechnung  der 
—  186;  Verwendung  der  —  zum  Be- 
weise des  letzten  Fermatschen  Satzes 
186 ;  Entwicklungen  trigonometrischer 
und  hyperbolischer  Funktionen  in 
Reihen,  deren  Koeffizienten  —  ent- 
halten 182,  183;  —  bei  der  semikon- 
vergenten Entwicklung  von  £3  (a)  (siehe 
r-Funktion)  167;  —  bei  der  Darstel- 
lung der  Summe  der  reziproken  x  ersten 
Zahlen  172;  —  bei  der  Bestimmung 
der  Summe  (ganzer)  positiver  Potenzen 
von  aufeinanderfolgenden  Zahlen  182, 
864;  —  bei  der  Bestimmung  des  Rest- 
glieds der  Euler-Maclaurinschen  Sum- 
menformel 1324  fF.;  —  und  Eulersche 
Zahlen  184. 

Joh.  BernouUisehe  Bedeutung  der  Be- 
zeichnung „Funktion"  3;  -sehe  Fnnk- 
tionsbezeichnungen  4;  -scher  Integral- 
begriff  loo. 

Berührung,  —  von  Integralkurven  einer 
gew.  DifF.-Gl.  212,  213. 

Berührungstransformation.  Gew. 
Diff.-Gl ,  die  eine  gegebene  infinitesi- 
male —  zulassen  243;  Verwendung 
von  -en  zur  Integration  der  Diif.-Gl. 
fXx,y,y')  =  Q,  243;  gew.  DiflF.-Gl.  2. 
Ord.,  die  eine  Gruppe  von  -en  zu- 
lassen 259;  —  des  Raumes  J?,„  +  i(«, 
Xi,  x^,  ■  ■  x,i)  310;  (n  —  l)-fach  erwei- 
terte —  des  Raumes  ü,„  ^. ,  (z,  a;,  ■  •  a;,J 
311;  Theorie  der  -en  als  Spezialfall 
der  Theorie  des  Pfaffschen   Problems 


333;  —  beim  gestörten  und  unge- 
störten dynamischen  Problem  345; 
System  partieller  Diff.-Gl.,  welches 
eine  infinitesimale  —  des  Raumes 
^m  + 1  (ä'.  ^!  I  ^1 1  •  •  ^„i)  gestattet  387 ; 
homogene  —  beim  Übergang  von  einem 
Integral  zu  einem  anderen  einer  par- 
tiellen Diff.-Gl.  in  Elementkoordinaten 
353. 

beschränkt,  Funktionen  mit  -er 
Schwankung  40. 

Besselsche  Funktionen  1.  Art,  In- 
tegraldarstellung und  Reihendarstel- 
lung der  —  )iter  Ord.  743,  744;  —  als 
Grenzen  der  Kugelfunktionen,  der 
Mehlersehen  Kegelfunktionen  und  der 
Riemannschen  P- Funktion  746;  se- 
mikonvergente Reihen  für  —  748; 
asymptotische  Darstellungen  der — 748, 
749;  rekurrente  Relationen  für  —  749; 
Zusammenhang  der  —  mit  Ketten- 
brüchen 750;  Wurzeln  der  Gleichungen, 
die  darch  Nullsetzen  der  —  entstehen 
750,  751;  Additionstheorem  der  — 
751 ;  Verallgemeinerung  desselben  75i ; 
Verlauf  der  Kurve  y  =  J,„  {x)  75i ; 
Reihenentwicklungen  nach  Bes- 
selschen  Funktionen.  Entwick- 
lung von  l/(y  —  x)  nach  —  752; 
Entwicklung  einer  analytischen  Funk- 
tion /"(.r)  nach  —  753;  verschiedene 
Entwicklungen,  wobei  als  Koeffizien- 
ten —  auftreten  753;  Entwicklungen 
nach  Quadraten  und  Produkten  von 
—  753;  Entwickl.  nach  —  bei  Aufg. 
der  mathematischen  Physik  754,  755; 
Schlömilchsche  u.  Lommelsche  Ent- 
wicklungen nach  —  755;  Entwicklung 
der  —  2.  Art  nach  Besselschen  Funk- 
tionen 1.  Art  745;  Fourierscher  Lehr- 
satz für  Entwicklungen  nach  — !.754; 
C.  Neumannsche  Integralstellung 
einer  Funktion  vermittelst  —  755; 
Koeffizientenbestimmung  der  Entwick- 
lung einer  Funktion  nach  —  (mit  Hilfe 
derAbelschenInversion)  807;  bestimmte 
Integrale  mit  —  im  Integranden  756; 
Tafeln  der  —  757;  Darstellung  der 
Koeffizienten  von  Entwicklungen  aus 
der  Theorie  der  elliptischen  Bewegung 
durch  —  896,  897. 

Besselsche  Funktionen  2.  Art,  — 
744,  752;  komplementäre  Besselsche 
Punktion  744,  747;   Ableitung  der  — 


1362 


Besselsohe  Funktionen  höherer  Ordnuno;  —  Beziehungen 


aus  der  1.  Art  745;  Integraldarstel- 
Inng  der  —  745 ,  747 ;  Beziehungen 
zwischen  —  und  Besselschen  Funk- 
tionen 1.  Art  750;  Additionstheorem 
der  —  751,  751;  Wurzehi  der  durch 
Nullsetzen  der  —  entstehenden  Glei-  , 
chung75i;  Verlauf  der  Kurve  2/=  Yj^{x) 
751;  Auftreten  der  —  in  der  mathem.  | 
Physik  755;  Tafeln  für  —  757. 

Besselsohe  Funktionen  höherer 
Ordnung  747. 

BesselseheDifferentialgleichung. 

—  743;  —  und  Riccaliache  Diiferen- 
tialgleichung  241,  743;  allgemeine  Lö- 
sung der  —  755. 

Besselsche  Koeffizienten  trig.  In-' 
terijolationsformeln  649;  —  in  Ent- | 
Wicklungen  aus  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Bewegung  896. 

bestimmtes  Integral,  Definition  des 
-8  mit  Hilfe  des  unbestimmten  89, 
101;    —   nach   Cauchy,   Kiemann   95; 

—  nach  Darboux  96;  Kiemannsche 
Definition  des  -n  -s  auf  das  Integral  j 
der  Di£f.-Gl.  y'  ^  f{x,  y)  ausgedehnt 
198;  oberes  und  unteres  —  96  (par 
exces  et  par  defaut);  eigentliches  — 
136;  uneigentliches  —  103,  137;  ab- 
solut konvergentes  —  139 ;  nicht  abso- 
lut konvergentes  —  142;  bedingt  kon- 
vergentes —  139,  142;  —  zwischen  un- 
endlichen Grenzen  139;  —  -e  mit  nicht 
monotonen  Integranden  142;  ^  -e,  die 
einen  Parameter  enthalten  144;  Be- 
zeichnung des  -3  so,  89;  Eigenschaften 
des  -s  (Cauchys  Sätze  über  das  bestimm- 
te Integral)  97;  Ableitung  -e  aus  unbe- 
stimmten 100,  148;  Einführung  neuer 
Variablen  in  ein  -s  — 101;  Leibnizsche 
Regel  der  partiellen  Integration  eines 
-s  nach  einem  Parameter  loi;  Differen- 
tiation eines  -s  nach  einem  Parameter 
101 ;  -e  geometrischer  und  mechanischer 
Größen  106;  gleichmäßige  Konvergenz 
des  -s  145;  Cauchyscher  Hauptwert 
des  -8  zwischen  endlichen  Grenzen  138, 
zwischen  unendlichen  Grenzen  139;  j 
Kriterium  für  die  absolute  Konvergenz 
der  -8  140;  Zerlegung  -e,  deren  Inte- 
granden das  Zeichen  unendlich  oft 
ändern,  in  unendlich  viele  Summanden 
142 ;  Eigenschaften  der  uneigentlichen 
-e  143;  Transformation  der  uneigent- 
lichen -n  -e  in  eigentliche  —  -e  144; 


Anwendung  der  -e  in  der  Eeihenlehre 
180; e  als  diskontinuierliche  Funk- 
tionen ihres  Parameters  963;  Beson- 
dere —  -e  186;  —  -e  von  Dirichlet, 
Legendre,  Stieltjes,  Jacobi,  Kummer 
187;  —  -e,  welche  auf  F-Funktionen 
zurückführbar  sind  177;  —  von  tri- 
gonometrischen abklingenden  und  hy- 
perbolischen Funktionen,  siehe  tri- 
gonometrische Integrale;  -e  mit 
Besselschen  Funktionen  756;  Aus- 
wertung -e,  mit  Hilfe  ihrer  Definition 
als  Grenzwerte  von  Summen  149,  durch 
Substitution  neuer  Variablen  149,  durch 
teilweise  Integration  150,  durch  Diffe- 
rentiation unter  dem  Zeichen  151, 
durch  Integration  unter  dem  Zeichen 

151,  durch  Auflösung  einer  Gleichung 

152,  durch  Integration  von  Ditf. -Glei- 
chungen 163,  durch  Zerlegung  des  In- 
tegrationsintervalles  154,  durch  Reihen- 
entwicklung unter  dem  Zeichen  155, 
mit  Hilfe  des  Cauchyschen  Integral- 
satzea  155,  durch  BernouUische  Zahlen 
184;  —  als  Anwendung  des  Rechnens 
mit  Symbolen  773.  Mehrfache  be- 
stimmte Integrale.  Definition  103, 
Auswertung  durch  sukzessive  Integi'a- 
tiou  104,  Transformation  durch  Einfüh- 
rung neuer  Variabler  107;  vgl.  Doppel- 
i  n  te  g  r  a  1  e.  Bezeichnungsweise  103,i086. 

Betafunktionen  (Eulersche  Integrale 
1.  Art)  £  (p,  (/},  Definition  der  —  176, 
176,  für  komplexe  Veränderliche  176, 
177;  Zusammenhang  der  —  mit  der 
r-Funktion  176;  Zerlegung  der  —  in 
unendliche  Produkte  177 ;  Verwendung 
der  Produktdarstellung  der  —  zu 
ihrer  Definition  177. 

Beudonsche  involutorische  Systeme 
partieller  Difl'.-Gl.  391,  S9i;  —  als 
Spezialfälle  von  Normalsystemen  396. 

Beugungsproblem,  Cauchys  Versuche 
einer  Behandlung  des  -s  1299. 

Bewegung,  mittlere  —  der  veränder- 
lichen Phase  eines  periodischen  Ter- 
mes  mit  veränderlichen  Amplituden 
674;  Gesamtheit  der  -en  des  Raumes 
als  Beispiel  einer  kontinuierlichen 
Transformationsgruppe  402. 

Beziehungen  zwischen  2  Systemen 
part.  Di£f.-Gl.,  bei  welchen  jedem  In- 
tegral des  einen  eine  Schar  von  In- 
tegralen des  andern  entspricht  3ii. 


Bidone  —  Cauchy-Lipscbitz 
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Bidonesche  Integrale  1101,  1113. 
Bierens  de  Haan's  Integral  tafeln  148. 
Bilder,    W.    Thomsonsche    elektrische 

—  in  der  Potentialtbeorie  485. 
binäre  Form,  siebe  Form. 
BinetBcbe  Formel  für  lg  r{a -\-  1)  168; 

—  Reihenentwicklung  für  2  fC(a)  169. 
Binomialentwicklung,    Umformung 

der  —  von  (1  -\-  z)"'  durch  Einführung 
eineskomplexenWertes2  8ii8;  Abelsche 
Konvergenzuntersuchung  der  —   844. 

biquadratische  ternäre  Form,  Biehe 
Form. 

Bogenlänge  einer  Kui-ve  106. 

Bonnetscher  Satz  der  Differentialrech- 
nung 67;  -scher  Mittelwertsatz  der 
Integralrechnung  98;  -scher  Konver- 
genzbeweis trigonometrischer  Reiben 
1043;  -scher  Beweisversuch  der  Fourier- 
schen  Integralrelation  1094. 

Borda,  Entwicklung  in  eine  harmoni- 
sche Reibe  beim  Problem  des  -sehen 
Pendels  1052. 

Brachistochrone,  Eulers  Aufgabe  der 

—  im  widerstehenden  Mittel  580,  582; 
Monographien  der  —  621;  Bernoulli- 
Ecbe  und  Hamiltonsche  Behandlung 
der  —  625. 

Bravaissche  Berechnung  des  Tages- 
mittels 665. 

Brennpunkt,  kinetische  -e  der  gleich- 
zeitigen und  konservativen  Wege  624; 
Thomaon-Taitsche  -e  624;  konjugier- 
ter —  in  der  Variationsrechnung  630; 

—  (foyer)  asymptotischer  Punkt  der 
Integralkurven  der  Diiferentialglei- 
chung  dyiax^^y...)  —  dx{ax-\-hy...) 
==0,  221;  kinetische  -e  als  Verall- 
gemeinerung der  optischen  -e  625. 

Briot  und  Bouquetsche  Untersuchung 
der  Integrale  gew.  Ditf.-Gl.,  in  denen 
y'  an  der  Stelle  a;  =  0,  y  =  0  mero- 
morph  und  von  der  Form  "d  ist  215, 
216. 

Brüche,  Partial-,  siehe  dort.  Integra- 
tion rationaler  —  zwischen  den  Gren- 
zen —  oo  und  -j-  cx),  156. 

Bruno,  Paa  di  -s  Formel  für  die  inde- 
pendente  Darstellung  höherer  Deri- 
vierter  88. 

BrunsBcbe  trig.  Interpolationsfovmel  für 
sehr  zahlreiche  Werte  des  Arguments 
653. 

Büschel,  —  von  ebenen  Punktmannig- 


?ew.Diff.G1.1.0. 


faltigkeiten    bei    der    Lie-Maycrscheu 
Transformation  321. 
Buys   Ballotsche  Metboden    zur  Auf- 
suchung versteckter  Periodizitäten  678. 

C 

Calcul  des  limites,  zum  Existenzbe- 
weis von  Lösungen  eines  Systems  von 
Prinzipien   und   Re- 
sultate   200;     Fort- 
bildung der  Methode 
202;  Erweiterung  des 
Konvergenzbereichs 
der     Methode     204 ; 
—  bei  Systemen  von  partiellen  Diff.- 
Gl.  298. 
Cantor-Dedekindsches  Axiom  8. 
caracteristiques  (Operationssymbole) 

763. 

Ca8cadenmethode,Laplaeesche  —  zur 
Integration  der  partiellen  linearen 
Diff.-Gl.  2.  Grd.  384. 

Cauchy,  -s  Begriff  des  bestimmten  In- 
tegrals 9J,  95;  -s  Sätze  über  das  be- 
stimmte Integral  97;  -s  Hauptwert 
eines  bestimmten  Integrals  138;  -sehe 
Zahlen  856;  -s  erweiterter  Mittelwert- 
satz  der  Diff.-Rechnung  (für  zwei  Funk- 
tionen) 67;  -sehe  Restform  der  Taylor- 
schen  Entwicklung  einer  Funktion  von 
einer  Veränderlichen  76;  -scher  Inte- 
gralsatz 113,  zur  Ermittlung  von  Dis- 
kontinuitätsfaktoren 109;  -s  Fehl- 
schlüsse in  der  Analysis  972;  155,  780 
(hier  Darstellung  einer  Funktionalope- 
ration), 1009,  1010,  1011;  -s  Residuen- 
theorie in  ihrer  geschichtlichen  Ent- 
wicklung 1001 ;  von  Anderen  stammen- 
de Integrale  der  Residuentheorie,  die 
mit  dem  -sehen  Integralsatz  im  wesent- 
lichen übereinstimmen  1024, 1028, 1029  ; 
s  Konvergenzbeweisversuch  trigon. 
Reihen  aus  der  Reeiduentheorie  1033, 
der  Fourierschen  Integralformel  1094. 

Cauchysches  Problem  in  der  Theorie 
der  Systeme  partieller  Ditf.-Gl.  301; 
Lies  verallgemeinerte  -sehe  Methode 
bei  der  Integration  von  Involutions- 
eyatemen  358;  -sches  Problem  für  die 
partielle  Diff.-Gl.  n'"  Grd.  382;  -sehe 
logarithmische  Methode  bei  der  Ent- 
wicklung  der   Störuiigsfunktion   1074. 

Cauchy-Lipschitz  Methode  von  — 
für   den  Existenzbeweis   eines   zu  be- 


1364 


Cauchy-Riemann  —  charakteristische  Funktion 


stimmten  Anfangsbedingungen  gehö- 1 
renden  Integrals  eines  Systems  gew.  | 
Diff.-Gl.  193;  genaue  Bestimmung  des 
Konvergenzintervalls  der  Methode  von 
—  194;  Ausdehnung  der  -sehen  Me- 1 
thode  auf  das  komplexe  Gebiet  196. 

Cauchy-Riemannscher  Funktionsbe- 
griff 7. 

centre,  singulärer  Punkt  eines  spe- 
ziellen Systems  von  gew.  Diff.-ül.  mit 
reellen  Koeffizienten  228. 

Charakter  eines  Systems  Pfaffscher 
Gleichungen  398;  analytischer  —  der 
durch  partielle  Diff.-Gl.  2.  Ord.  de- 
finierten Funktionen  583. 

Charakteristiken,  1.  bei  gewöhnl. 
Diff.-Gl.  (Poincarescher  Ausdruck  für 
die  reellen  Integralkurven),  —  bei  ge- 
wissen gew.  Differentialgleichungen  1. 
Ord.  mit  reellen  Koeffizienten  221,  222,  | 
223;  —  bei  einem  System  von  gew. 
Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit  reellen  Koeffizien- 
ten 227.  2.  bei  part.  Diff.-Gl,  —  j 
einer  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 1.  Ord.  mit  einer  Unbekann- 
ten und  m  unabh.  Variablen  313;  Ort  j 
von  Singularitäten  (Spitzen)  dieser  — 
314;  —  eines  vollsliindigen  Systems 
linearer  part.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit  einer 
Unbekannten  316;  —  eines  Jacobischen 
Systems  gew.  Diff.-Gl.  321;  —  (nach] 
Monge)  einer  nichtlinearen  i^artiellen 
Diff.-Gl.  l.Ord.  mit  1  Unbekannten  und 
2  unabh.  Variablen  x,  y  347,  347  (charak- 
teristische Kurve),  und  350  (charakteri- 
stische Streifen);  i'-dimensionale  — 
M^  einer  solchen  Diff.-Gl.  mit  m  un- 
abh. Veränderlichen  350;  Darstellung 
der  —  einer  nichtlinearen  part.  Dift'.- 
Gl.  mit  1  Unbekannten  und  n  unab- 
hängigen Variabein  bei  Einführung 
homogener  Elementkoordinaten  353; 
—  eines  Involutionssystems  357;  — 
1.  Ord.  einer  partiellen  Differential- 
gleichung 2.  Ord.  (mit  2  unabhängi- 
gen Variablen)  367;  Klassifikation  der 
partiellen  Diff.-Gl.  2.  Ord.  hinsichtlich 
ihrer  —  1.  Ord.  367,  510  (hier  Klassi- 
fikation der  in  den  Ableit.  2.  Ordn. 
linearen  partiellen  Dift'.-Gl.  2.  Ord.  mit 
2  unabhängigen  Variablen  in  ellipti- 
sche, hyperbolische  und  parabolische 
Diff.-Gl.);  —  höherer  Ordnung  einer 
Diff.-Gl.   2.  Ord.    372,   373;    —    (nach 


Monge, jetzt:  charakteristische  Kurven) 
auf  einer  Integralfläche  einer  part.  Diff.- 
Gl.  2.  Ord.  mit  2  unabh.  Veränder- 
lichen .T,  y  373, 373 ;  —  (n  -f  r)'"  Ord.  und 
(n— l)'"Ord.  einer  partiellen  Diff.-Gl. 
11^"'  Ord.  mit  2  unabh.  Veränderlichen 
x,y  374,  567;  Klassifikation  der  Diff.- 
Gl.  ti'-"  Ord.  mit  2  unabhängigen  Va- 
riablen nach  ihren  —  569;  (»h  —  1)- 
dimensionale  —  C,„-i  einer  partiellen 
Difi".-Gl.H''"'Ord.  mit  munabh. Veränder- 
lichen 389;  eindimensionale  —  C,  einer 
sol  ;hen  D^ff.-Gl.  390;  —  von  speziellen 
partiellen  Diff.-Gl.  2.  Ord.  mit  2  unabh. 
Variablen  (für  welche  Band  wertauf- 
gaben behandelt  sind)  608,  609  (hier 
Diff.-Gl.  der  — )  .^09;  —  bei  Normal- 
systemen 396;  gemeinsame  —  C,n~i 
zweier  nichtinvolutorischer  part.  Diff.- 
Gl.  mit  m  unabh.  Variablen  392;  — 
(7,,  bei  Involutionssystemen  mit  einer 
Unbekannten  391 ;  part.  Diff.-Gl.  mit 
lauter  reellen  —  667,  lauter  imagi- 
nären   —     5G8;     -flächen(kegel)     der 

Diff-Gl.  ^Wa*=  =  a'(g  +  f^:) 
570;  —  als  spontane  Grenzen  der  In- 
tegraloberflächen bei  partiellen  Difi'.- 
Gl.  2.  Ord.  (nach  Du  Bois-Reymond) 
512. 

charakteristische  Kurven,  —  einer 
nichtlinearen  partiellen  Diff.-Gl. l.Ord. 
mit  1  Unbekannten  und  2  unabhängi- 
gen Variablen  347,  34";  —  auf  einer 
Integralfläche  einer  partiellen  Diff.- 
Gl.  2.  Ord.  mit  2  unabhängigen  Varia- 
blen 373  ;  —  des  Raumes  -B,,  +  3  (a;, 2/, s, , 
••-,«„)  in  der  Theorie  der  Systeme 
partieller  Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit  2  un- 
abhängigen Variablen  x,  y  und  n  ab- 
hängigen i^  383,  383;  —  eines  linearen 
Differentialsystems  1.  Ord.  mit  n  Un- 
bekannten 394,  395. 

charakteristische  Flächen  bei  par- 
tiellen Diff.-Gl.  mit  3  unabhängigen 
Variablen  ■'^>69.  (Verwendung  derselben 
zur  Klassifikation  der  partiellen  Diff.- 
Gl.  in  elliptische,  hyperbolische,  ellip- 
tisch-hyperbolische.) 

charakteristische  Funktion,  —  A 
als  simultane  Invariante  der  infinite- 
simalen Transformation  X/'  und  eines 
Differentialausdrucks  V  in  der  Theorie 
der  Systeme  totaler  Diff.-Gl.  318;   — 


charakteristische  Gleichung  —  Darboux-Levysche  Theorie 
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in  der  Potential-Theorie  bei  Rand- 
wertaufgaben linearer  partieller  Diff.- 
Gl.  519,  (Greenscbe  Funktion)  iss;  — 
einer  Integralgleichung  803. 

charakteristische  Gleichung,  — 
einer  gew.  linearen  Diff.-Gl.  «'"■'  Ord. 
mit  konstanten  Koeffizienten  262;  — 
eines  homogenen  Systems  linearer 
gew.  Diff.-Gl.  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten 273;  —  einer  partiellen  Diff.- 
Gl.  m'°''  Ord.  mit  2  unabhängigen 
Variablen  374;  —  einer  partiellen  Dift'.- 
Gl.  2""'  Ord.  mit  2  unabhängigen  Va- 
riabein 372.  Vgl.  den  äquivalenten 
Ausdruck;  Determinierende  Glei- 
chung. 

charakteristische  Streifen,  —  1. 
Ord.  einer  nichtlinearen  partiellen 
Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit  1  unbekannten 
und  2  unabhängigen  Variablen  x,  y 
(Charakteristiken)  350;  —  einer  par- 
tiellen Diff.-Gl.  »'"■  Ord.  mit  m  un- 
abhängigen Veränderlichen  (eindimen- 
sionale Charakteristik  Cj)  390;  — 
beKebiger  Ordnung  einer  solchen  Diff.- 
Gl.  390;  —  1.  Ord.  einer  partiellen 
Diff.-Gl.  2.  Ord.  mit  n  Unbekannten 
392;  —  (w  —  1)*^''  Ord.  einer  partiellen 
Diff.-Gl.  «*"  Ord.  mit  m  unabhäng^igen 
Variablen  393;  Gleichungen  der  — 
einer  part.  Diff.-Gl.  1.  oder  2.  Ord. 
und  Lagrangesche  Gleichungen  eines 
gew.  Variationsproblems  638. 

charakteristisch,  -e  Form,  siehe 
Form;  -e  Matrix  von  partiellen  Diff.- 
Gl.  mit  2  unabhängigen  Variablen  u. 
■n  Unbek.,  welche  ein  Involutions- 
system bilden  382;  -e  Matrix  eines 
nichtlinearen  Differentialsystems  I. 
Ord.  mit  n  Unbekannten  und  m  Un- 
abhängigen 395;  -e  M^  einer  partiellen 
Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit  2  unabhängigen 
Variablen  ;s  r  —  dimensionale  Charak- 
teristik 350;  Systeme  -er  Integral- 
mannigfaltigkeiten  eines  Normal- 
systems 395;  -e  Linien  einer  partiellen 
Diff.-Gl.  bei  2  unabhängigen  Variabein 
;;s  Charakteristiken  569;  -e  Invari- 
ante der  Transformationsgruppe  einer 
linearen  gew.  Diff.-Gl.  n'"''  Ord.  290; 
-es  System  von  Diff.-Gl.  einer  r- 
gliedrigen  Transformationsgruppe  406 ; 
-e  Determinante  in  der  Theorie  kon- 


tinuierlicher Transformationsgruppen 
426. 

C  h  r  i  8 1  o  f  f  e  1  sehe  Summationsformel  1 24. 

C 1  a  i  r  au  t,  -sehe  Funktionsbezeichnungen 
4;  -sehe  Diff.-Gl.  242,  213;  verallge- 
meinerte -sehe  Gleichung  in  der  Theorie 
der  Involutionssysteme  359. 

Clausiussches  Prinzip,  dem  Hamiltou- 
schen  ähnliches  Prinzip  vom  Stand- 
punkt der  Variationsrechnung  aus  624. 

Clearance,  —  of  the  daily  mean  (bei 
der  harmonischen  Analyse  der  Ge- 
zeiten) 669. 

Clebsch,  Transformation  von  —  in  der 
Variationsrechnung  592. 

col  und  col-foyer,  singulare  Punkte 
der  Charakteristiken  eines  speziellen 
Systems  gew.  Ditf.-Gl.  1.  Ord.  mit 
reellen  Koeffizienten  227,  228. 

complement,  relatiou  des  -s  161,  169, 

165. 

conal  harmouics,  Kegelfunktionen 
728. 

continu,  (stetig)  970;  -ity  und  discon- 
tinuity  969;  law  of  -ity  of  value  969. 

Coradi,  Hohmann  -sehes  Präzisions- 
planimeter  131;  -scher  Integraph  nach 
Abdank  Abakanowicz  132 ;  -scher  barm. 
Analysator  nach  Henrici  134. 

Cosinus,  Bestimmung  der  Funktion  — 
durch  eine  Funktional-Gleichung  (mit 
Nebenbedingung)  800;  Bedeutung  der 
Zeichen  cos  00  und  sin  cxi  historisch 
dargestellt  984  ff.;  Integral-  1144. 

Cotessche  Sammationsformeln  121. 

Coulomb- Poissonsohe    Gleichung   471. 

Covariante,  bilineare  —  des  Pfaff- 
schen  Ausdrucks  A  329. 

Cy  lind  er  siehe  Zylinder. 

D 

V.  Dantscher,  -sehe  Ergänzung  des 
Scheeferschen  Satzes  über  Extrema  bei 
Funktionen  mehrerer  Variablen  84. 

Darboux,  -sehe  Erweiterung  des  Mittel- 
wertsatzes der  Diff.-Rechnung  für  kom- 
plexe Funktionen  68;  -sches  bestimm- 
tes Integral  96;  -sches  System  r'"''  Klasse 
partieller  Diff.-Gleichungen  beliebiger 
Ordnung  378,  als  spezieller  Fall  eines 
allgemeinen  Systems  Pfaffseher  Glei- 
chungen 399. 

Darboux-Levysche  Theorie  der  lu- 
tegration  partieller  Diff.-Gleichungen 
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2.  Ord.  379,  als  Spezialfall  in  der 
Theorie  der  Normalsysteme  396,  zur 
Integration  der  linearen  partiellen 
Diff.-Gl.  2.  Ord.  384. 

Darstellbar keit  einer  eindeutigen /"(x) 
durch  eine  Taylorsche  Reihe  79. 

Darstellung,  -sformeln  für  einen  ana- 
lytischen Ausdruck  7;  —  (stetiger 
Funktionen)  durch  einen  analyti- 
schen Ausdruck  19;  —  durch  Fourier- 
sche  Reihen  19;  —  durch  eine  unbedingt 
und  gleichmaßig  konvergente  Reihe 
ganzer  rationaler  Funktionen   20,  20 ; 

—  durch  Entwicklung  nach  gebroche- 
nen rationalen  Funktionen  20;  —  durch 
Entwicklung  nach  ganzen  transzen- 
denten Funktionen  20;  —  der  nicht- 
analytischen unbeschränkt  differen- 
tiierbaren  Funktion  als  Summe  analy- 
tischer Funktionen  und  unbeschränkt 
dififerentiierbarer  Fourierscber  Reihen 
24;  —  der  Punkte  komplexer  Zahlen 
in  der  Ebene  bei  Cauchy  1014. 

Dedekind.    Cantor sches  Axiom  8. 

definite  homogene  Form  86. 
Definitionsbereich,  —  einer  durch 

Grenzwerte    definierten   Funktion   32. 
Deflers,    -scher  Beweisansatz    für  die 

Konvergenz    einer    trigonometrischen 

Reihe    997;    -scher    der  Fouriersoheu 

Integralrelation  1091. 
demokratisch,  -e  Gruppe  424. 
Derivationen  eines Differentialsystems 

297. 

Derivierte  vgl.  Ableitung,  —  von 
f{x)  für  X  =  a  21,  21,  60;  einseitige, 
vordere,  hintere,  rückwärts,  vorwärts 
genommene  —  von  f{x)  61,  21;  die  4 
-en  von  fix)  an  der  Stelle  x^a:  rechte 
(vordere)  untere  — ,  rechte  (vordere) 
obere  — ,  linke  (hintere)  untere  — , 
linke  (hintere)  obere  —  21,  64;  die 
höheren  -n  von  f(x)  65;  mittlere  —  61; 
partielle  —  70;  reine —  74;  gemischte 

—  74;  (höhere)  partielle  —  eines  Funk- 
tionensystems 74,  72;  — einer  stetigen 
Funktion  21,  63;  independente  Dar- 
stellung höherer -n  87;  Fundamental- 
satz der  zweiten  partiellen  -n  von 
/"(.T,  y)  73  und  (wenn  die  diiferenzierte 
Funktion  ein  Doppelintegral  darstellt) 
106;  -n  der  elementaren  Funktionen 
62 ;  Existenz  der  -n  von  fix)  63 ;  Dini- 
Scheefersche   Sätze  über    die    —    von 


f{x)  (Verschwinden  der  -n,  Konstanz 
von  f(x))  66;  —  zu  beliebigem  Index 
770;  höhere  -n  von  arctg  y  nach  y, 
857;  —  oder  Hauptuntergruppe  einer 
Gruppe  G  412;  —  eines  Differential- 
systems 2Ü7. 

Descartes  sehe  Koordinatengeometrie 
und  Funktionsbegriff  3. 

dötachement  des  echelles  beim 
Rechnen  mit  Symbolen  765. 

Determinante,  charakteristische  —  in 
der  Theorie  kontinuierlicher  Trans- 
formationsgruppen 426;  Verallgemei- 
nerung der  Wronskischen  —  795.  795; 
Mayersche  —  J{x,  x^)  in  der  Varia- 
tionsrechnung oder  —  des  dem  Punkt 
.T„  konjugierten  Systems  596,  634. 

determinante,  fouction  —  bei  der 
Transformation  von  Laplace  von  distri- 
butiven Operationen  781. 

determinierende  Gleichung,  Re- 
alität der  Wurzeln  der  —  partieller 
Diff.-Gl.  der  mathematischen  Physik 
1059,    1061,    1063;    Wurzeln    der   — 


^6  =  —  a  t. 


Xa 


1051; 


Stimmung  von  Frequenzzahlen  und 
Abkliugungskonstanten  bei  partiellen 
Diff.-Gl.  1050,  1051,  1052,  1053,  1U54, 
1056,  1057,  1065,  1066,  1067,  ferner 
1176,  1187,  vgl.  charakteristische 
Gleichung. 

Diaphragma,  natürliches  —  beim  Be- 
griff der  analytischen  Fortsetzung  von 
Poteutiall'unktionen  475. 

dicht,  überall  —  (pantachisch)  liegende 
Singularitäten  beim  Hankeischen  Kon- 
densationsprinzip 37;  in  sich  überall 
-e  Punktmenge  45. 

Dichtigkeit,  Cauchysche  Definition 
der  —  107,  107 ;  —  in  der  Potential- 
theorie 466,  466. 

Dido,  „Problem  der  — "  in  der  Varia- 
tionsrechnung 63ü. 

Differential  —  \onf{x)  69;  bei  Funk- 
tionen mehrerer  Veränderlicher:  totales 
-^69,  71;  unsymmetrischer  Charakter 
der  Bedingungen  für  das  totale  —  69 : 
Satz  vom  totalen  —  71;  Existenz  der 
höheren  -e  74;  Abelsche  Form  alge- 
braischer -e  93;  Integration  totaler  -e 
111;  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  ein  totales  exaktes  —  111; 
wann  ist  f{x,  y,  y' ,  ...  y("))  ein  totales 
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— '?  112;  totales  (exaktes)  —  beim  in- 
tegrierenden Faktor  196. 

DifferentialauR druck,  Integrabilität 
eines  -es  112;  Anwendung  des  Green- 
schen  Satzes  auf  die  Transformation 
eines  -es  116;  „linearer  — i»^"  (distri- 
butives Operationssymbol)  774;  auf- 
einanderfolgende Ableitungen  eines 
-es  n'"  Ord.  779;  —  P{y)  260. 

Differentialfunktion,  —  «'"  Ord. 
V(x,  3/,  2/',  . . .,  yi"))  als  totale  Ablei- 
tung einer  —  (w  —  1)'*''  Ord.  256 ;  ratio- 
nale -en  der  Lösungen  eines  Funda- 
mentalsystems 267;  rationale  — F  der 
Lösungen  y  einer  linearen  Diff.-Gl. 
m'"  Ord.  289. 

Differentialgleichungen,  1)  ge- 
WühnlicheDifferentialgleiohun- 
gen  190ff.;  Detinition  der  —  191;  — , 
die  sich  unmittelbar  auf  Quadraturen 
zurückführen  lassen  19U;  —  1.  Ord.: 
236  if.;  homogene  —  237;  lineare  nicht- 
homogene—  237 ;  —  von  Jac.  I.  BernouUi 
237;  —  von  Jacobi  240;  —  von  Ric- 
cati  241;  d'Alembertsche  —  242;  un- 
aufgelöste —  242;  Clairautscbe  —  242; 
— ,  die  Gruppen  von  Punkttransfor- 
matiouen  gestatten  159;  — ,  die  eine 
gegebene  eingliedrige  Transformations- 
gruppe zulassen  239;  lineare  —  w*'"' 
Ord.:  homogene  —  256,  260,  262,  773; 
nichthomogene  —  263,  773;  —  und 
Systeme  gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  233; 
Anwendung  des  Rechnens  mit  Sym- 
bolen auf  —  773,  774;  homogene  li- 
neare —  2.  Ord.  271,  442;  gewöhn- 
liche lineare  — ,  welche  dux'ch  rezi- 
proke Funktionen  erfüllt  werden  1102, 
1103,  1104,  1105,  1106,  1112,  1113, 
1136,  1143,  1148,  1152;  —  aus  äJ„  =  0 
hervorgegangen  586;  1117,  1127  (si- 
multane gewöhnliche  lineare  — );  An- 
wendung der  Funktionalrechnung  auf 
lineare  —  774;  gew.  —  «'""■  Ord.:  In- 
tegration gew.  — «""' Ord.  255;  — ,  die 
Gruppen  von  Punkt(Berührungs)trans- 
formationen  zulassen  258, 259 ;  Systeme 
gew.  —  1.  Ord.  2J5ff. ;  Systeme  gew. 
—  mit  Fundauientallösungen  234  (s. 
Liesche  Systeme);  — ,  die  bei  einer 
gewissen  Transformation  ungeäudert 
bleiben  795;  2)  iiartielle  Differen- 
tialgleichungen: lineare  —  1.  Ord. 
mit  einer  Unbekannten  196,  232,  312; 


lineare  homogene  —  312;  nichthomo- 
gene —  313,  1279;  zu  einem  System 
gew.  Diff.-Gl.  äquivalente  homogene 
lineare  —  232;  nichtlineare  —  1.  Ord, 
mit  einer  Unbekannten  337,  (behandelt 
nach  der  Lieschen  Integration  von  Sy- 
stemen partieller  —  mit  Fundamental- 
lösungen) 280;  —  2.  Ord.  mit  2  unab- 
häng.Var. 366, 384,  (Klassifikation)  508, 
1174,  1175,  1178,  1181;  Beziehungen 
zwischen  zwei  —  2. Ord. 375;  spezielle 
lineare  —  2.  Ord.  in  der  mathe- 
matischen Physik:  A  m -(- A'^M  =  0, 
Aii-\-k^u  =  —  ing  540;  Am— l'*?( 
=  0,  551;  Am  — Ae«  =  0,  553;  Am  =  0 
468;  Diff.-Gl.  der  stationären  Wär- 
meströmung, 562;  Poteutialglei- 
chung,  Laplaceschen  Gleichung 
468,  11S3,  1186,  1195,  1211,  1214,  1216, 
1219,  1226,  1251,  1254,  1259,  1261, 
1263,  1277,  1286;  Am  =  —  ing  469; 
—  der  kugelförmigen  Flüssig- 
keitswellen  1173;  —  der  schwin- 
genden Saite  557,  1173,  1214,  1225, 
1227,  1237,  1248,  (Verallgemeinerung) 
560;  —  der  Wärmeleitung  562, 
1185,  1198,  —  in  einem  Zylinder  1201, 
1205,  1212,  1218,  1219,  1220,  1223, 
1226,  1233,  1236,  1238,  1243,  1249, 
1253,  1256,  1259,  1262,  1266,  1277, 
1279,  1285,  1301;  allgemeine  sich  selbst 
adjungierte  lineare  part.  —  1178, 1196, 
1199,  1200,  1203,  1221,  1223,  1265, 
1265,  (von  eil.  Typ.)  540;  —  von  höherer 
als  2.  Ord.:  —  mit  mehr  als  2  unabhän- 
gigen Variablen  566,  569;  —  AAZ7=0, 
(A)»  U=0  568;  lin.  —  4.0rd.  vom  ellip- 
tischen Typus  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten und  2  unabh.  Variablen  569; 
chaiakteristische  grundlegende  —  einer 
kontinuierlichen  Transformation sgrup- 
pe  405,  (Umformung  derselben)  407, 
(spezielleGleichungen)  1187,1188,1189, 
1202,  1220,  1221,  1228,  1230,  1247, 
1250,  1257,  1260,  1264,  1265,  1272, 
1281;  —  der  endlichen  Schall- 
schwingungen 1204,  1258,  1260, 
1261,  1266,  1272,  m9,  1280,  1282;  — 
der  Schallausbreitung  (in  der 
Ebene)  1200,  (in  einer  Dimension)  1300, 
(für  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped) 
1301;  —  der  endlichen  Was  8  er  wellen 
in  einem  seichten  Kanal  1204,  —  der 
schwingenden  Lamelle  1217,  1220, 
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1226,  1266,  —  der  Wasserwellen 
1195,  1217,  1220,  1243  ff,,  1262,  1263, 
1283,  —  derPlattenBch  wingungeii 
1257,  T264,  1266,  1277,  —  der  Ela- 
stizitätstheorie 1267,  1269,  1282, 
(des  elastischen  Gleichgewichts)  1275, 
(der  Schwingungen  anisotroper  elasti- 
scher Medien)  1275,  1276,  —  des 
Beugungsproblems  1299,  —  der 
Schwingungen  einer  schweren 
Kette  1200. 

Differential  in  Variante,  Lies  Theorie 
der  -n:  234,  235,  (bei  der  Integration 
von  Systemen  gew.  Diff.-Gl.)  253,  (bei 
Äquivalenzproblemen)  282;  (relative) 
—  einer  allgemeinen  homogenen  linea- 
ren Gruppe  F,  welche  von  einem  speziel- 
len Fundamcntalsystem  der  Gleichung 
P{y)  =  0  gebildet  wird  268;  (abso- 
lute) —  einer  Klasse  C  von  Systemen 
gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord  gegenüber  einer 
Transformationsgruppe  G  282;  abso- 
lute und  relative  -n  einer  Klasse  C 
von  Systemen  gew.  Diff.-Gl.  283;  — 
einer  v  -  gliedrigen  kontinuierlichen 
Transformationsgruppe  421;  der  Diffe- 
rentialausdruck A*T'  als  —  der  ortho- 
gonalen Gruppe  468  (Diiferentialpara- 
meter).     S.  auch  Invarianten. 

Differentialkoeffizient,  —  alteAus- 
drucksweise  für  /"(x)  69;  -en  fj  eines 
Systems  von  gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  191 ; 
Untersuchungen  und  Lösungen  der 
Singularitäten  von  Systemen  gew. 
Diff.-Gl.,  deren  -en  für  bestimmte  An- 
fangswerte teilweise  meromorph  und 
unendlich  sind  206,  algebraisch  ver- 
zweigt sind  206,  sämtlich  algebraisch 
sind  (algebraische  Differentialsysteme) 
208,  für  die  gegebenen  Anfangswerte 
die  Form  |[  haben  223,  meromorph 
sind  223,  reell  sind  (falls  die  Form 
des  allg.  Integr.  für  die  Umgeb.  des 
Nullpkts.  als  bekannt  gilt)  227. 

Differentialparameter,— beim  Äqui- 
valenzproblem  282;  —  VF  468;  — 
einer  Gruppe  (hier  Ausdruck  für  Diffe- 
reutialinvariante  in  bestimmtem  Fall) 
421. 

Differentialquotient,  —  21;  —  zu 
beliebigem  auch  komplexem  Index  116, 
118,  1106.  S.  auch  Ableitung,  De-, 
rlvierte  und  Differentiation.         ] 


Differentialrechnung,  —  60ff.;  im 
engeren  Sinn  62. 

Differentialsubstitution  (gewisse 
distributive  Operation)  786. 

Differentialsystem  n*"'  Ordnung 
(System  von  gew.  Diff.  Gl.  1,  Ord.  mit 
n  unabhängigen  Variablen):  Definition 
eines  —  191;  Problem  der  Integration 
eines  —  191;  Losung  und  partikuläres 
Integral  eines  —  191;  partikuläre  Lö- 
sung, singuläres  Integral,  allgemeines 
Integral  eines  —  192,  232;  erstes  In- 
tegral oder  Integral  eines  —  196;  alge- 
braisches —  208;  —  mit  Differential- 
koeffizienten, die  für  gegebene  Anfangs- 
bedingungen gewissen  analytischen 
Charakter  besitzen,  s.  Differential- 
koeffizient; allgemeinstes  —  mit 
Fundamentallösungen  276,  279. 

Differentialsystem  (System  partieller 
Differentialgleichungen),  —  297;  Lö- 
sung oder  Integral  eines  -B  297;  inte- 
grables  —  297;  Integrieren  der  -e  297; 
Derivationen  eines  -s  297;  Derivierten 
eines  -s  297;  kanonische  Form  eines  -s 
299 ;  passive  oder  involutorische  -e  299 ; 
Mayersche  -e  301,  321;  allgemeines 
Integral  eines  -s  301,  302,  304;  parti- 
kuläres —  302 ;  singuläres  —  303 ;  Hilfs- 
system /S"  eines  -s  S  303;  intermediäres 
oder  Zwischenintegral  eines  -s  304; 
vollständiges  Integral  eines  -s  305, 
eines  involutorischen  -s  vom  Range  k 
305;  unbeschränkt  integrables  —  305; 
fi-gliedriges  vollständiges  —  315; 
Jacobisches  (s.  dort)  —  315;  Invo- 
lutions-  —  (s.  Involutionssy stem); 
Darbouxsche  -e  j''"'  Klasse  378;  Nor- 
malsysteme, Pfaffsche  Systeme, 
Liesche  Systeme  s.  dort;  Klassifikation 
der  -e  399;  passives  —  321;  — ,  part. 
Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit  mehreren  Unbe- 
kannten und  2  Unabhängigen  382, 
und  mehreren  Unabhängigen  395,  Teil- 
systeme davon  395;  linere  Gl.  1.  Ord. 
mit  mehreren  Unbekannten  394. 

Differentiation,  —  von  f{x)  60;  — 
von  Funktionen  mehrerer  Variablen 
70;  —  der  impliziten  Funktionen  72; 
Fundamentalsatz  für  die  —  unentwick. 
Funkt.  72;  Integration  einer  gew.  Diff.- 
Gl.  durch  —  242;  —  unter  dem  Inte- 
gralzeichen 144, 973;  —  eines  bestimm- 
ten Integrals  nach  einem  Parameter  101, 
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977,  973,  1119,  1122,  1130,  1132,  1138,  I 
1141,  1152;  —  zu  allgemeinem  (be- 
liebigem) Index  116,  118,  1106;  —  zu 
beliebigem  Index  1342 ;  D'^fix)  Zeichen 
für  fi-fache  —  nach  x  117;  D^J^f{x) 
Zeichen  für  begrenzte,  auf  dem  gerad- 
linigen Intervall  x,  u  vor  sich  ge- 
gangene |- fache  —  nach  x  118;  — 
trigonometrischer  Reihen  1044. 

Differenzen,  ,, —  der  0"  »64,  936;  In- 
tegration von  Gleichungen  mit  gemisch- 
ten —  1351. 

Differenzengleichungen,  Laplace-  i 
sehe  Methode  der  Integration  von  — 
durch  bestimmte  Integrale  783,  (für 
eine  spezielle  Gleichung)  1098 ;  Auf- 
lösung der  —  mit  endlichen  Koeffi- 
zienten 773,  (mit  variablen  Koeffizien- 
ten) 774;  Grenzübergang  von  —  zn 
DifFerentialgleichungen  954. 

Differenzenquotient  (vollständiger), 

—  von  fix)  60.    S.  auch  Derivierte. 
differenzierbare     Funktion     f{x),  • 

—  21,  61;  abteilungsweise  —  21;  ste- 
tige —  21;  nirgends  —  22;  stetige 
monotone  nicht  —  23;  stetige  nicht- 
monotone 23;  unbeschränkt  —  23; 
analytische  unbeschränkt  —  24;  nicht- 
analytische unbeschränkt  —  24,  39, 
80;  vorwärts  oder  rückwärts  —  61; 
in  einem  Intervall  gleichmäßig  —  6i; 
in  komplexem  Sinn  gleichmäßig  —  80; 
unbeschränkt  und  gleichmäßig  —  80;  | 
Weierstraßsches  Beispiel  einer  stetigen 
nirgends  —  22,  38,  64. 

Differenzierbarkeit,  —  einer  ste- 
tigen Funktion  21;  —  einer  abteilungs- 
vfeise  monotonen  und  stetigen  Funk- 
tion 22,  22. 

differenzieren,  Hauptregel  des  -s 
bei  Funktionen  mehrerer  Veränder- 
lichen 71. 

dikritisch,  -er  Punkt  einer  gew.  DifF.- 
Gl   1.  Ord.  219. 

Dini-Scheefersche  Sätze  über  die  Deri- 
vierte 66.  I 

Dirichlet,  -scher  Funktionsbegriff  7;! 
-sehe  Bedingung  für  eine  Funktion  22; 
-sehe  (total  unstetige)  Funktion,  wel- 
che für  alle  rationalen  .r  gleich  a,  für 
alle  irrationalen  gleich  h  wird  7,  41; 
-sehe  Integralformel  186;  Thomson- 
-sches  Prinzip  in  der  Potentialtheorie 


494,  639;  Begründung  des -sehen  Prin- 
zips 639;  -sches  Integral  639;  -sches 
Problem  bei  Integralgleichungen  2.  Art 
809;  -scher  Konvergenzbeweis  trig. 
Reihen 6, 1036;  -scherDiskontinui- 
tätsfaktor  109,  175,  484,  968,  (zur 
Bestimmung  des  Potentials  zweier  El- 
lipsoide)  110;  -sches  durch  F- Funk- 
tionen ausdrückbares  Integral  110; 
Grundlage  der  Theorie  der  -sehen  Uis- 
kontinuitätsfaktoren  967.  1320  ff. 

discontigüe,  fonction  —  961,  968. 

discontinue,  fonction  —  961,  969. 

diskontinuierliche  Funktion,  Ent- 
stehung des  Begriffs  (Arbogast,  de  Lor- 
gna)  als  Lösung  partieller  DifF.-61.  961 ; 
— ,  die  in  2  verschiedenen  Intervallen 
Teilen  von  2  willkürlich  gegebenen 
Funktionen  gleich  ist  967;  analytische 
Darstellung  beliebiger  -en  io05;  diskon- 
tinuierliche Integrale  963 ff. ;  Reihen, 
welche  -en  definieren  965;  die  gesamte 
einem  bestimmten  Ort  der  Erdober- 
fläche in  einem  bestimmten  Moment 
von  der  Sonne  zugeführte  Wärme- 
menge als  eine  —  1085. 

diskontinuierliche  Lösungen  der 
Gleichung  SJ^  =  0  und  überhaupt  bei 
isoperimetrischen  Aufgaben  613,  bei 
part.  Diff.-Gl.  überhaupt  961  ff. 

Diskontinuitäten  s.  Unstetig- 
kei  ten. 

Diskontinuitätsfaktorens.  Dirich- 
let. 

diskret,  -e  Menge  von  Sprungstellen 
einer  (punktiert  unstetigen)  Funktion 
39;  -e  unausgedehnte  Menge  147. 

Distanz,  Entwicklung  der  wahren  — 
zweier  Planeten  nach  den  Cosinus  der 
Vielfachen  der  scheinbaren  —  875 ; 
Faktorenzerlegung  des  Ausdruckes  für 
die  —  zweier  Planeten  1071, 1078, 1080, 
1081. 

distributiv,  -e  Eigenschaften  von  Ope- 
rations-Symbolen 766,  767;  -e  Opera- 
tionen, deren  Objekte  und  Resultate 
einer  bestimmten  n  -  dimensionalen 
Mannigfaltigkeit  angehören  776,  (für 
n  =  ex;)  777;  Darstellung  einer  -en 
Operation  durch  eine  Reihe  778;  nicht 
-e  Operationen  786. 

divergent,  -e  trigonometrische  Reihen 
830  ff. ;  Ersetzen  -er  trig.  Reihen  mit- 
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tels  Umformung  durch  konvergente  j 
1045. 

Division,  —  uichtkommutativer  Sym- 
bole 768.  I 

Divisor,  innerer  und  äußerer  —  bei 
nichtkommutativen  Symbolen  768. 

Don k ins  Bezeichnung  der  Jacobischen 
Determinante  108.  i 

Doppelintegral,  Definition  des  -s  103; 
Ermittlung  des  eigentlichen  -s  durcli 
aufeinanderfolgende  Integrationen  105 ; 
—  mit  reckteckigem  Gebiet  106 ;  Trans- 
formation des  -s  107,  147;  Satz  von 
der  Vertauschbarkeit  der  Reihefolge 
der  Integrationen  eines  -s  146;  Fou- 
riersche  -e  b.  dort;  Jacobische  Re- 
duktion von  -en  ganzer  trigonome- 
trischer Funktionen  1072;  -e  als  dis- 
kontinuierliche Funktionen  965. 

Doppelpunkt,  —  einer  n-dimensio- 
nalen  Fläche  G{x^,  j/, ,  ...  j/,,)  =  0 
207;  einfacher  (konischer)  —  dieser 
Fläche  208. 

Doppelschicht,  Potential  einer  — 
472,  809. 

doppelt,  -e  trigonometrische  Reihen 
s.  mehrfach. 

Doppelumlauf,  —  um  2  Punkte  176, 

Doppelverhältnis,  —  von  4  part. 
Lösungen  einer  Riccatischen  Di£f.-Gl. 
241. 

dynamisches  Problem,  gestörtes  und 
ungestörtes  —  345. 


Ebene,  —  eines  Funktionalraumes  778. 

eoart.  Jordanscher  Begriff  des  —  104. 

echelles,  —  (Symbole)  763;  detache- 
ment  des  —  765. 

Ecke,  geometrischer  Typus  der  —  in 
pantachischen  Punkten  einer  Funk- 
tion 42. 

Eigenfunktiou.  In  der  Theorie  der 
Integralgleichungen  2.  Art:  die 
zu  dem  Eigenwerte  1:^  gehörigen  -en 
813;  normierte  -en  813;  in  der  Theo- 
rie der  Integrationen  partieller 
Differentialgleichungen:  — beim 
Problem  der  Wärmeleitung  in  einem 
Stab  1053,  1054;  —  beim  Problem  der 
Wärmebewegung  in  einer  Kugelschale 
1054;  komplexe  Eigenwerte  und  -en 
1061;  ausgezeichnete  Lösungen  und 
-en  1180  ff. 


Eigenschwingungen.  Tonhöhen  der 

—  einer  Membran  519;  —  einer  Saite 
559;  —  einer  Membran  oder  eines 
Systems  mit  od  vielen  Graden  der 
Freiheit  543. 

eigentliches  bestimmtes  Integral, 

—  136,  )37;  Umwandlung  eines  -s  in  ein 
uneigentliches  bestimmtes  Integral  144. 

Eigenwerte.  In  der  Theorie  der 
Integralgleichungen:  die  zum  Kern 
einer  Integralgleichung  2.  Art  gehöri- 
gen —  813;  in  der  Theorie  par- 
tieller Diff.-Gl.:  komplexe  —  und 
zugehörige  Eigenfunktionen  1061,  I06l. 

einachsig,  -e  harmonische  Funktion 
702. 

eindeutig,  -e  Bestimmung  der  Inte- 
grale eines  Systems  gew.  Diff.-Gl.  bei 
gegeb.  Anfangsbedingungen  197,  203; 
-e  Bestimmtheit  der  Entwicklung  einer 
Funktion  in  eine  harmonische  Reihe 
949. 

Eindeutigkeitssätze,  —  über  die 
harmonischen  Funktionen  eines  be- 
grenzten Bereichs  480,  487;  -fragen 
bei  Randwertaufgaben  (bei  elliptischen 
oder  hyperbolischen  Diff.-GIeichungen) 
520,  523,  (bei  einer  nichtlinearen  Diff.- 
Gl.)  522. 

einfach,  -e  und  zusammengesetzte 
Gruppen  427. 

Einführung,  Methode  der  —  neuer 
Variablen  bei  einem  gew.  Diff.-System 
235. 

einläufig,  -e  Randbedingung  512. 

einseitig,  —  analytische  Funktion  2i. 

Ekliptik,  Reduktion  auf  die  —  (Auf- 
gabe der  sphärischen  Trigonometrie) 
888. 

Elektrizität,  Problem  der  Verteilung 
der  statischen  —  auf  zwei  sich  gegen- 
seitig influenziereude  Kugeln  (Funk- 
1      tionalgleichuug  desselben)  790. 

Element,  Flächen-  siehe  dort;  -maunig- 
1  faltigkeit  jJ/i ,  deren  Elemente  1.  Ord. 
die  Gleichung  F(x,y,y')  =  0  erfüllen 
243;  —  M,.,  —  31%  -maunigfaltigkeit, 
-verein  beim  Lieschen  verallgemeiner- 
ten Integralbegriff  einer  partiellen 
Differentialgleichung  mit  einer  Unbe- 
kannten 308:  Flächen-  bei  Systemen 
part.  Diff.-Gl.  ^  itf,,,  —  des  Raumes 
.r,  . . .  .r„, .?!...  z^  310, 3io;  —  il/;;;-''+ ' 
bei    der  Definition   der  r-ten   Klasse 
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einer  partiellen  DifF.-Gleichung  1.  Ord. 
352;  —  My  bei  einer  partiellen  Diff.- 
Gl.  1.  Ord.  in  Elementkoordinaten  358. 

Elementargebiet,  Zerlegung  eines  be-  ; 
liebigen  Integrationsgebietes  in  -e  bei 
»(-fachen  Integralen  104. 

Elementarkegel  in  der  Theorie  nicht-' 
linearer  partieller  DifF.-Gl.  1.  Ord.  mit 
einer  Unbekannten  347. 

Elementarlösungen  part.  Dilf.-Gtei- 
chungen  1178,  1185,  llSGff. 

Elementartoiler,  —  einer  symmetri- 
schen Determinante  224;  Weierstraß- 
sche  Theorie  der  —  der  bilinearen 
Formen  777. 

Elimination,  —  säkularer  (sehr  laug 
periodischer)  Störungen  aus  dem  Gang 
einer  periodischen  Naturerscheinung 
664;  —  beliebiger  anderer  Störungen 
666. 

ellipsoidal  harmonic  733  (Lamesche 
Funktion  mit  2  Parametern). 

elliptisch,  -eintegrale,  durch  welche 
sich  die  jT- Funktion  in  speziellen  Fiil 
len  ausdrückt  170,  -e  Integrale,  durch 
welche  sich  die  Koeffizienten  der  trig. 
Entwicklung  der  gesamten  einem  Ort 
in  einem  bestimmten  Moment  von  der 
Sonne  zugeführten  Wärmemenge  aus- 
drückt 1085;  Theorie  der  -en  Integrale 
zur  Untersuchung  der  Koeffizienten  in 
der  trig.  Entwicklung  der  Potenzen  der 
wahren  Distanz  zweier  Punkte  883, 
884;  trigonometi'ische  Entwicklungen 
aus  der  Theorie  der  -en  Bewegung 
891;  -e  Funktionen  in  der  Störungs- 
theorie 1081;  -e  partielle  Differen- 
tialgleichungen 2.  Ord.  und  Formu- 
lierung der  Randwertaufgaben  511;  -e 
partielle  Differentialgleichung  von  hö- 
herer als  2.  Ord.  mit  mehr  als  2  unab- 
hängigen Variablen  567;  allgemeine 
lineare  -e  partielle  Diff.-Gl.  4.  Ord.  mit 
konstanten  Koeffizienten  569. 

endlich,  im  Intervalle  -e  Funktion  f{x) 
12,  12,  18;  für  jede  einzelne  Stelle  des 
Intervalls  -e  Funkt,  fix)  18. 

Endverlauf,  —  einer  Funktion  f{.i-) 
für  die  bei  .r  =  -|-  oo  verschiedene 
Unbestimmtheitsgrenzen  existieren  17; 
Ableitung  des  -s  der  Lösung  einer  part. 
Di£f-Gl.  aus  den  Reihenentwicklungen 
1242  (zwei  unabh.  Var.),  aus  der  In- 

Encyklop.  d    math.  Wissensch.     11  1. 


tegraldarstellung  1242  (zwei  unabh. 
Var.),  1283  (drei  unab.  Var.). 
Entwicklung,  —  von  Lösungen  gew. 
Diif.-Gl.  oder  Systemen  derselben,  bei 
gewöhnlichen  und  außergew.  singu- 
lären  Anfangsbedingungen  206  ff., 
215  ff. ;    —    der    Potentialtheorie    546; 

—  nach  ausgezeichneten  Lösungen 
444;  —  nach  trigonometrischen  Funk- 
tionen siehe  trigou  ometrische  Ent- 
wicklung; —  einer  Funktion  zweier 
Variablen  nach  Kugelfunktioneu 
715,  717;  C.  Neumanns  —  auf  Grund 
gegebener  Beobachtungen  718;  —  einer 
Funktion  nach  Legendreachen  Poly- 
nomen als  Spezialfall  allgemeiner 
Entwicklungen,  nämlich  nach  Poly- 
nomen S„(.r),  die  einer  linearen  Re- 
kursionsformel mit  in  x  linearen  Ko- 
effizienten genügen  807;  Spezialfall 
auch  nach  Besselschen  Funktionen  807; 

—  des  Produkts  zweier  Kugelfunk- 
tionen nach  Kugelfunktionen  707;  — 
vou  (sin  )(■&),  cos  (m-S-)  nach  Kugelfunk- 
tioneu 707;  —  einer  Funktion  nach 
Kegelfunktionen  729,  nach  Lameschen 
Produkten  737;  —  einer  Funktion  nach 
Besselschen  Funktionen  753,  755,  füi' 
Probleme  der  mathematischen  Physik 
754,  765,  nach  Quailraten  und  Pro- 
dukten von  Besselschen  Funktionen  753; 

—  von  (1  —  2ax  -\-  ay  nach  Potenzen 
von  cc  730;  —  der  Kugelfunktion  P"^y 
und  der  Zugeordneten  (Jf,.,  nach  stei- 
genden Potenzen  von  x  722;  —  einer 
beliebigen  Funktion  nach  ,.  Funktionen 
derselben  Art"  90G;  —  (nicht  trigono- 
metrische), die  in  verschiedenen  Teilen 
ihres  Konvergenzintervalles  verschie- 
denen analytischen  Funktionen  gleich 
sind  965;  —  des  Wertes  eines  Inte- 
grals nach  Potenzen  eines  Parameters 
an    der   Grenze   der  Konvergenz   980 ; 

—  der  Störungsfunktion  nach  von  den 
Kreisfunktionen  verschiedenen  Funk- 
tionen 1082;  —  einer  willkürlichen 
Punktion  nach  Eigenfunktionen  1063; 

—  einer  beliebigen  Funktion  f{x,  r) 
für  einen  allgemeinen  Wert  des  Para- 
meters r  nach  denjenigen  speziellen 
Funktionen  f{x,  q),  bei  denen  der  Pa- 
rameter p  solche  Werte  hat,  die  eine 
gegebene  ganze  transzendente  Funk- 
tion F{q)  zu  Null  machen   1066;    — 

89 
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einer  Funktion   in   eine   nach  Fakto- 
riellen  fortschreitende  Reihe   783;   — 
einer  gegeb.  Funktion   in   eine  Reihe 
nach  gegebenen  Funktionen  803. 
Entfernung  ab,  —  der  Punkte  a  und 
b    des    «-dimeusioualen   Raumes    41; 
—  (in  einer  n-facheu  Mannigfaltigkeit) 
bei    der  Definition    des    Integrations- 
gebietes «-facher  Integrale  104. 
Enveloppe,  -atheorie  bei  gew.  Diff.-Gl. 
1.  Ord.    210,   211,   212,   213;    Ausdeh- 
nung dieser  -ntheorie  auf  gewöhnliche 
Ditf.-Gl.  beliebiger  Ord.  214;  Goursat- 
sche  Verknüpfung  der  Theorie  der  -n 
dieser  Diff.-Gl.   mit   der   Theorie   der 
singularen    Integrale    214    (mit    Hilfe 
algebraischer  Kongruenzen  von  Raum- 
kurTen);Unbestimmtheit6-n  17;  —  von 
Extremalenscharen  630,  632. 
Epizyklen,     Darstellung    allgemeiner 
Bewegungen    durch     -      und    trigon. 
Reihen  890. 
Epoche,   —  (des  Maximums)  einer  ein- 
fach harmonischen  Schwingung  643. 
Erkaltung,  s.  Abkühlung. 
Erregungspuukte  540;  einfache  und 
Doppel -Belegung    von   -n   bei    Rand- 
wertaufgaben der  Diff.-Gl.  Am  +  ^-m  ^  0 
541. 
erstes  Integral,  —  eines  Systems  von 
n  gew.  Diff.-Gl.  196,  246;  Methode  der 
Aufsuchung    -r   -e   eines   Differential- 
systems   /!-'■"'   Ord.    oder    einer    line- 
aren  homogenen   partiellen    Differen- 
tialgleichung 1.  Ord.  205 ;  Systeme  von 
gew.  Diff.-Gl.  höherer  Ord.,  welche  Fun- 
damentalsysteme   -r  -e  zulassen  278; 
—  bei  der  Integration  einer  gew.  Diff.- 
Gl.  1.  Ord.  durch  Berührungstransfor- 
mationen 243. 
erweitert,  -e  Substitutionen  420. 
Erweiterung,    Erste    und    zweite    — 
einer  Gruppe  420 ;   (n  —  l)-malige  — 
einer    Berührungstransformation     des 
Raumes  iJ,„  +  i(2,  x^,  .  .  .  .x,„)  311. 
erzwungene  Schwingung.    Laplace- 
scher  Satz  über  die  —  eines  Systems 
663. 
etat     varie     (Operationssymbol)     769. 
Euler,-scherFunktionsbegriff  4,  Er- 
weiterung und  Einschränkung  dessel- 
ben 6,  7 ;  -sehe  Funktioasbezeichnungen 
4:  -scher  Funktionsbegriff  und  stetige 


Funktion  20;  -sches  Integral  1.  Art 
141, 176  (siehe  Betafunktion),  2.  Art 
141,   157   (siehe   Gammafunktion); 
-sehe  Konstante  y  162  (bei  der  Entwick- 
lung von  logT) ;  historische  Darstellung 
und   Entwicklungen   der  -sehen   Kon- 
stante mit  Hilfe  der  Bernoullischeu  Zah- 
len 171  ff. ;  Bezeichn.  der  -sehen  Konst. 
171;  -sehe  Konst.  bei  der  Reihenentw. 
des  lutegrallogarithmus  175,  bei   der 
Darstellung  der  Besselschen  Funktion 
2.  Art   745;   lutegraldarst.   der  -sehen 
Konst  174;  -sehe  Formeln  in  der  Theorie 
derF-Funktionen  161;  — Maclaurinsche 
Summenformel  167, 769;  -sehe Zah- 
len 183;  —  und  BernouUische  Zahlen 
184,  Darstellung  in  Determinantenform 
184;   -sehe  Differentialgleichung 
240;    -scher    Multiplikator    einer 
gew    Diff.-Gl.  1.  Ord.  196,   233,   237, 
für  Diff.-Gl.  )(""■  Ord.  234,  255  (Verall- 
gemeinerung  des   -s),   Verallgemeine- 
rung   zur   Integration    von    Systemen 
gew    Diff.-Gl.   1.  Ord.    246    (Multipli- 
katorcnsysteme),   von   Systemen   gew. 
Ditf.-Gl.   «'"'■  Ord.   256;    geometrische 
Interpretation  des  -sehen  Multipl.  239; 
-sehe     Variationsrechnung     573; 
-sehe  allgemeine  Variationsformel  575; 
in  der  Variationsrechnung  579;  -s  Ver- 
fahren zur  Auffindung  der  Summe  tri- 
gonometrischer Reihen  826. 
evodiquo,  fouction  —  1022. 
Evolventen,  sukzessive  —  ebener  Kur- 
ven 1353. 
exakt,   System   -er  gew.  Diff.-Gl.   246; 
-e  totale  Ditt.-Gl.  318;  —  totale  Diff.- 
Gl.  A  =  0   (A  ist  ein  Pfaffscher  Aus- 
druck)   324;    nicht   -e    tot.    Diff.-Gl. 
A  =  0  322;  siehe  Differential. 
Existenz,    —    der    Derivierten    einer 
Funktion   21,  63;   notwendige  Bedin- 
gung   für    die    —    einer    Derivierten 
von  fXjc)  Ol,   hinreichende  Bedingung 
63;    -theorem    über    die    durch    Glei- 
chungen /;(ar,  .  .  .  a;„,  y^  ■  ■  ■  y„)  =  0 
i  =  1,  .  .  .  m    definierten    Funktionen 
2/1 1  •  •  •  2/;/i  ^^^  ihrer  Ableitungen  72, 
74;  —  der  Funktionen  Hi^  fi'.x,),  die 
durch    ein    System    impliziter    Funk- 
tionen definiert  sind  72,  203;   —  des 
Integrals  einer  Funktion  f{x)  94;  —  des 
bestimmten  Integrals  nach  Riemann  96, 
—  des  meUrf.  Integrals  104;  —  eines 
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Integrals  eines  Systems  gewöhnlicher  I 
Diff.-Gl.,  das  gewissen  Anfangsbedin- 
gungen genügt  nac-h  Cauchy-Lipschitz 
193,  195  oder  der  Integrale  der  zu 
dem  Systemen  adjungierten  linearen 
homogen  partiellen  Ditf.-Gl.  1.  Ord. 
196 IF.,  206;  —  holomorpher  und  ana- 
lytisch regulärer  Lösungen  eines  ana- 
lytischen Diff.-Systems  196,  197,  nach 
der  Methode  der  Variation  der  Kon- 
stanten (von  Cauchy)  205,  nach  der 
Methode  der  sukzessiven  Annäherungen 
199,  nach  der  Methode  des  calcul  des 
limitea  201,  203;  —  eines  gewissen 
Anfangsbedingungen  genügenden  Inte- 
grals einer  linearen  homogenen  Dili.- 
Gl.  2.  Ord.  nach  der  Methode  der 
sukzessiven  Annäherungen  198;  Be- 
nutzung des  Existenzbeweises  der  lu- 
tegrale  der  linearen  homogenen  par- 
tiellen Diff.-Gl.  1.  Ord.  zur  Aufstellung 
einer  Methode  der  Lösung  eines  Sy- 
stems gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  (von  Cau- 
chy) 205;  —  von  Integralen  eines 
Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen 1.  Ord.  bei  gewöhnlichen 
Anfangsbedingungen,  für  welches,)  ei- 
nige der  Ditferentialkoeffizienten  me- 
romorph  und  unendlich  sind  20ß,  (An- 
wendung auf  eine  Gl.  1.  Ord.)  209, 
b)  algebraisch  und  verzweigt  sind  206, 
(Anwendung  auf  eine  Gl.  1.  Ord.)  209, 
e)  die  Differentialkoeffizienten  alge- 
braisch sind  208,  rational  209,  (An- 
wendung auf  eine  algebraische  Glei- 
chung 1.  Ord.)  210;  —  von  Integralen 
gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.,  welche  außer- 
gewöhnliche Anfangsbedingungen  für 
die  in  der  Diff.-Gl.  auftretenden  Funk- 
tionen befriedigen  215  ff.;  —  von 
Integralen  eines  beliebigen  Systems 
gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.,  deren  Difl".- 
Koeffizienten  für  die  gegebenen  Auf- 
werte   die   Form   ;}   haben    223,  227; 

—  asymptotischer  reeller  Lösungen 
von    gew.    Differentialsystemen    228; 

—  von  Lösungen  eines  Systems  von 
«-partiellen  Dilf-Gl.,  das  in  bestimm- 
ter Form  auflösbar  ist  298,  von  Lö- 
sungen eines  Systems  von  Diff.-Gl. 
mit  bei.  vielen  abh.  und  unabh.  Var. 
299;  -theoreme  bei  Randwert- 
aufgaben  der  Potentialtheorie; 

—  der     harmonischen    (Greenschen) 


Funktion  eines  begrenzten  Bereichs 
487;  Greenscher  Ansatz  zum  Beweis 
des  -theorems  488;  Gaußscher  Ver- 
such das  -theorem  zu  beweisen  492; 
Thomson -Dirichletsches  Prinzip  zum 
Beweis  des  -theorems  493 ;  —  der 
Greenschen  Funktion  für  einen  ebenen 
Bereich  nach  der  Methode  der  Appro- 
ximation durch  Polygone  bzw.  Poly- 
eder 495;  —  der  Greenschen  Funktion 
für  einen  beliebigen  Bereich  nach  der 
Neumannschen  Methode  des  arithme- 
tischen Mittels  496;  —  nach  kombina- 
torischen Methoden  für  kompliziertere 
Bereiche  499  („Methode  des  Grenzüber- 
ganges durch  alternierendes  Verfah- 
ren" 50o) ;  —  für  durch  analytische  Rand- 
kurven begrenzte  ebene  Bereiche  nach 
einer  speziellen  Methode  501 ;  nach 
der  Poincareschen  Balayagemethode 
502;  -theorem  bei  Randwertauf- 
gaben in  der  Theorie  partieller 
Diff-Gl.:  —  der  Lösungen  partieller 
Diff.-Gl  298,  299,  507;  —  der  Lösungen 
bei  Differentialgleichungen  des  ellip- 
tischen Typus  für  hinreichend  kleine 
Gebiete  523  (Methode  der  sukzessiven 
Approximationen),  für  beliebige  Ge- 
biete 526,  nach  der  Methode  des  alter- 
nierenden Verfahrens  527,  nach  der 
Meth.  der  ringförmigen  Gebietserwei- 
terung 527,  nach  der  Poincareschen 
Auskehrungsmethode  528 ;  —  der  Lö- 
sungen von  Di  ff. -Gleichungen 
des  hyperbolischen  Typus:  uach 
der  Methode  der  sukzessiven  Annähe- 
rungen innerhalb  des  einem  hinreichend 
kleinen  Kurvenstücke  umschriebeneu 
Charakteristikenrechteckes  531,  582; 
Existenz  der  Lös.  bei  besonde- 
ren part.  Diff.-Gl.:  —  ausgezeich- 
neter Lösungen  (harmonischer  Funk- 
tionen oder  Fuudamentalschwingun- 
gen)  bei  der  Differentialgleichung  A  u 
-\-  Je"  u  =  0,  644 ;  bei  der  Differential- 
gleichung 

546  ^von  Schwarz)  548  (von  Poincarö) ; 
—  einer  Lösung  der  Ditf.-61.  A  w  -\-  Ic'io 
=  0,  welche  im  Innern  eines  Gebietes 
stetig  ist  und  auf  der  Oberfläche  des- 
selben vorgegebene  Werte  annimmt 
(allgemeine  Randwertaufgabe)  550 ; 
89' 
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—  ausgezeichneter  Lösungen  der  Diffe- 
rential-Gleichung A?(  —  k-ti  =  0  551; 

—  einer  und  nur  einer  Lösung  bei  vor- 
gegebenen Randwerten  532;  —  von 
Lösungen  in  einem  Gebiete  bei  vor- 
geschriebenen Randwerten  bei  der 
Difi'.-Gl.  Au  =  /,;  •  e"  Ä'  >  0  553,  554, 
555,  641;  —  der  Greenschen  Funktion 
bei  Verallgemeinerungen  der  Gleichung 
der  schwingenden  Saite  561 ;  —  der 
Lös.  bei  einer  hyperbolisch -paraboli- 
schen partiellen  Diff.-Gl.  567;  —  des 
Grundtones  und  der  Obertöne  einer 
Membran  548;  -fragen  in  der  Varia- 
tionsrechnung 638;  —  einer  Kurve 
oder  Fläche  von  größtem  oder  klein- 
stem Integralwert  638;  —  einer  auf 
der  Riemannschen  Fläche  regulären 
Poteutialfunktion  «(a,  y)  welche  ent- 
lang einer  geschlossenen  Kurve  C  den 
Sprung  1  erleidet  639;  —  der  kürzesten 
Linien  auf  Flächen  639;  —  erster  De- 
rivierter  der  Minimalfunktion  ciO;  — 
von  Lösungen  einer  gewissen  Funk- 
tionalgleichung 795. 

explizit,  Begriif  der  -en  Funkt,  bei 
Euler  4. 

Exponentialfunktionen,  trigonome- 
trische Entwicklungen  von  —  911. 

exponentielle  Darstellung  einer 
Funktion  784. 

expreasiou  imaginäre  1009  (bei 
Cauchy). 

Extinktionsrichtungen  bei  der  vek- 
toriellen  Interpretation  der  Funktio- 
naloperationen in  einem  Räume  von 
n-Dimensionen  776. 

Extrapolation  bei  Formeln  für  den  Ver- 
lauf von  Naturerscheinungen  655. 

Extremale,  Begriif  der  -u  in  der  Va- 
riationsrechnung 597,600;  -nfeld  626; 
räumliches  -nfeld  632. 

Extrem  (einerFunktion  von  n-Variablen), 
absolutes  —  80;  relative  -e  81;  -e  mit 
Nebenbedingungen  (bedingte  — )  81, 
85;  eigentliche  und  uneigentliche  -e 
81;  gewöhnliche  und  außergewöhnliche 
-e  81;  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  für  ein  —  einer  F.  von  einer 
Variablen  82;  Bedingungen  für  das 
Auftreten  eines  -s  bei  Funktionen 
mehrerer  Variablen  82;  —  einer  se- 
midefiniten  quadratischen  Form  von 
2  Variabelu  83;  Untersuchungen  über 


die  Existenz  von  -en  einer  Funktion 
zweier  Variablen  von  Soheeffer,  Dant- 
scher 84,  von  Stolz  bei  Funktionen 
von  3  Variablen  84;  Untersuchungen 
der  -e  mittels  der  Diff.-Rechnung  81; 
Aufstellung  von  trig.  Interpolations- 
formeln einer  periodischen  Natur- 
erscheinung mit  Benutzung  von  -n 
derselben  656;  Ableitung  der  -e  aus 
der  Interpolationsformel  657;  Bestim- 
mung der  Komponenten  periodischer 
Naturerscheinungen  aus  Beobachtun- 
gen der  -e  669,  672;  Berechnung  der 
-e  aus  Gezeitenformeln  671;  —  in  der 
Variationsrechnung;  Begriff d .-sin 
der  Variationsrechnung  603,  weiterer 
und  engerer  Begriff  604;  notwendige 
Beding,  (auf  konjugierte  Punkte  bezüg- 

h 

lich)_des  -ums  von  J^^  i  f(x,y,y')dx 

599;  hinreichende  Bedingung  für  das 
Eintreffen  des  -s  von  J^  587,  004,  606 ; 
—  des  Integrals 

b 

U,^  =jfix,y^,y,,...y,„y,\y.'.-  •?/»')  d  x 

mit     den      Bedingungs  -  Gleichungen 

«"pCa;-  2/i .  y.  -  ■  ■  •  2/,..  ?/i'  •  •  •  2/«)  =  0 
e  =  l,  2,  ...7)1  583,  Beispiel  584; 
kritische  Untersuchungen  über  das 
Eintreffen  eines  -s  von  J"„  oder  [/„  602  ff., 
bei  variablen  Grenzen  609,  Beispiele 
610;  —  von  Doppelintegralen  615,  616; 
Steiners  Sätze  über  die  Figuren  -en 
Flächeninhalts  612,  Verallgemeinerung 
614;  —  einerGröße,  deren  Wert  von  ver- 
änderlichen funktionalen  Verhältnissen 
abhängt  573;  notwendige  Bedingungen 
für  das  —  von 

h 

J„=-j'f{x,y,...yndx 
577,  578;  —  des  Integrals 

h 

W-=Cf{x,  V,  y,  y,  . . .  y"'')dx, 

a 
wenn  v  durch  eine  Diff.-Gl.  l.Ord.  ge- 
geben ist  579;  —  des  Integrals  /„, 
wenn  für  ein  anderes  Integral  Ä„  der- 
selben Form  ein  fester  Wert  vorge- 
schrieben ist  (isoperim.  Aufgabe  im 
weiteren  Sinn)  580,  632;  starkes  und 
schwaches  —  in  der  Extremalentheorie 
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629,  632 ;  Weierstraßsches  und  Legen- 
dresches  Kriterium  für  das  starke  und 
das  schwache  —  62y,  (J31,  633 ;  —  eines 
Minimalfliichenstücks  020;  -e  eines 
Integrals  mit  mehreren  unbekannten 
Funktionen,  zwischen  denen  Bedin- 
gungsdifferentialgleichungen bestehen 
633,  035  (allgemeines  isoperimetrisches 
Problem). 

extremum  inter  propinquos  81. 

Extremumsaufgaben  in  der  Varia- 
tionsrechnung 620  ff. ;  siehe  isoperi- 
metrische Aufgaben. 

F 

Fäden,  Methoden  der  Variationsrech- 
nung, auf  die  Statik  der  biegsamen 
und  elastischen  —  angewandt  622; 
Stabilität  des  Gleichgewichts  schwerer 
hängender  —  636. 

Fahrarm  der  Planimeterrolle  128. 

Fahrstift  am  Planimeter  128,  130;  am 
Integraphen  132. 

Faktor,  Diiichletscher  —  siehe  Di- 
riehlet;  integrierender —  siehe  Etiler- 
scher  Multiplikator. 

Faktorielle,  Entwicklung  einer  Funk- 
tion in  eine  nach  -n  fortschreitende 
Reihe  783. 

Fakultäten,  allgemeine  —  (Fakto- 
riellen)  i60. 

Feder,  Gestalt  einer  elastischen  — , 
Extremumsaufgabe  622. 

Fehler  funktion,  erzeugende  —  im 
Gaußschen  Summationsverfahren  124. 

Fehlerquadrat,  Summe  der  -e  bei 
Verwendung  trigonometrischer  Inter- 
polationsfoimelu  650;  das  —  beim  Ab- 
brechen einer  trigonometrischen  Ent- 
wicklung 1043. 

Fehlschlüsse,  —  Cauchys  bei  der 
Vertauschung  von  Grenzübergängen 
972. 

Feld,  Extremalen-  in  der  A'ariations- 
rechnung,  ebenes  626,  räumliches  632; 
-integral  in  d.  Variationsrechnung  628. 

Fermate  eher  Satz,  Beweis  des  letzten 
-es  in  Spezialfällen  mit  Zuhilfenahme 
Bernoullischer  Zahlen  186. 

Figuren,  —  extrejnen  Flächeninhalts 
611. 

Flächen,  charakteristische  —  bei  part. 
Diff.-Gl.  mit  3  unabh.  Var.  569. 

Flächenelement,  —  »t*"' Ordnung  des 


Raumes  iJ,„  + ,  (^,  a;,  . .  .  a;,,,)  308;  — 
erster  Ordnung  z,  x,  . .  .  .r,,,,  p,  .  . .  p,^ 
308;  singuläres  oder  nichtsinguläres 
^  eines  Systems  partieller  Differential- 
gleichungen 1.  Ord.  309;  —  bei  einer 
part.  DiflF.-Gl.  1.  Ord.  349;  Beziehung 
zwischen  den  -en  zweier  Involutions- 
systeme «""'  Ordnung  mit  einer  Un- 
bekannten 311;  Lies  Begriff  des  -s  bei 
Systemen  partieller  Diff.-Gl.  mit  meh- 
reren Unbekannten  310,  bei  einer  par- 
tiellen Diff.-Gl.  in  homogenen  Element- 
koordinaten 353;  vereinigt  liegende 
-e  308,  310,  Sö.'i,  308,  bei  einer  part. 
Diff.-Gl.  in  homogenen  Elementkoor- 
dinaten 353. 

Flächen  funktion,  zweiachsige  har- 
monische —  713. 

Flächenpotential  470. 

Flächentransformation,  Bäcklund- 
sche  —  in  der  Theorie  der  Transfor- 
mation von  Systemen  partieller  Diff.- 
Gl.  311. 

fluctuation,  principle  of  —  1038. 

Fluxionsmethode  von  Newton  58. 

fonction,  —  ä  oscillation  limitee  40; 
—  ä  Variation  bornee  40;  —  majoranto 
201,  218;  zur  Methode  der  -s  majo- 
rantes  analoge  Methode  in  der  Theorie 
der  Fiinktionalgleichungen  795;  — 
gen^ratrice,  —  determinante  (bei  der 
Laplaceschen  Transformation)  781;  — 
ordinaire  968;  —  discontinue  961;  — 
discontigüe  961,  968;  —  separee  ou 
partie  de  fonction  962. 

Form,  unbestimmte  —    „  ,  — etc.  24; 

'  0      oo 

definite,  semi-definite,  indefinite  homo- 
gene -en  86;  Darstellung  der  definiten 
(positiven)  binären  und  biquadratischen 
ternären  —  durch  eine  Summe  von  Qua- 
draten 86,  86;  Lamesche  —  742;  Trans- 
formation einer  quaternären  quadra- 
tischen —  auf  eine  Summe  von  Qua- 
draten bei  der  Reduktion  von  Doppel- 
integralen  bestimmter  Art  io72;  ortho- 
gonale Transformation  einer  ternären 
bilinearen  —  1072;  Methode  der-enbil- 
dung  bei  der  Aronholdschen  Integra- 
tionsmethode 93;  charakteristische  — 
einer  partiellen  Diff.-Gl.  «'"  Ord.  mit 
m  unabhängigen  Veränderlichen  389; 
verschiedene  -en  eines  allgemeinsten 
Systems  partieller  Diff.-Gl.  306;  regu- 
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läre  —  einer  Grupjje  416;  kanonische  , 
(harmonische,  orthonome)  —  eines  Sy- 
stems partieller  Diff.-Gl.  299,  299;  pri- ' 
märe  —  für  die  Integration  der  Glei- 
chung der  Saitenschwmguug  iiso. 

formal,  -e  Entwicklung  der  Diif.-Gl. 
in  der  Variationsrechnung  584;  Prin- 
zip der  Erhaltung  der  -en  Gesetze  im 
Operationskalkül  76ti:  -e  Auffassung 
der  Algebra  835. 

Formen theorie,  Anwendung  des  Rech- 
nens mit  Symbolen  auf  ■ —  774. 

Formulierung,  verschiedene  -en  des 
allgemeinsten  Uifferential  -  Problems 
(bei  Systemen  partieller  Ditl".-Gl.)  300. 

Fortpflanziungsgeschwindigkeit, 
linksseitige  oder  rechtsseitige  ■ —  der 
Störung  einer  Saite  .038;  —  in  der 
Theorie  der  Randwertaufgaben  bei 
einer  linearen  hyperbolischen  ellipti- 
schen oder  parabolischen  DifiF.  -  Gl. 
(wo  die  eine  der  unabhängigen  Va- 
riableu die  Zeit,  die  andere  eine  Maß- 
einheit bedeutet)  539. 

Fortsetzung,  —  einer  Funktion  mit 
zunächst  beschränktem  Delinitionsge- 
biet  7;  -sbegriif  einer  nach  Cauchy- 
Riemauu  definierten  Funktion  8;  -sbe- 
griff  der  analytischen  Funktion  bei 
L'auchy  lou;  analytische  —  der  New- 
tonschen  Potentialfunktionen  475;  Me- 
thode der  analytischen  —  zur  Ver- 
mittlung des  Ulierganges  von  einer 
elliptischen  partiellen  DiflF.-Gl.  2.  Ord. 
zu  einer  andern  529. 

Fourier,  -scher  Lehrsatz  bei  Entwick- 
lungen nach  Kugelfunktioneu  754;  — 
-Besselsche  Funktion  743;  -sches 
Problem  der  Wärmeleitung  565; 
-scher  Satz  für  Paare  komplexer 
Wurzeln  algebraischer  oder  ganzer 
transzendenter  Gleichungen  bezüglich 
des  gleichzeitigen  Verschwindens  zweier 
Zeichenwechsel  in  der  Folge  der  Ab- 
leitungen der  Funktion  1062,  I06ä;  -sehe 
Reihen  927;  Entwicklung  willkür- 
licher Funktionen  in  eine  -sehe  Reihe 
bei  —  957;  -scher  Konvergenzbeweis 
trig.  Reihen  1036;  Darstellung  einer 
Linear-Operation  durch  eine-sche  Reihe 
780.  S.  auch  trigonom.  Reihe. 
Fouriersches  Integral  1086.  10.->7;  Um- 
kehrung  des  -n  -s  804;  Übergang  von 
der  trigonometrischen  Reihe  zum  — 


1085;  komplexe  Form  des  -n  -s  1088; 
Umgestaltung  desselben  für  den  Fall 
von  Unstetigkeiten  der  darzustellenden 
Funktion  10',t7;  Modifikation  des  — 
1091;  Konvergenzbeweise  für  das  — 
1092,  1094;  das  mehrfache  —  als 
Grenzformel  1165. 

foyer,  singulärer  Punkt  eines  speziel- 
len Systems  gew.  DifF.-Gl.  1.  Ord.  mit 
reellen  Koeffizienten  227;  — ordinaire, 
—  en  pointe,  —  en  talon  in  der  Ex- 
tremalentheorie  630. 

Fredholm,  -sehe  Lösungsmethode  von 
Integralgleichungen  2.  Ord.  811. 

frei,  in  einem  Intervalle  —  veränder- 
liches X  11. 

Frobeniussche  Theorie  beim  Pfaff- 
schen  Problem,  Verallgemeinerung  der 
-seilen  Theorie  335. 

Fuchs  sehe  Klasse  von  Differentialglei- 
chungen. Anwendung  der  Heineschen 
Transformation  auf  die  —  784. 

Fundamental,  -invarianten  von  DiiT.- 
Systemen  gew.  DifF.-Gl.  von  bestimm- 
ter Klasse  gegenüber  Transformations- 
gruppen 283;  -fuuktion  (harmonische 
Funktion)  468;  -Schwingungen  (harmo- 
nische Funktionen  oder  ausgezeich- 
nete Lösungen)  der  Diff.-Gl.  Au  -\- 
]r-u  =  0,  542. 

Fundamentalgleichung,  —  bei  der 
vektoriellen  Integration  der  Funktio- 
naloperationen im  Raum  von  w-Di- 
mensionen  777. 

Fundamentallösnngen,  allgemein- 
ste Systeme  gew.  Ditf.-Gl.  mit  —  276; 
Erweiterung  des  Begriffes  der  Diffe- 
rentialsysteme mit  —  278;  Systeme 
partieller  Diff.-Gl.  mit  —  279;  Diffe- 
rentialprobleme mit  einem  System  von 
. — ,  mittels  deren  sich  das  allgemeine 
Integral  durch  eiue  Transformations- 
gruppe ergibt  388. 

Fundamentalsatz(-theorem),  —  der 
Differentialrechnung  (Mittel  wertsatz) 
65;  —  der  zweiten  partiellen  Derivier- 
ten  73,  106,  111;  —  der  Integralrech- 
nung (Gewinnung  des  unbestimmten 
Integrals  mit  Hilfe  des  bestimmten) 
100:  Graßmanns  ■ —  bezüglich  der  Nor- 
malform des  Pfaffscheu  Ausdrucks  A 
325,  331;  Lies  —  (über  ein  Involutions- 
aystem  von  bestimmter  Form)  361;  — 
der    Integralgleichungen    2.  Art   813; 
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erster  —  der  Theorie  kontinuierlicher 
Transformationagruppen  406,  ümkeh- 
rung   desselben  407;    zweiter  — ■   usw. 

410,  Umkehrung  4io;   dritter  —  usw. 

411,  Umkehrung  4i].  l 
Fundamentalsystem,  —  von  Lösun-  j 

gen  einer  linearen  homogenen  par-  j 
tiellen  Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit  n  unab-  t 
hängigen  Variablen  232 ;  —  von  Lö-  ] 
sungen  einer  gew.  linearen  homogenen 
Diff.-Gl.  «'"  Ord.  261;  lineare  gew. 
Diff.-Gl.  w'"  Ord.  mit  einem  gegebenen  1 

—  von  Lösungen  266;  -e  von  Lös.  eines  . 
Systems  homog.  partieller  Diff.-Gl.  1.  ; 
Ord.  272 ;  Systeme  gew. Diff.-Gl.  höherer  1 
Ordnung  mit  -en  erster  Integrale  278.  i 

Funktion,  willkürliche  —  5;  Entwick-  ] 
lungsgeschichte  des  Begriffs  einer 
willkürlichen  —  958  ff. ;  —  von  z  bei  ! 
Cauchy  1022;  -entheorie«;  allgemeine  j 
-enlehre  8;  -entehre;  Eulers  elemen- 
tare —  4;  Gegenstand  der  allgemeinen  j 

—  8;  -entheorie  Gegenstand  der  — 
8;  -sbegriff  3;  Bernoulliseher  —  3; 
Eulerscher  —  4:  Dirichletscher  —  7; 
Cauchy-Riemannscher  —  7 ;  Lagrange- 
Weierstraßscher  —  (analytische  F.)  7 ; 
Flrweiterung  des  Eulerschen  —  6; 
Einschränkung    des   Eulerschen  —  7;  1 

—  (bei  komplexen  Variablen)  von  La-  { 
marle  —  1015,  von  Björling  1017,  von  j 
Cauchy  (Funktionszweige)  1016.  S.auch 
Funktionen. 

Funktion    einer    Veränderlichen,  i 
Bezeichnungen    einer   —   4;    explizite 

—  4;  implizite  —  4;  algebraische  — 
4,  4,  5;  transzendente  —  4,  4;  elemen-  i 
tare  — ,   eindeutige  und  mehrdeutige 

—  4 ;  rationale  —  4,  5 ;  rationale  ganze 
und  rationale  gebrochene  —  4;  mono- 
gene —  7;  —  (einer  komplexen  Ver- 
änderlichen) 7,  1004;  gewöhnliche  — 
23;  elementare  —  968,  970;  —  (all- 
gemeinste eindeutige  F.  einer 
reellen  Var.)  11;  differenzierbare  — 
21;  unbeschränkt  differenzierbare  — 
23  und  gewöhnliche  —  23,  6i  und  ana- 
lytische —  24,  21;  stetige  (kontinuier- 
liche) —  17,  961,  969,  960,  970;  diskonti- 
nuierliche —  960,  961 ;  derivierte  —  61 ; 
stetige  nicht  differenzierbare  —  63;  in- 
verse  —  63,  63;  analytische  —  einer 
reellen  Variablen  80;  integrable  (inte- 
grierbare)  —  9G;  punktiert  unstetige 


—  96;  total  unstetige  —  97;  geome- 
trisch nicht  anschauliche  —  mit  steti- 
gen Derivierten  43 ;  komplementäre  — 
(bei  der  Differentiation  zu  allgemeinem 
Index)  117;  primitive  —  zu  f{x)  89, 
zu  fix,  y)  103. 

Funktion  mehrerer  Veränderli- 
chen 44;  eindeutige  —  47;  in  einem 
Punkt  rt  stetige  —  48;  gleichmäßig 
stetige  —  48;  ganze  rationale  definite, 
semidefinite,  indefinite  —  86;  impli- 
zite —  72. 

Funktional,  -konvergenzbereich  einer 
FunktionalTeihe779;-abIeitungeneiner 
Operation  779;  analytische  -transfbr- 
mation  von  Mittag-Leffler  783. 

Funktionalgleichung,-en788ff.;  all- 
gemeine und  partikuläre  Lösungen  von 
-en  789;  Abelsche  —  803;  —  von  Abel 
791;  Schioedersche  —  791:  verschie- 
dene —  797  ff.;  —  der  T-Funktion 
802,  160,  161;  —  der  periodischen 
Funktionen  790,  801,  800;  —  der  Kreis- 
funktionen 800;  —  zur  analytischen 
Fortsetzung  einer  Funktion  801 ;  — 
ti-anszendental- transzendenter  Funk- 
tionen 802;  Systeme  von  -en  801;  — 
mit  konstanten  Koeffizienten  772;  An- 
wendung von  -en  801 ;  Auflösung  spe- 
zieller -en  1351. 

Funktionaloperationen  763 ff;  durch 
bestimmte  Integrale  darstellbare  — 
780,  784,  785. 

Funktionalraum  jS'  der  Potenzreihen 
einer  Variablen  777. 

Funktionalrechnung  764;  —  von 
Leibniz  bis  Lagrange  764;  —  bis  auf 
Servois  764;  Prinzip  der —  766;  An- 
wendungen der  —  auf  Differential- 
gleichungen 773,  auf  Formen-  und 
Zahlentheorie  774. 

Funktionen,  —  von  Jac.  Bernoulli  185, 
866  (siehe  BernouUische  Funktionen 
usw.);  vollständige  harmonische  —  eines 
Gebietes  468  (auch  Fundamentalfunk- 
tion 468);  zu  U  konjugierte  harmo- 
nische —  V  474;  harmonische  —  im 
Innern  eines  Gebietes  479;  —  des 
elliptischen  Zylinders  758,  des  para- 
bolischen Zylinders  759;  Kugel-  usw. 
siehe  dort;  —  des  elliptischen  Kegels 
742;  —  von  Königs  B{x)  794;  —  von 
Linien  787;  Entwicklung  von  — •  nach 
„ —  derselben  Art"  906:  —  der  großen 
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Achsen  876;  ausgezeichnete  —  siehe 
ausgezeichnet;  —  großer  Zahlen 
1343,  856,  901,  902. 

Funktion   und    Operation    766,  817. 

Funktionengruppen  in  der  Theorie 
der  partiellen  Diflf.-Gl.  361;  ausge- 
zeichnete Funktionen  von  —  362. 

functiones  inexplicabiles  164. 

Funktionsstreifen  22  (verzeichnete 
Kurve). 

Funktionswert,  uneigentlicher  —  25; 
singul'arer  —  25;  indirekter  —  25. 

Funktionszweig  1016. 

G 

Galois,  der  -sehen  Gleichnugstheorie 
nachgebildete  Integrationstheorien  288. 

Gamma-Funktion  r{a).  Definitionen 
der  —  durch  bestimmte  Integrale  157, 
158,  159  (Scbleifenintegral),  160,  durch 
unendliche  Reihen  (unvollständige  — ) 
158,  durch  einen  Grenzwert  158,  durch 
Produktdarstellung  165;  Bezeichnun- 
gen der  —  157;  Funktionalgleichung 
der  —  160,  802;  Fundamentaleigen- 
schaften der  —  160;  Entwicklungen 
von  Ig(ara)  159,  von  l/r(a),  r{a)  171, 
vonlgri62,  dlgr{a)/da  =  ip{a)  162; 
asymptotische  Darstellungen  der  —  1 60 ; 
mit  der  —  verwandte  Funktionen  i()(«) 
162,x{a)lGi,a{a)167,  168,  169,  I6ü.u  («) 
167;  Integrale,  welche  auf  -en  zurück- 
führbar sind  177  tf.;  Berechnung  der 
^  169;  Zerlegung  der  —  in  ein  Pro- 
dukt von  Primfaktoren  165,  1S5,  177; 
Auswertung  vielfacher  Integrale  durch 
—  179;  Maxima  und  Minima  der  — 
170 ;  „relation  des  coniplements",  zweite 
Fundamentaleigenschaft  der  —  161; 
Definition  der  —  für  negative  Argu- 
mente 1111;  Darstellung  der  —  nega- 
tiven Argument.s  durch  außerordent- 
liche Integrale  ii38;  Laplacesche  Be- 
handlung der  —  negativen  Arguments 
1138;  Darstellung  gewisser  trigono- 
metrischer Integrale  durch  unvollstän- 
dige -en  1150. 

Gaußscbe  Definitionsformel  für  die  P- 
Funktion  158,  161;  -sehe  Relation  in 
der  Theorie  der  r'- Funktionen  (Pro- 
duktformel) 161,  166;  -sehe  Summen 
187;  mehrfache  -sehe  Summen  188; 
-sehe  allgemeine  Lehrsätze  in  der 
Potentialtheorie  479;    -scher  Satz  des 


arithmetischen  Mittele  480;  -sches 
Theorem  zur  Transformation  von  Dif- 
ferentialausdrücken 116;  -sehe  Qua- 
draturformel 121;  Verallgemeinerung 
des  -sehen  Orthogonalitätssatzes  über 
geodätische  Linien  in  der  Variations- 
.  rechnung  627 ;  -sches  arithmetisch  geo- 
metrisches Mittel  bei  der  Berechnung 
der  Koeffizienten  der  Entwicklung  der 
Potenzen  der  wahren  Distanz  zweier 
Punkte  884. 

Gebiet,  —  (x)  von  «Veränderlichen  44; 
-sstetigkeit  (gleichmäßige  Stetigkeit 
im  Bereiche  {x))  49;  hinreichend  klei- 
nes —  526  (bei  Existenztheoremen  von 
Lösungen  der  Randwertaufgaben); 
-seinteilung  bei  der  Berechnung  mehr- 
facher Integrale  707 ;  Methode  der  ring- 
förmigen -serweiterung  zum  Beweis 
der  Existenz  der  Lösungen  von  Diff.- 
Gl.  des  elliptischen  Typus  527. 

gemeinsam,  -e  Lösung  zweier  gew. 
linearer  Difif.-Gl.  265. 

G  eneralisationsrechnung  von  01- 
tramare  781. 

geodätische  Linien  auf  Integral- 
flächen als  Charakteristiken  nicht- 
linearer partieller  Diif.-Gl.  mit  einer 
abh.  Var.  348;  —  in  der  Vai-iations- 
rechnung  622,  623;  —  auf  einer  Ring- 
fläche 636,  637;  Verallgemeinerung  des 
Gaußschen  Orthogonalitätssatzes  über 
—  in  der  Variat.-Rechnung  627. 

Geometrien  siehe  Maßbestimmun- 
gen. 

geometrisch,  —  nicht  anschauliche 
Funktion  f{x)  mit  stetiger  Derivierten 
43 ;  -e  Darstellung  der  komplexen 
Zahlen  durch  die  Punkte  einer  Ebene 
1014;  -es  Bild  der  durch  eine  trigono- 
metrische Reihe  dargestellten  Funk- 
tion 1049;  -e  Interpretationen  siehe 
Interpretation. 

geradlinige  Integrale  1018,  1019. 

geschlossen,  in  sich  -er  Bereich  45; 
-er  Kern  815. 

Geschwindigkeitepotential     einer 
einfachen   und   einer  Doppelbelegung 
'      von  Erregungspunkten  541. 

Gestalt  der  Integralkurven  gew.  Diff.- 
Gl.  232. 
jgestörtes  dynamisches  Problem  346. 

Gewicht  der  Invarianten  der  gew.  linea- 
ren Diff.-Gl.  284. 


gewöhnlich  —  Greenscher  Intefrralsatz 
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gewöhnlich,  -e  Kurve  22;  -e  Funk- 
tion 23,  61;  -e  Ditfeientialgleichungen 
IS'.i  ff. 

Gezeiten,  harmonische  Analyse  der  — 
668,  670,  672. 

Gleichgewichts,  -Untersuchungen  in 
der  Variiitiousrechnung  623,  (siehe 
auch  Stabilität);  -figuren  einer  un- 
homogenen Saite  bei  Vernachlässigung 
der  Schwere  439. 

Gleichheit  zweier  Symbole  766. 

Gleichheitszeichen,  erweiterte  Be- 
deutung des  -s  bei  der  formalen  Auf- 
fassung der  Algebra  836. 

gleichmäßig,  —  stetige  Funktion  in 
einem  Intervall  18,  18,  19;  im  kom- 
Ijlexen  Sinne  —  differenzierbare  Funk- 
tion 80. 

gleichmäßige  Konvergenz,  —  von 
Funktionenfolgen  33 ;  rechts-  und 
linksseitige  —  34;  —  unendlicher 
Reihen  34 ;  —  bei  der  gliedweisen 
Integration    unendlicher   Reihen    144; 

—  und  bedingte  bzw.  unbedingte  Kon- 
vergenz unendlicher  Reihen  34;  Ste- 
tigkeit und  —  einer  Reihensumme 
35  (siehe  auch  Konvergenz);  Begriff 
der  —  gegen  eine  Grenzfunktion  bei  der 
Frage  nach  der  Differentiation  eines 
Integrals  nach  einem  Parameter  102; 

—  eines  bestimmten  Integrals  in  einem 
endlichen  Intervall,  in  einem  will- 
kürlichen Intervall,  in  einem  unbe- 
grenzten Intervall  145;  —  „im  allge- 
meinen", —  eines  bestimmten  Integrals 
145;  historische  Entwicklung  des  Be- 
griifs  der  —  (gleichförmigen  K.)  983. 

Gleichungen,  Differential-  siehe 
dort;  symbolische  —  817;  determi- 
nierende —  und  charakteristi- 
sche — ■  siehe  dort;  transzendente  — 
zur  Bestimmung  der  ausgezeichneten 
Parameterwerte  beim  Oszillationstheo- 
rem mit  1  Parameter  444,  445. 

Gleichungssystem,  welches  eine 
Gruppe  G  gestattet  (invariantiv  gegen- 
über der  Gruppe  G)  419;  —  mit  unend- 
lich vielen  Unbekannten  bei  Gelegen- 
heit der  Darstellung  der  Koeffizienten 
trig.  Reihen  durch  unendliche  Reihen 
920,  92';  —  in  der  Theorie  der  Inte- 
gralgleichungen 1.  Art  805. 

Gleitbewegung,  Planimeter  ohne  — 
128. 


gliedweise,  —  Differentiation  und  In- 
tegration von  Reihen  94,  144,  155, 
973,  974,  980,  981,  von  trigonometri- 
schen Reihen  1044. 

Goursatsche  lineare  Differentialglei- 
chung 785  (und  Heinesche  Transfor- 
mation). 

Graderniedrignng,  —  der  Allgemein- 
heit der  Lösungen  gewisser  part.  Diff.- 
Gl.  1208;  —  spezieller  gew.  Diff.-Gl. 
«'"  Ord.  257. 

graphisch,  —  gegebene  Abhängigkeit 
zur  Definition  einer  Funktion  10,  lo, 
959,  967;  —  gegebene  Funktion  5; 
Einführung  —  gegebener  Abhängig- 
keiten in  die  Lösungen  einer  gew. 
partiellen  Diff.-Gl.  5;  -e  Integrations- 
methoden 134;  -e  Methoden  zur  Aus- 
wertung der  Koeffizienten  trig.  Ent- 
wicklungen 688. 

Greensche  Funktion,  Theorie  der 
eindimensionalen  —  bei  Randwertauf- 
gaben bei  gew.  Diff.-Gl.  459;  —  eines 
Bereiches  in  der  Theorie  der  Randwert- 
aufgaben der  Potentialtheorie  488; 
Existenzbeweise  für  die  —  eines  Be- 
reiches 492,  495,  496,  500,  501,  502; 
Riemanns  Definition  der  —  für  eine 
beliebige  lineare  Diff.-Gl.  vom  ellip- 
tischen Typus  und  für  ein  beliebiges 
Gebiet  516;  desgl.  für  den  hyper- 
bolischen Typus  .ö  18;  —  bei  der  Wärme- 
leitungsgleichung 564;  —  bei  einer  hy- 
perbolisch-parabolischen part.  Diff.-Gl. 
/(*  'Ord  mit 2  Unabhängigen 507.  Siehe 
auch  Existenz. 

Greenscher  Integralsatz  in  der 
Ebene  113, 478, 513;  —  zur  Transforma- 
tion mehrfacher  Integrale  108;  —  bei 
der  Integration  totaler  Differentiale 
111;  spezieller  —  im  Räume  115;  ana- 
lytische Anwendungen  des  -es  auf 
die  Transformation  von  Dift'erential- 
ausdrücken  116;  kinematische  Deu- 
tung des  -es  in  der  Ebene  128;  modi- 
fizierter —  (Greensche  Formel)  in  der 
Potentialtheorie  479;  Verallgemeine- 
rung des  -es  der  Potentialtheorie  in 
der  Theorie  der  linearen  partiellen 
Diiferentialgleichungen  514;  —  zur 
Koeffizientenbestimmung  Lamescher 
mehrfacher  trigonometrischer  Reihen 
1069;  —  bei  der  Variation  von  Dop- 
pelintegralen  614;    — ,   auf  Lösungen 
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der  Diff.-Gl.  Au-{-  Irji  =  o  angewandt 
542. 
Green  sehe  Belegung  488;  -sches  Pro- 
blem 487. 
Grenzbedingungen,  —  für  Randwert- 
aufgaben bei  gewöhnlichen  Diiferen- 
tialgleichungen  438;  variable  Koeffi- 
zienten in  den  —  bei  part.  Diff.-Gl. 
1251. 
Grenze,  obere  und  untere  —  der  Va- 
riablen eines  Bereiches  9,  9;  obere 
und  untere  —  einer  Funktion  12,  81 
(hierbei  der  Definition  eines  Extrems); 
obere  und  untere  —  der  Funktions- 
werte einer  Funktion  von  n  Variablen 
49,  50;  Unbestimmtheits-  12,  14,  (siehe 
auch  unbestimmt'!;  spontane  -n  der 
lutegraloberflächen  ^^Charakteristiken 
512;  Bezeichnung  der  -n  des  bestimm- 
ten Integrals  s9. 
Grenzflächen,   mit  der  Zeit  variable 

—  bei  part.  Diff.-Gl.  1252. 
Grenzgleichung,  Fouriersches  Inte- 
gral, als  —  eines  Integrals  mit  Kon- 
vergenzfaktor aufgefaßt  1088;  Anwen- 
dung der  Poissonschen  Methode  zum 
Beweise  des  als  —  aufgefaßten  Fourier- 
schen  Integralsatzes  auf  einen  spe- 
ziellen Fall  1133. 
Grenzglieder  bei  der  ersten  Variation 

il  627. 
Greuzkurve  K  im  Extremalenfeld  630. 
Grenzprozesse  bei  der  Darstellung 
von  Funktionen  mit  unendlich  vielen 
Singularitäten  32. 
Grenzpunkt  einer  unendlichen  Menge 
bei  einer  Veränderlichen  9,  bei  meh- 
reren Veränderlichen  45. 
Grenzübergang,  Ableitung  der  Bes- 
selschen  Funktionen  2.  Art,  aus  denen 
1.  Art  durch  —  745;  Ableitung  der 
Besselschen  Funktionen  durch  —  aus 
den  Mehlerschen  Kegelfunktionen  746, 
durch  —  aus  den  Riemannschen  P- 
Funktionen  747;  —  von  Interpola- 
tionsformeln zur  Fourierschen  Reihe 
1)95,  ;id6,  959;  —  von  der  trigonometri- 
schen Reihe  zum  Fourierschen  Inte- 
gral 1085,  1086,  Anwendung  dieses 
Grenzüberganges  zur  Auswertung  be- 
stimmter Integrale  1108,  1124;  —  von 
einer  Differenzengleichung  zu  einer 
Differentialgleichung  954;  —  von  der 
Binoraial-    zur    ExponentiaLreihe    979; 


—  von  der  Vorstellung  diskreter  Mas- 
senteilchen zu  der  eines  kontinuier- 
lichen Körpers  v»ö  (beim  Wärmelei- 
tungsproblem), bei  den  Hauptschwin- 
gungen  eines  Massensystems  953. 

Grenzübergänge,  simultane  und  suk- 
zessive —  bei  Funktionen  mehrerer 
Variablen  49,  50;  Vertauschung  der 
Reihenfolge  zweier  —  102;  — ,  histo- 
risch dargestellt  971  ff. 

Grenzwert  (Limes),  —  einer  Funktion  in 
einem  Bereich  (a;) mit  der  Häufungstelle 
a,  rechtsseitiger  (rechter,  vorwärts  ge- 
bildeter) 13,  13;  linksseitiger  (linker 
rückwärts  gebildeter)  —  15;  vorderer 
(hinterer)  —  13;  —  von  n  Variablen 
49 ;  innere  —  bei  Punktionen  mehrerer 
Veränderlichen  51 ;  -e  bei  Funktionen 
zweier  Veränderl.  50;  Definition  von 
Funktionen  durch  -e  32;  -formen  50; 
Hauptsatz  für  das  Rechnen  mit  -en  15. 

(iröße,  Begriff  der  veränderlichen  —  3; 
kritische  -n,  welche  ein  Gebieterreichen 
kann  526;  algebraische  -n  765;  unend- 
lich kleine  -n  70. 

Größenordnung,  —  der  Koeffizienten 
trigonometrischer  Reihen  1040,  1042; 

—  des  Integrals  ff{x)  cos  Xxdx  in  be- 
zug  auf  l,  1064.' 

Gruudintegral  /  der  Variationsrech- 
nung 628. 

Grund  ton,  Existenz  des  -es  einer  Mem- 
bran 548 ;  —  einer  zusammengesetzten 
Schwingung  644. 

Gruppe,  in  der  Theorie  gew.  Dif- 
ferentialgleichungen. Bestim- 
mung aller  gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.,  die 
eine  gegebene  eingliedrige  —  zulassen 
239 ;  Ableitung  des  allgemeinsten  Fun- 
damentalsystems einer  gewöhnlichen 
Difl'.-Gl.  m'"'  Ord.  aus  einem  speziellen 
dm-ch  die  Gleichungen  der  allgemeinen 
homogenen  linearen  —  r  268;  —  G 
einer  Differentialfunktion,  die  rational 
aus  einem  speziellen  System  von  Pnn- 
dameutallösungen  obiger  Diff.-Gl., ihren 
Ableitungen  und  der  Variablen  .r  ge- 
bildet ist  (Untergruppe  von  F)  268; 
eine  einem  Lieschen  System  gew.  Diff.- 
Gl.  assoziierte  —  G  275,  endliche 
Gleichungen  derselben  277,  erste  Pa- 
rametergruppe dieser  —  G  277,  adjun- 
gierte  Gruppe  von  G  277;  allgemeine 
Lösung  eines  Systems  partieller  Diff.- 


Gruppe  —  harmouiscli 


1381 


Gl.  mit  Fundamentallösungen  aus 
einer  partikuliiren  durch  Transfor- 
mation einer  dem  System  assoziierten 
endlichen  oder  unendlichen  —  G  \ 
280;  Transformations  -n  beim  Äqui- j 
valenzproblem  282 ff. ;  Einführung  der, 
erweiterten  —  beim  Aqnivaleuzpro-  j 
blem  282;  -u  von  Punkt-  und  Beruh-  ! 
rungstranaformatiouen,  welche  Ter- j 
schiedene  Klassen  von  gew.  DifF.-61.  | 
invariant  lassen  284,  285,  286,  287; 
Transformations-  oder  Rationalitäts-  ; 
einer  gew.  linearen  DifF.-Gl.  290,  Re- 
duktion dieser  — ■  durch  vollständige  l 
Integration  einer  rationalen  Hilfsglri-  i 
chung  291;  Integrationsmöglichlieit  : 
einer  gew.  linearen  DifF.-Gl  durch  Qua-  i 
draturen,  wenn  ihre  Rationalitäts-  eine 
integrable  —  ist  291,  ebenso  Bedingung 
für  die  algebraische  Integrierbarkeit 
291;  einem  Lieschen  Systeme  gew. 
Diff.-Gl.  zugehörige,  einfach  transitive 

—  und  die  zu  ihr  reziproke  einfach 
transitive  —  292;  —  aller  Punkttrans- 
formatiouen  bei  der  Drachschen  ratio- 
nellen Theorie  der  Integration  allge- 
meiner Systeme  gew.  DifF.-Gl.  292; 
Rationalitäts-  eines  speziellen  Systems 
von  gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  293. 

Gruppe,     kontinuierliche     Trans- 
formationsgruppe.     Begriff   einer 

—  von  Operationen  402;  endliche  dis- 
krete -en  von  Bewegungen  402;  un- 
endliche  diskrete   —   403;   ;--gliedrige 

—  405 ;    —   der  Ordnung  )■   405 ;   De- 
finitionsgleichungen einer  endlichen  — 
4' "5;  System  von  Diff.-Gl.,  das  eine  »■- 
gliedrige  —  definiert  406,  408;  Erzeu-  i 
gung    einer    —    durch    infinitesimale 
Transformationen   409;   Zusammenset- ] 
zung  einer  —  411;   Unter-  und  inva- 
riante Unter-  einer  —  G  411;  Haupt- 
unter- oder  Derivierte  einer  —  G  412; 
gleich  zusammengesetzte  oder  holoe-  I 
drisch  isomorphe  -n  412;  zu  einer  —  1 
meriedrisch   isomorphe   —    412;    ähn- 
liche -n  413;  vertauschbare  -n  415;  mit 
einer  —  vertauschbare  Transformation  ' 
414;  reziproke   -n   416;    transitive   — 
416;  primitive  und  imprimitive  —  418; 
intransitive  —  418;  asystatische  — 418; 
Parameter-  422;  reziproke  Parameter- 
423;     transitive    -n    424;     erste    und 
zweite   Parameter-    423;    zu   einer  — 


adjungierte  —  424:  aristokratische  — 
424;  demokratische  —  424;  Übersicht 
über  die  überhaupt  möglichen  -n  425  ff. ; 
-n  linearer  Triinsformation  425;  primi- 
tive —  des  Raumes  426;  einfache  -n 
427;  zusammengesetzte  -n  427;  inte- 
grable —  von  der  Ordnung  r  427;  auf- 
lösbare endliche  —  427;  Kegelschnitts- 
427;  halb  einfache  —  428;  -n  von  ge- 
gebener Zusammensetzung  429;  Typen 
einfach  transitiver  -n  429,  intransitiver 
-n  432;  lineare  -n  4S3,  333.  Beson- 
dere Arten  von  endlichen  kon- 
tinuierlichen Gruppen  433,  434, 
402;  gemischte  -n  (komplexe  -n)  435; 
unendliche  kontinuierliche  -n  435. 

Gruppen,  —  distributiver  Operationen 
777,  799. 

Gruppenbegriff,  Verwertung  des  -s 
für  partieUe  Diff.-Gl.  3S7. 

H 

Häufungsstelle,  —  einer  unendlichen 
Menge  9,9;  Weierstraßscher  Satz  über 
die  —  eines  Bereiches  von  n  Variablen 
45. 

Hamilton,  -sches  kanonisches  System 
partieller  Diff-Gl.  249  343,  345,  355; 
-sehe  partielle  Diif.-Gl.  343,  355;  -sehe 
Funktion  des  dynamischen  Problems 
345;  —  Jacobische  Theorie  der  Dyna- 
mik 343,  in  der  Variationsrechnung 
(Anwendung  auf  das  Problem  S■J^  =  0, 
S  U„  =  0)  585,  586;  -sches  Prinzip  und 
Integral  vom  Standpunkt  der  Varia- 
tionsrechnung aus  (zweite  Variation 
des  Integrals)  624;  -scher  Konvergenz- 
beweis trigonometrischer  Reihen  1038; 
-scher  Beweisversuch  der  Fonrierschen 
Integralrelation  1092. 

harmonisch,  -e  Reihe  171;  -e  kanoni- 
sche Form  eines  Systems  partiellorDiff.- 
Gl  299;  in  der  Potentialtheorie: 
vollständige  -e  Funktion  eines  Gebie- 
tes 468;  zu  einer  -en  Funktion  kon- 
jugierte -e  Funktion  474 ;  -e  Funktionen 
(ausgezeichnete  Lösungen  der  Diff.- 
Gl.  Am  -f  h-  •  M  =  0)  542,  549;  -e  Glei- 
chung 560;  räumliche  -e  Kugelfunk- 
tion 700;  -e  Kugelflächenfunktion  700; 
zweiachsige  -e  Flächenfunktion  713; 
-e  Schwingung  952;  Gleichung  einer 
einfachen  -en  Schwingung  643;  -e  Ana- 
lyse 644;  -e  Analysatoren  133,  690;  -e 
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Analyse  der  Gezeiten  668,  672;  Super- 
position  einfacher  -er  Schwingungen 
952;  -e  trigonometrische  Reihen  (als 
Lösungen  partieller  Diff'.-Gl.  der  Phy- 
sik, nach  der  Methode  der  ausgezeich- 
neten Lösungen  erhalten)  1050;  mehr- 
fache -e  trig.  Reihen  1069. 
Haupt,  -fall  beim  allgemeinen  isoperi- 
metrischen Problem  634 ;  -glied  der 
Störungsfunktion  1078,  1079;  -index 
einer  zugeordneten  Kugelfunktion  724; 
-integral  einer  hyperbolischen  partiel- 
len linearen  Diff-GI.  2.  Ürd.  Bi8;  -in- 
tegrale der  Gleichung  Xf=0,  313, 
eines  vollständigen  Systems  linearer 
partieller  Diff.-Gl.  320;  Auffassung 
einer  partiellen  Diff.-Gl.  1.  Ord.  als 
-koinzidenz  eines  Raumkonnexes  35i ; 
-lösung  von  Diff.-Gl.  (P.  Klein)  1212, 
1213,  1214,  1224;  -Schwingungen  eines 
Massensystema  952;  Entwicklung  dos 
-teiles  der  Störungsfunktion  1071; 
-theorem  der  DifF.-Gl.  AM  +  fc*it  =  0, 
542;  -Untergruppen  412;  Cauchyscher 
-wert  eines  bestimmten  Integrals  138, 
139,  (bei  Auflösungsformeln  in  der 
Theorie  der  Integralgleichungen)  816, 
1003;  Differentiation  von  -werten  diver- 
genter bestimmter  Integrale  973  (siehe 
Cauchy);  Definition  des  -wertes  einer 
mehrdeutigen  Funktion  bei  Cauchy  ioo4, 
1017,  einer  Summe  von  Residuen  1008. 
hebbar,  -e  Diskontinuität  29,  29,  30, 
971;  -e  Unstetigkeiten  einer  punktiert 
unstetigen  Funktion  44. 
Heinesche  Summationsformel  125. 
Henricischer  Analysator  134. 
Herschel,  —  (Laplace)3ches Prinzip  der 

Mechanik  550. 
Hilfsmittel,  instrumenteile  —  zur  Auf- 
stellung  trigonometrischer   Interpola- 
tionsformeln 689. 
Hilfssystem,    -e,   auf  die   man   Diff.- 
Systeme    «*"    Ord.    zurückführt    234; 
Liesche  -e  277;  zu  einem  Dififerential- 
system  n'"  Ordnung  gehöriges  —  jjar- 
tieller  linearer  Differentialgleichungen 
%'"■  Ordnung  303;  -e  bei  der  Integra- 
tion von  Diflferentialsystemen  mit  be- 
kannten Transformationsgruppen  251. 
Hillsche  Funktion  dJ  872. 
holoedrisch  isomorphe  Gruppe  412. 
Holomorphiestern  204. 


homalographisch,  Problem  der  -en 
Projektion  902. 

homogen,  Einführung  -er  Koordinaten 
zur  Untersuchung  ganzer  transzenden- 
ter Funktionen  93,  bei  der  Aronhold- 
schen  Gestalt  algebraischer  Integrale 
93;  Gebrauch  -erKoor.  bei  gew.DifF.-Gl. 
1.  Ord.  244;  -e  gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord. 
237;  -es  System  gew.  linearer  Diff.-Gl. 
246,  272;  lineare  -e  partielle  DiflF.-Gl. 

1.  Ord.  312;  nichtlineare  -e  partielle 
DiflF.-Gl.  1.  Ord.  313;  -e  Funktions- 
gruppe in  der  Theorie  der  partiellen 
Diff.-Gl.  363;  -e  Berührungatransfor- 
mation  des  Raumes  ij„,  ^.,  (^,  Xj  .  . .  «„,) 
353;  Zerlegung  einer  ganzen  -en  Funk- 
tion in  Kugelfunktioneu  715. 

Hornsteinsehes  Verfahren  zur  Ermitt- 
lung versteckter  Periodizitäten  679. 

Hüllkurven  und  Hüllflächen  beim 
geometrischen  Beweis  des  Kleinschen 
Oszillationstheorems  451. 

Huyghens,  mathematische  Formulie- 
rung des  -sehen  Prinzips  1301  ff. 

hyperabelsche  Funktionen  800. 

hyperbolisch,    -e    partielle    Diff.-Gl. 

2.  Ord.  510,  511,  Normalform  derselben 
517,  560,  von  höherer  Ordnung  als  2'"'' 
567;  trig.  Entwicklung  -er  Funktionen 
904,  909. 

hyperbolisch  -  parabolische  part. 
Ditf.-GL  576. 

hyperfuchsische  Funktionen  von 
Picard,  Definition  der  —  durch  Funk- 
tionalgleichungen  800. 

hypergeometrisch,  Integration  der 
Gaußschen  -en  Diff.-Gl.  durch  Quadra- 
turen 784,  der  verallgemeinerten  durch 
bestimmte  Integrale  785 ;  -e  Reihen,  als 
trigonometrische  Entwicklungen  ele- 
mentarer Funktionen  918,  939;  Darstel- 
lung bestimmter  trig.  Integrale  durch 
Grenzfälle -er  Reihen  1 14  l;-e  Reihen  als 
Koeffizienten  trig.  Reihen  857 ;  lineare 
Transformation  -er  Funktionen  bei  der 
Umformung  einer  trig.  Reihe  in  die 
Summe  zweier  anderen  918;  -e  Funkt, 
als  Koeffizienten  in  trigonometrischen 
Entwicklungen  857,  876;  Transforma- 
tion der  -en  Funktionen  zur  Darstellung 
der  Koeffizienten  bei  der  trig.  Entwick- 
lung der  Potenzen  der  wahren  Distanz 
zweier  Punkte  877,  877,  878;  Darstel- 
lung  der  Koeffizienten   der  Entwick- 
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lung  der  Potenzen  der  wahren  Distanz 
zweier  Punkte  durch  -e  Integrale  881; 
l?-Funktion  als  einfachster  Fall  eines 
-en  Integrals  177;  Darstellung  der  Koef- 
fizienten trig,  Entwicklungen  in  der 
Form  -er  Integrale  926. 

Hyperlogarithmus  m. 

hypersphärische  Funktionen  "32. 


Jacobi,  -sehe  Determinante 
^ JDjXi  ...x„) 

108  (bei  der  Transf.  mehrf.  Integr.), 
203;  -sehe  Diff. -Gl.  erster  Ord. 
240,  244;  (Euler)-3cher  Multiplikator, 
Methode  des  -sehen  Multiplikators  zur 
Integration  eines  gew.  DifF.-Systems 
»»'"■■  Ordnung  234,  bei  der  Integration 
einer  gew.  Diff.-Gl.  l.Ord.  durch  Diffe- 
rentiation 243;  -sehe  Relation,  welcher 
ein  Multiplikator  ji  einer  Diff.-Gl.  1. 
Ord.  genügt  245;  Methode  der  -sehen 
Multiplikatorensysteme  zur  Integration 
von  DifFerentialsystemen  246;  -scher 
Multiplikator  eines  Systems  gew.  Diff.- 
Gl.  1.  Ord.  248;  -sches  System  linearer 
partieller  Diif.-Gl.  1.  Ord.  315,  354,  316, 
355;  -s  zweite  Methode  der  Integra- 
tion einer  partiellen  Ditf.-Gl.  354,  Lies 
Verallgemeinerung  derselben  356; -sehe 
Identität  beim  Pfaffschen  Problem  335; 
-sehe  Summationsformel  123;  -sehe  In- 
tegralformel 187;  -sehe  Identität  in  der 
Theorie  der  kontinuierlichen  Trans- 
formationsgruppen 410;  -sches  Krite- 
rium konjugierter  Punkte  in  der  Va- 
riationsrechnung 598,  629,  C34,  C35, 
Ergänzung  dazu  637;  -sches  Aktions- 
integral 624;  -sehe  Transformation  von 
8'J„  588;  Anwendung  der  -Hamil- 
tonschen  Methode  auf  das  Problem 
ö/j=0,  585,  (Jü'„  =  0,  58G;  -sches 
Lemma  588. 

identische  Operation  767. 

Identität,  Jaoobische  und  Mayersche 
—  beim  Pfaifschen  Problem  335. 

implizit,  Begr.  der  -en  Funkt,  bei  Euler 
4;  Sätze  über  -e  Funktionen  72,  74; 
Existenz  der  -en  Funktionen  2/,-(.t) 
des  Systems  E^{x,  y^  ■ . .  y„)  =  0,  203. 

imprimitive  Gruppen  418. 

indefinit,  homogene  quadratische  -e 
Form  86. 


independente  Darstellung  höherer  De- 
rivierter  87. 

Index,  —  einer  Invariante  einer  gew. 
linearen  Ditf.-Gl.  w'  ■■  Ord.  284;  Haupt- 
n  und  Neben-  v  der  Kugelfunktionen 
(^Jj!  724;  Rechnen  mit  Ableitungen  zu 
beliebigem  —  770;  Differentiation 
zu  allgemeinem  —  siehe  dort. 

indirekter  Funktionswert  25. 

Indizes,  Gesetz  der  —  im  Operations - 
kalkül  767. 

infinitesimale  Transformation; 
einem  System  totaler  Diff.-Gl.  adjun- 
gierte  Schar  -r  -en  318;  —  Äf,  welche 
ein  vollständiges  System  partieller 
Diff.-Gleichungen  gestattet  317;  —  Xf, 
welche  der  PfalFsche  DifiFerentialaus- 
druck  A  bzw.  die  Gleichung  A  =  0 
gestattet  318;  Beziehung  zwischen 
Pfaifschen  Ausdrücken  und  -n  -en  336: 
—  einer  Gruppe  409,  410;  ausgezeich- 
nete —  einer  Gruppe  424;  Erzeugung 
einer  Gruppe  durch  —  -en  409;  aus- 
gezeichnete und  invariante  -en  424. 

Inhalt,  —  eines  ebenen  oder  krummen 
Flächenstücks. 

integrabel  (integrierbar),  -e  Funk- 
tion 96;  -es  System  partieller  Diff.-Gl. 
297 ;  unbeschränkt  -es  System  partieller 
Diif.-Gl.  305,  totaler  Diff.-Gl.  318;  -e 
Transformationsgruppe  der  Ordnung 
r  427;  Typen  -er  gew.  Diff.-Gl.  w«»'' 
Ordn.  259. 

Integrabilität,  —  der  Differential- 
ausdrücke f{x,  y, »/', .  . .)  112,  578  (hier 
in  der  Var.-Kechng.);  -sbedingungen 
für  die  Diff.-Gleichungen  einer  kouti- 
nuierlichenTransformationsgru25pe410. 

Integral,  unbestimmtes  —  von  f{x) 
89;  bestimmtes  —  siehe  dort;  abge- 
grenztes —  90;  — ,  erstreckt  über  eine 
Kurve  vom  Geschlecht  0,  93;  Existenz 
des  -s  94;  mehrfaches  und  Doppel- 
siehe dort;  -zeichen  89,  90;  oberes  und 
unteres  — ,  — ■  par  exces  und  —  par 
defaut  9G,  Ausdehnung  dieser  Begriffe 
von  Jordan  auf  mehrf.  Int.  147;  Dirich- 
letsches  —  siehe  dort;  trigonome- 
trische -e  siehe  dort;  -e  rationaler 
Funktionen  90;  -e  transzendenter  Funk- 
tionen 92;  -e  algebraischer  Funktionen 
vom  Geschlecht  Null  92 ;  -e  irrationaler 
Funktionen  92;  außerordentliches  — 
(von  Cauchy)  1153,  iiiG,  973;   singu- 
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läres  —  siehe  dort;  —  eines  Systems 
von  gew.  Diff.-Gl.  1.  ürd.,  erstes 
196,  232,  allgemeines  —  192,  23-2;  — 
einer  gew.  Differentialgleichung  «'"' 
Ord.  233;  —  eines  Systems  gew.  Diffe- 
rentialgleichungen 312;  eindeutige  Be- 
stimmung der  -e  durch  die  Aul'angi- 
bedinguugen  203;  Methode  der  Auf- 
suchung erster  -n  205;  Existenz  von 
-en  eines  solchen  Systems,  welche  An- 
fangsbedingungen genügen,  für  die  die 
Koeffizienten  des  Systems  bestimmte 
Formen  annehmen,  siehe  unter  Exi- 
stenz; erstes  —  eines  speziellen  Sy- 
stems gew.  Diff.-61.,  das  bei  der  Inte- 
gration durch  Differentiation  der  Diff.- 
Gl.  f(x,y,ij')^0  gewonnen  wird  243, 
allgemeines  —  dieser  Diff.-Gl.  244;  -e 
bei  gewöhnlichen  singulären  Anfangs- 
bedingungen 206  ff. ,  bei  außergew. 
Anfangsbedingungen  223  ff. ;  singulare 
-e  eines  Systeme  gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord. 
207,  192;  -kurven  eines  simultanen 
Systems  gew.  Diff.-Gl.  313;  holomor- 
phes und  analytisch-reguläres  —  eines 
analytischen  Diff.- Systems  bei  Ver- 
wendung komplexer  Größen  190,  197; 
-kurven  der  DiS.-Gl.  y' ==  f{x,  y)  209; 
Theorie  der  singulären  -e  der  Diff.-Gl. 
y'=f{x,y)  209,  210,  245  (hier  syn- 
thetische Entwicklung);  -kurven,  sin- 
gulare -kurven,  Enveloppen  von  gew. 
Diff.  l.Ord.  209 ff.,  beliebiger  Ordnung 
214;  Integrale  bei  gewöhnlichen  sin- 
gulären Anfangsbedingungen  200  ff.; 
Verhalten  der  Integrale  linearer  Diff.- 
Gl.  2.  Ord.  im  reellen  Gebiet  272,  437  ff. ; 
Nullstelleu  der  -e  linearer  Diff.  Gl.  und 
Liouvilles  asymptotische  Darstellung 
dieser  Integrale  1063;  algebraische  -e 
gew.  Diff.-Gl.  240,  241;  —  eines  Sy- 
stems partieller  Diff.-Gl.  297;  all- 
gemeines —  eines  solchen  Systems  301, 
302;  allgemeines  und  vollständiges  — 
305;  partikuläres  —  302;  singuläres 
—  303;  einfach,  zweifach,  mehrfach 
Binguläres  —  303;  verschiedene  Defi- 
nitionen 307;  Zwischen-  304  (inter- 
mediäres); allgemeiues  intermediäres 
304;  vollständiges  —  305,  310;  Haupt- 
eines  vollständigen  Systems  linearer 
part.  Diff.-Gl.  320;  vollständiges  — 
eines  Involutionssystems  357 ;  singu- 
läres —  eines  Involutionssystems  359; 


Verallgemeinerung  des  -begriffs 
nach  Lie  307;  -fläche  309,  —  M„, 
-gebilde,  -mannigfaltigkeit,  -verein  309, 
— ,  vollständiges  —  310,  auch  bei  Sy- 
stemen part  Diff.-Gl.  mit  mehreren 
Unbekannten;  allgemeinste  -fläche  ei- 
nes Systems  linearer  partieller  Diff.- 
Gl.  w'"'  Ord.  316,  —  eines  Systems 
totaler  Diff.-Gl.  318;  allgemeines  — 
einer  linearen  homogenen  partiellen 
Diff.-Gl.  l.Ord.  318;  Haupt-  der  part. 
Diff.-Gl  AY=0,  312;  vollständiges  — 
vom  Range  k  einer  part.  Diff.-Gl.  m'°'' 
Ord.  305;  (w  —  r)'"'  —  einer  part.  Diff.- 
Gl.  m'"'  Ord.  304;  allgemeines  —  der 
nicht  homogenen  linearen  partiellen 
Diff.-Gl.  nach  Lagrange  313;  singu- 
läres —  einer  part.  Diff.-Gl.  1.  Ord. 
mit  einer  Unbekannten  348;  voll- 
ständiges —  dieser  Diff.-Gl.  351, 
bei  Einführung  homogener  Element- 
koordinaten 353,  354;  —  oder  -ilf,„ 
einer  part.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  (nach  Lie) 
349;  erste  -e,  allgemeines  —  einer 
partiellen  Diff.-Gl.  2.  Ord.  mit  2  Un- 
bekannten 369;  -il/„,  -Jf,,  einer  part. 
Diff.-Gl.  mit  einer  Unbekannten  und 
m  Unabhängigen  309,  bei  jiart.  Diff.- 
Gl.  1.  Ord.  349,  2  Ord.  36S;  willkür- 
liche Funktionen  im  allgemeinen  — 
einer  part.  Diff.-Gl.  »'"  Ord.  960;  -e 
spezieller  partieller  Diff.-Gleichungen 
und  der  partiellen  Diff.-Gl.  der  Physik 
vgl.  die  Seiten  1173 — 1305,  insbeson- 
dere die  unter  Differentialglei- 
chungen angegebenen  Nummern. 

Integraläquivalent,  —  eines  Systems 
linear  unabhängiger  totaler  Ditf.-GI. 
307;  allgemeinstes  —  einer  Pfaffsehen 
Gleichung  A  =  0  326;  singulare  -e 
einer    Pfaffschen   Gleichung    326,  327. 

Integralbegriff,  Leibnizscher  —  95; 
Cauchyscher  —  95,  64;   Darbouxscher 

—  96;  Riemannscher  ^  63,  96,  lOO, 
101  (bei  der  partiellen  Integration); 
Bernoullischer  —  lOO;  Ausdehnung  des 
Riemannschen  -s  auf  ein  Integral  der 
Gl.  y  =  f{x,  y)  198. 

Integraldarstellung,  elementare  -en 
89 ;  —  der  T-Funktion  157,  169,  160 ;  — 
der  Funktion  i/)(o)  164;  —  von  log  r{a) 
164;  —  der  Funktion  m{a)  167,  168: 

—  von  y  174;  —  einer  Funktionalopera- 
tion 780,  784;  —  der  Besselschen  Funk- 


Integralcosinus  —  Integration 


1385 


tion  1.  Art  lii,  2.  Art  745,  747 ;  C.  Neu- 
mannsche  —  einer  Funktion  mittels 
Zylinderfunktionen  756;  —  der  Koeffi- 
zienten trigonometri,?cLer  Reihen  922, 
927;  —  der  Koeffizienten  von  Entwick- 
lungen der  elliptischen  Bewegung  896; 

—  der  Koeffizienten  trigonom.  und  Po- 
tenzreihen 1009, 1010, 1024, 1027,  1305; 

—  von  Lösungen  jjartieller  DiiF.-Gl. 
1193  0".  bis  1305:  —  der  Wurzeln  von 
Gleichungen  1307. 

Integralcosiuus  1144. 

integrales  defiuies  generali.sees  m  (un- 
eigentliche Integrale). 

Integralformel,  —  von  Legendre- 
Stieltjes  186;  —  von  Jacobi  lö7;  — 
von  Kummer  187;  —  von  Poisson  1162, 
V'erallgemeinerung  von  Catalan  1171; 

—  vonNauson,  von Tschebyschetf  1171, 
von  Cauchy  1172,  von  Fourier  siehe 
dort. 

Integralgleichungen,  die  allgemei- 
nen —  eines  Systems  partieller  Difi'.- 
Gl.  302;  —  1.  Art  803,  803;  —  2  Art 
809;  —  2.  Art  mit  mehreren  Variableu 
817;  Auflösung  von  —  mit  trig.  Ent- 
wicklungen 1350. 

integrali  improprii  103. 

Integralinvarianten,  —  einer  zu 
einem  System  gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord. 
assoziierten  part.  Difi'.-Gl.  253;  Inte- 
gration eines  solchen  Systems,  von 
welchem  man  —  kennt  253;    fc- fache 

—  w'"  Ord.  eines  solchen  Systems 
253;  —  einer  Gruppe  422.  (Vgl  In- 
varianten.) 

lutegralkonoid  347. 

Integralkurven,  —  von  gew.  Diff.-Gl. 
1.  Ord.  209  ff. ;  —  eines  Systems  gew. 
Diff.-Gl.  1.  Ord.  227  ff.;  Familie  von 
oo"  ebenen  —  (allgemeines  Integral 
eines  gew.  Diff.-Systems  n'"  Ord.)  233; 

—  einer  linearen  homogenen  part. 
Diff.-Gl.  1.  Ord,  welche  ein  System 
gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  ersetzt  313  (vgl. 
Charakteristiken);  ^  als  geome- 
trisches Bild  eines  Fimdamentalsystems 
von  Lösungen  der  linearen  Gleichung 
P{y)  =  0,  271. 

Integrallogarithmus,  Darstellung 
des  —  174,  1145,  1146;  trig.  Integrale, 
die  mit  dem  —  zusammenhängen  1146; 
Tafeln  für.  den  —  174. 


Integralrechnung  88  ff.  Begründung 
der  —  in  den  Lehrbüchern  94,  94,  97. 

Integralrelationen  zwischen  Koeffi- 
zienten trig.  Entwicklungen  925,  926. 

lutegralsätze,  —  von  Cauchy  über 
bestimmte  Integrale  97  (siehe  Cauchy); 

—  der  Kugelfunktion  P"  7U6;  —  der 
zugeordneten  Kugelfunktionen  710,  der 
allgemeineren  Kugelfnnktionen  714. 
Vgl.  Integralformel. 

Integralsatz,  Cauchyscher  —  vgl. 
Caucby. 

Integraltheoreme,  —  bei  unharmo- 
nischen trig.  Reihen  1052,  1053,  1056, 
1058;  vgl.  Integralformel,  Inte- 
gralsätze. 

Integralsinus  1144,  —  in  Koeffizien- 
ten trig.  Entwicklungen  919. 

Integraltafeln,  s.  Tafeln. 

Integralzeichen  89,  05. 

Integra  phen  131. 

Integration,  unbestimmte  —  von  fiic) 
88;  —  rationaler  Funktionen  90;  • — 
transzendenter  Funktionen  92;  —  la- 
tioualer  Funktionen  von  goniometri- 
schen  und  Exponentialfunktionen  92; 
■ —  algebraischer  Funktionen  vom  Ge- 
schlecht Null  92;  —  von  /\x,  y),  falls 
zwischen  x  und  y  eine  aUgemeine 
Gleichung  2.  Grades  besteht  93;  an- 
genäherte —  durch  Reihenentwick- 
lung oder  Summation  94  (mechanische 

—  siehe  dort.);  —  durch  Reihenent- 
wicklung 155;  partielle  —  101;  suk- 
zessive —  eines  2-  oder  mehrfachen 
Integrals  103,  104;  —  „unter  dem 
Zeichen"  —  (eines  Integrals  nach 
einem  Parameter)  101,  144;  — zur  Ab- 
leitung bestimmter  Integrale  aus  an- 
deren 1118,  1138:  gliedweise  —  un- 
endlicher Reihen  144,  trig.  Reihen 
1044;  siehe  gliedweise;  —  totaler 
Differentiale  110;  —  rationaler  Brüche 
zwischen  den  Grenzen  —  cx)  u.  -|-  cc 
156;  -sbereich  bei  «-fächern  Integral 
104;  H- fache  —  einer  iutegrablen 
Funktion  über  einen  meßbaren  Be- 
reich 147. 

j  Integration  einer  gew.  Diff.-Gl., — 
I  durch  bestimmte  Integrale  232,  1193, 
1197;  algebraische  —  232;  —  einer 
gew.  Diff.-Gl.  1. Ord.;  —durch  Tren- 
nung der  Variablen  233,  236 ;  —  durch 
Quadraturen   233;   —   durch   die   Me- 
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tbode  des  integrierenden  Faktors  233, 
237;  —  durch  die  Liesche  Methode 
238;  algebraische  —  240;  —  der  (un- 
aufgelösten) Gleichung  durch  Differen- 
zieren 242;  —  der  Diff.-Gl.  F{x,y,y') 
=  0,  wo  i<'=  0  d.  Gl.  einer  rationalen 
Fläche  darstellt  243;  —  durch  Be- 
rflhrungstranBformationen243; — durch 
Ersetzen  durch  ein  System  der  Diff.- 
Gl.  1.  Ord.  244;  —  von  Diff.-Gl.  höh. 
Ord.  255  If;  —  nach  der  Methode  des 
Eulerschen  Multiplikators  255;  —  bei 
speziellen  Fällen  durch  Graderniedri- 
gung 257;  —  nach  der  Lieschen 
Theorie  258;  —  der  unaufgelösten 
Diff.-Gl.  höherer  Ord.  259;  —  von 
Typen  integrabler  Gleichungen  260; 
—  der  linearen  Diff.  Gl.  260;  —  mit 
konst.  Koeffizienten  nach  d'Alembert 
262;  —  mit  zweitem  Glied  2G3  (nach 
der  Methode  der  Variation  der  Kon- 
stanten) durch  Ordnungserniedrigung 
265;  —  durch  symbolische  Methoden 
bei  Gleichungen  mit  gegeb.  Funda- 
mentalsystem  266 ;  —  durch  Aufstellung 
von  Resolventen  267  und  Assoziierten 
269;  —  der  linearen  Diff.-Gl.  2.  Ord. 
271;  —  durch  Untersuchung  der  In- 
varianten 2S4fF. ;  —  durch  rationelle 
Integrationstheorien  288  ff. 

Integration  eines  Systems  gew. 
Diff.-Gl.,  klasdiscbe  -stheorien  233, 
234,  245;  —  von  Systemen  mit  bekann- 
ten Transformationsgruppen  234,  245, 
249;  • —  mit  bekannten  Differential- 
oder Integralinvarianten  253;  —  durch 
Einführung  neuer  Variabler  (Trans- 
formation der  Diff.-Systeme)  235;  — 
von  Lieschen  Systemen  275  ff. ;  —  durch 
Aufstellung  von  Aquivalenzproblemen 
und  Einführung  von  Differentialinva- 
rianten 282;  —  durch  rationelle  Inte- 
grationstheorie  bei  Lieschen  Systemen 
292,  235;  logische  —  235. 

Integration  eines  Systems  par- 
tieller Diff.-Gl.  297; —  logique  eines 
algebraischen  Systems  298;  —  eines 
vollständigen  Systems  nach  Jacobi 
319;  —  eines  j-gliedrigen  Involutions- 
systems 363;  —  eines  Involutions- 
systems bei  Verwendung  von  infinite- 
simalen Berührungs-  bzw.  Punkttrans- 
formationen,  welche  dasselbe  gestattet 
365,  366. 


Integration  der  nicht  linearen 
partiellen  Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit 
einer  Unbek.  nach  Lagrange  und  Pfaff 
337,  —  nach  Cauchy  339,  nach  Jacobis 
erster  Methode  340,  nach  Jacobis  zweiter 
Methode  354,  nach  Lagrange  346;  Inter- 
pretation der  —  bei  homogenen  Ele- 
mentkoordinaten 353;  —  nach  der 
Verallgemeinerung  der  Cauchyachen 
Methode  mit  Zuhilfenahme  der  Lie- 
schen Flächenelementbegriffe  349. 

Integration  einer  exakten  totalen 
D i  ff. -Gl.  durch  die  eines  Systems  gew. 
Ditf.-Gl.  321. 

Integration  der  part.  Diff.-Gl.  mit 
2  unabhängigen  Veränderlichen 
1173  bis  1254,  durch  Reihen,  die  nach 
den  sukzessiven  Ableitungen  willk. 
Funktionen  fortschreiten  1173,  durch 
Reihen  von  Elementarlöeungen  1177; 
—  part.  Diff -Gl.  durch  best.  In- 
tegrale: von  gew.  Reihenentwickl. 
aus  1192,  durch  Integ.  des  Produkts 
der  Elementarlös.  mit  einer  willkür- 
lichen Funktion  ihres  Parameters  uach 
diesem  1194,  in  Übertragung  der  bei 
gew.  Diff.-Gl.  angewandten  Methode 
1197,  —  vermöge  der  Darstellung  der 
numer.  Koeffiz.  ihrer  Reihenentw. 
durch  solche  Integrale  119S;  —  von 
der  Lösung  durch  eine  trig.  Reihe 
ausgehend  1205,  durch  trigonometri- 
sche Integrale  1219;  —  mittels  eiuf. 
Integrale  auf  dem  Wege  über  trigou. 
Integrale  1225;  —  part.  Diff.-Gl. 
mit  mehr  als  zwei  unabhängigen 
Veränderlichen  1254  bis  1305. 

Integrationsprobleme,  die  drei  — 
der  Bestimmung  aller  Gruppen  von  ge- 
gegebeuer  Variableu-  und  Parameter- 
zahl 425. 

Integrationsreihenfolge,  —  und 
Schreibweise  von  mehrfachen  Inte- 
gralen 1087;  Vertauschung  der  —  in 
einem  Doppelintegral  146  (Zulässig- 
keit);  Ableitung  bestimmter  Integrale 
durch  Vertauschung  der  —  in  einem 
Doppelintegral  1100,  1105,  1109,  1110, 
1114,  1119,  1120,  1128,  1139,  1154, 
1142,    1144,   1147,    1149. 

Integrationstheorien  bei  Systemen 
gew.  Diff.-Gl.;  formelle  —  234;  klas- 
sische —  234;  rationelle  —  235.  288. 
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Integratoren  128;  —  für  Flächen- 
und  Trägheitsmomente  131;  —  für 
linearen    Ditferentialgleicbungen    134. 

integrierbav  Tsiehe  integrabel). 

Integrierrolle,  des  Planimeters  128. 

Intensität  einer  einfach  harmonischeu 
Schwingung  043. 

intermediär,  -es  und  allgemeines  -es 
Integral  eines  Systems  partieller  Diff.- 
Gl.  304;  -es  Symbol  im  Operationa- 
kalkül  768. 

interpolateur  ä  cadran  68it. 

Interpolation  (trigonometrische) 642 ff. 
(Begründung  der)  —  für  äquidistante 
Argumente  durch  Bessel  648  f.;  —  für 
beliebige  Argumente  651 ;  —  für  sehr 
zahlreiche  652;  —  bei  ausgefallenen 
Beobachtungen  656,  654 ;  —  von  Funk- 
tionen zweier  Argumente  662;  „ —  in 
der  Mitte"  688;  —  der  Reihe  1,  2, 
6,  24,  120,  157 ;  parabolische  —  bei 
der  Berechnung  einzelner  Beobach- 
tungen aus  Mittelwerten  für  längere 
Zeitdauer  658. 

Interpolationsformel,  • —  von  La- 
grange 121;  Benutzung  der  trigono- 
metrischen -u  zum  Kunvergenzbeweis 
trig.  Reihen  995 ;  trigon.  -n  in  komplexer 
Gestaltest;  trigon.  -n,  in  denen  nur  un- 
gerade Vielfache  des  Arguments  er- 
scheinen 651;  Gebrauch  trig.  -n  bei 
Störungsrechnungen  8Si. 

Interpolationsfunktionen,  Ampere- 
sche  —  77. 

interpolatorisch ,  -e  Entwicklung^ 
Entwicklung  durch  mechanische  Qua- 
dratur 1080. 

Interpretation,  geometrische  —  einer 
linearen  homogenen  gew.  Diff.-Gl.  h*" 
Ord. ,  ihrer  Assoziierten  und  Adjun- 
gierten271;  geometrische  —  von  gew. 
Diff.-Gl.  1.  Ord.  beim  Gebrauch  homo- 
gener Koordinaten  244,  bei  der  Auf- 
fassung von  Fix,  y,  y')  =  0  als  Fläche 
245;  geom.  —  des  Eulerschen  Multi- 
plikators einer  gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord. 
239;  • —  der  Funktionaloperationen  in 
einem  Raum  von  n  Dimensionen  776; 
—  von  c\>  vielen  Dimensionen  777. 

interpolare  Operation  785. 

Intervall,  im  —  stetige,  im  lunern 
des  -es  stetige  Veränderliche  11;  Zer- 
legung des  Integrations  -s  zur  Aus- 
wertung bestimmter  Integrale  138,  154. 

Encyklop.  d.  math.  WiaaenacU     IT  1. 


intransitiv,  -e  Gruppe  418;  Bestim- 
mung aller  Typen  von  -en  Gruppen 
432. 

In  Variabilitätszüge,  stetige  Funk- 
tion mit  unendlich  vielen  -n  42. 

invariant,  bei  linearer  homogener  Sub- 
stitution formal  oder  numerisch  -e  ra- 
tionale Differentialfunktionen  290;  — 
verknüpfte  Systeme  partieller  Diff.-Gl. 
31.');  ^e  Verknüpfung  eines  Systems 
totaler  Diff.-Gl.  mit  seinem  adjungier- 
ten  System  318;  bei  einer  kontinuier- 
lichen Transformationsgruppe  -es  In- 
tegral der  Form  J'f{x,  y,  y)  dx  638;  in 
bezug  auf  die  Operation  S^  -e  Punk- 
tion a{x)  791. 

Invariante,  Liesche  Theorie  der  Diffe- 
rential-n  234, 283  ff. ;  -n  der  linearen  gew. 
Diff.-Gl.  n*"  Ord.  284,  verschiedener 
Klassen  gew.  Diff.-Gl.  285;  Charakte- 
ristische -e  der  Transformationsgruppe 
einer  gew.  linearen  Diff.-Gl.  290;  -n 
von  Differentialausdrücken  116,  284  ff.; 
absolute  und  relative  -n  bei  der 
Transformation  eines  Systems  gew. 
Diff.-Gl.  im  Äquivalenzproblem  283; 
-n  des  Pfaffschen  Ausdrucks  A  bei 
beliebiger  Transformation  327 ;  -n  der 
partiellen  Diff.-Gl.  1.  Ord.  gegenüber 
allen  Punkttransfoiinationen  des  Rau- 
mes i?„,+  i  353;  -n  to'"'  Ord.  einer  par- 
tiellen Diff.-Gl.  2.  Ord.  379;  Darboux- 
ache  -n  partieller  linearer  Diff.-Gl. 
2.  Ord.  384;  -n  eines  Systems  Pfaff- 
scher  Gleichungen  398;  -n  eines  gew. 
Inv. -Systems  gegenüber  allen  homo- 
genen Berührungstransformatiouen  ge- 
wisser Variablen  360;  -n  einer  kont. 
Transformationsgruppe  418;  -n  mehr- 
facher Punkte  gegenüber  einer  Gruppe 
418;  Differential-n  einer  Gruppe  421; 
Integral-n  einer  Gruppe  422;  -n  der 
Operation  A((p)  in  der  Theorie  der 
Integralgleichungen  813. 

in  variautives  Gleichungssystem  ge- 
genüber einer  Gruppe  418. 

Inverse  einer  Operation  781,  767;  In- 
versionsproblem eines  bestimmten  In- 
tegrals siehe  Umkehr ung. 

Involution,  in  —  stehende  Funktionen 
357. 

Involutionssystem,  — partieller  Diff.- 
Gl.  299,  310,  357;  spezielle  -e  360;  — 
zweier  partiellen  Diff.-Gl.  2.  Ord.  375: 
90 
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-e  partieller  Diff.-Gl.  w'"  Ord.  mit  1 
unabh.  Variablen  378;  -e  partieller 
Diff.-Gl.  w'"  Ord,  mit  1  Unbek.  und 
m  unabb.  Veränderlicben  390;  voll- 
etändiges  Integral  eines  -s  357,  sin- 
guläres  359. 

involutorisch,  -e  Funktionen  in  der 
Theorie  der  Involutionssysteme  357 ; 
-e  Beziehung  zweier  reziproker  Funk- 
tionen 1098. 

irreduzibel,  —  oszillierende  Funktion 
43;  in  einem  Bereich  -e  rationale  Diff.- 
Gl.  268. 

Irreduzibilitätsbegrlff,  Übertra-. 
gung  des  -s  der  Algebra  auf  alge- 
braische  Systeme   part.   Diff.-Gl.   29  8 

irreguläre  und  reguläre  gew.  lineare 
Diff.-Gl.,  Transformation  derselben  in- 
einander 782. 

isomorph,  holoedrisch  und  meriedrisch 
-e  Gruppen  412. 

isoperimetrisch,  -es  Problem  im 
eigentlichen  engeren  Sinn  581,  608, 
611;  -e  Aufgaben  im  weiteren  Sinn 
'580,  608,  632;  Steinersche  Behandlung 
-er  Aufgaben  611;  Sammlung  -er  Auf- 
gaben 621,  636;  -es  Integral  632;  -e 
Konstante  632 ;  „-es  Problem  auf  einer 
Fläche"  636;  -e  Probleme  mit  Doppel- 
integralen 637;  Anwendung  der  Ha- 
milton-Jacobischen  Theorie  auf  -e 
Probleme  345 ;  allgemeines  -es  Problem 
633. 

Iteration,  Problem  der  —  793;  Problem 
der  analytischen  —  796  (Beispiele). 

Iterationsrechnung  792  ff.;  Anwen- 
dung der  —  auf  die  Abelsche  Glei- 
chung 794,  —  auf  die  näherungsweise 
Berechnung  der  Wurzeln  einer  Glei- 
chung 793. 

Iterierte,  —  Integrale  rationaler  Funk- 
tionen und  trig.  Entwicklungen  868; 
n"  —  einer  Funktion  790;  —  Kerne 
814. 


kanonisch,  (Hamiltonsche)  -e  Systeme 
der  Dynamik  234,  343,  249;  -e  Ele- 
mente des  ungestörten  dynamischen 
Problems  345,  355;  -e  Substitution  in 
der  HamiJton-Jacobischen  Theorie  346; 
-e  Form  eines  Systems  partieller  Diff.- 
Gl.  299,  299;  -e  Form  eines  allgemeinen 
Systems    gew.    Diff.-Gl.    beim    Äqui- 


in  einen  —  125;   Ja- 


valenzproblem 283;  -e  Formen  von 
Funktionengruppen  362,  363;  -es  Para- 
metersystem 429,  430  (zur  Darstellung 
der  infinitesimalen  Transformationen 
der  Parametergruppe);  -e  Potential- 
funktion 468. 

Kapillaritä,t,  Untersuchung  von  Gauß 
über  —  616,  623. 

Kardinalfläche  475. 

Kegelfunktionen,  Mehlersche —  728; 
adjungierte  —  729;  Funktionen  des 
elliptischen  Kegels  742;  Entwicklung 
einer  Funktion  nach  —  730. 

Kegelplanimeter  129. 

Kepler,  -sehe  Gleichung  803,  894,  894, 
1345;  verallgemeinerte  —  895. 

Kern,  —  einer  Integralgleichung  1.  Art 
803,  2.  Art  872;  iterierter  —  814; 
geschlossener—  815;  zum  —  gehörige 
Eigenwerte  813;  definiter  —  815. 

Kette,  Problem  der  frei  herabhängen- 
den—  954;  Diff.-Gl.  der  Schwingungen 
einer  schweren  —  1200. 

Kettenbruch,  Entwicklung  des  Inte- 

grals/^^^ 

cobis  —  ähnliche  Algorithmen  zur 
Nutzbarmachung  astronomischer  Fra- 
gen 1073;  Gaiißsche  -darstellung  des 
Quotienten  zweier  hypergeometrischer 
Reihen  zur  Berechnung  der  Koeffizien- 
ten der  Entwicklung  der  Potenzen 
der  wahren  Distanz  zweier  Punkte  883. 

Kette nbrü che,  Zusammenhang  zwi- 
schen -n  und  Kugellunktionen  723,  und 
Zylinderfunktionen  750  (Entwicklung 
in  Kettenbräche). 

Kettenbrücke,  unharmonische  Reihen- 
entwicklungen in  der  Theorie  der 
Schwingungen  einer  —  1052. 

Kettenlinie,  —  bei  Extremumsauf- 
gaben 621. 

Klammerausdruck  (Operation),  Pois- 
sonscher  —  in  der  Theorie  der  Be- 
rührungstransformationen (als  Spezial- 
fall des  Pfaftschen  Problems)  [ip  f], 
(■P/).  (/")  243,  243,  333,  333;  —  bei  der 
Frobeniusschen  Methode  331,  332;  — 
in  der  Gruppentheorie  410,  4iO;  — 
(X,-  Zj.)  bei  vollständigen  Systemen 
partieller  Dift'.-Gl.  315;  Verallgemei- 
nerung des  -es  [Fj  F^]  für  2  Diff.-Gl. 
beliebiger  Ord.  356. 

Klasse,  —  der  analytischen  Funktionen 


Klassifikation  —  kombinatorische 
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einer  reellen  Variablen  innerhalb  der 
Klasse  der  unbeschränkt  differenzier- 
baren Funktionen  einer  reellen  Va- 
riablen 80;  -n  von  Systemen  gew. 
Diff.-Gl.,  welche  Integrationsmethoden 
zulassen  276;  -n  von  Diff.-Gl.  234,  siehe 
speziell;  -n  von  gew.  Diff.-Gl.  281; 
-en  von  gew.  Diff.-Gl.,  die  Gruppen  von 
Punkttransformationen  zulassen  258; 
spezielle  -n  von  Gleichungen  und 
Gleichungssystemen  260;  „erste" 
Amperesche  —  partieller  Diff.-Gl.  302; 
Liesche  -n  part.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  363; 

—  des  Pfaffschen  Ausdrucks  A  324; 
Darbouxsche  Systeme  y'"'  —  378;  die 
4  -n  Lamescher  Funktionen  734. 

Klassifikation,  (Liesche)  - — der  par- 
tiellen Diff.-Gl.  1.  Ord.  hinsichtlich 
ihrer  vollständigen  Integrale  352;  — 
der  partiellen  Diff.-Gl.  2.  Ord.  hin- 
sichtlich ihrer  Charakteristiken  1.  Ord. 
367,  508,  510,  der  part.  Diff.-Gl.  n'" 
Ord.  567,  569;  —  der  Systeme  part. 
Diff.-Gl.  bzw.  der  mit  ihnen  äquiva- 
lenten Systeme  Pfaffscher  Gleichungen 
bezüglich  des„Charakters"  der  letzteren 
399. 

klassisch,  -e  Integrationstheorien  bei 
gew.  Diff.-Gl.  234,  239;  -es  Verfahren 
zur  Integration  eines  Systemes  gew. 
Diff.-Gl.  245;  -e  Entwicklung  der  Stö- 
rungsfunktion 1071. 

Klein,  -sehe  Fläche  555;  -sches  Oszil- 
lationstheorem 451. 

Koeffizienten,  Sekanten- 183;  —  von 
Laplace      in      der     Astronomie     876; 

—  P"(cosy)  in  der  Theorie  der 
Kugel  funktionen  713;  Legendie- 
sche  —  702;  —  der  Gleichung  einer 
einfach  harmonischen  Schwingung 
643;  (Besselsche)  —  trig.  Interpo- 
lationsformeln 649;  —  bei  nicht 
äquidistanten  Beobachtungen  652;  — 
bei  zahlreichen  Beobachtungen  653, 
Berechnung  aus  möglichst  wenig  Be- 
obachtungen 659 ,  wahrscheinliche 
Fehler  649,  angenäherte  Werte  651, 
in  komplexer  Gestalt  651,  meteorolo- 
gische und  mathematische  Auffassung 
derselben  65i,  Schemata  zur  Berech- 
nung derselben  686  ff. ,  graphische  Me- 
thoden, Tabellen,  Schablonen  688;  — 
trigonometrischer  Reihen,  durch 
Grenzübergang      aus     Interpolations- 


formeln  erhalten  650,  als  unendliche 
Reihen  920;  —  der  Entw.  einer  be- 
liebigen ungeraden  Funktion  in  eine 
Sinusreihe  920;  Integralausdrücke  der 

—  6,  880,  885,  896,  899,  922  ff.,  927, 
929  (bei  Benutzung  komplexer  Größen); 
Integralrelationen  zwischen  —  925, 
926;  —  der  durch  Differentiation  aus 
einer  trig.  Reihe  erhaltenen  trig.  Reihe 
1045, 1046;  —  mehrfacher  trig.  Reihen 
1067,  1068  (hier  komplexe  Form),  par- 
tielle Integration  1040,  Größenordnung 
und  asymptotische  Darstellung  1040, 
1042;  Natur  der  —  und  Unstetigkeiten 
der  dargestellten  Funktion  1042;  — 
von  Reihen,  die  nach  den  trig.  Funk- 
tionen ungerader  Vielfacher  des  Argu- 
ments fortschreiten  942;  — ,  welche 
gewissen  Diff.-Gl.  genügen  921,  921, 
922,  871,  977,  898,  913;  —  der  trig. 
Entwicklung  von  /"(cos  f)  660;  — ,  wel- 
che als  reziproke  Werte  der  Produkte 
vonmehreren  ganzen  Zahlen  erscheinen 
914;  —  Da,  welche  allgemeinere  ratio- 
nale g.  F.  des  Index  sind  9 15  ff. ;  (Laplace 
sehe)  —  die  bei  der  Entwicklung  der 
wahren  Distanz  zweier  Punkte  nach 
den  Cosinus  der  Vielfachen  der  schein- 
baren Distanz  auftreten  875,  Darstel- 
lung durch  gewisse  elliptische  und 
hypergeometrische  Integrale  881,  882, 
883,  RekursioEsformeln  882,  Berech- 
nung derselben  884,  asymptotische 
Darstellungen  885;  —  der  Entwick- 
lungen aus  der  Theorie  der  elliptischen 
Bewegung  896  ff. ;  —  der  Entwicklung 
der  Störungsfunktion  1072,  1073;  — 
unharmonischer  trigonometrischer  Rei- 
hen 1056,  1059;  variable  —  in  den 
Grenzbedingungen  bei  part.  Diff.-Gl. 
1261.    Differential-,  siehe  dort. 

Koenigssche  Funktion  794;  —  Funk- 
tion B{x)  795. 

Körper  größter  Anziehung  485. 

KoUineationen,  —  als  distributive 
Operationen  in  einem  Räume  von  n 
Dimensionen  776,   ausgeartete   solche 

—  776;  in  einem  Räume  cc  vieler 
Dimensionen  778  (ausgeartete  —  I. 
und  n.  Art). 

Kombination,  lineare  integrable  — 
totaler  Differentialausdrücke  318. 

kombinatorische  Methoden  bei  der 
Lösung  von  Randwertaufgaben  in  der 
90* 
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Komplanation  —  Konvergenzbeweis 


Theorie  der  harmouischen  Funktionen 
499. 
Komplanation     eines     Zylindei'hufes 

1084. 

komplementär,  -e  Funktion  bei  der 
Diiferentiatiou  zu  allgemeinem  Index 
117;  -e  Besselscbe  Funktion  lii,  747. 

kompletieren  (distributive  Operation) 
786. 

Kommensurabilität,tbeoretiscbeund 
praktische  —  (bei  der  Superposition 
von  Schwingungen)  663. 

kommutativ,  -e  Eigenschaften  von 
Operationssymbolen  766;  -e  Multipli- 
kation von  Symbolen  767. 

Komplex,  Geraden-,  der  aus  allen 
zu  den  Erzeugenden  des  Kegela 
rt  —  s*^0  parallelen  Linien  besteht 
bei  der  Klassifikation  derpart.  Diff.-Gl. 
2.  Ord.  367. 

komplex,  -e  Form  des  Fourierschen 
Integrals  1088,  der  Koeffizienten  har- 
monischer trig.  Reihen  929,  mehrfach 
harmonischer  trig.  Reihen  1068;  Funk- 
tion einer  -en  Veränderlichen  7;  Be- 
griff des  Rechnens  mit  -en  Giößen 
bei  Cauchy  1019. 

Komponenten,  —  einer  periodischen 
Funktion  (Schwingung)  644;  —  von 
bestimmter  Periode  aus  einer  zu- 
sammengesetzten periodischen  Natur- 
erscheinung 667  S. 

Kondensation,  Methoden  zur  —  von 
Singularitäten  36 — 39 ;  Hankelsches 
-sprinzip  37. 

Kongruenz,  Differentialsystem  einer 
algebraischen  —  von  Raumkurven  215. 

konjugiert,  -e  Punkte  in  der  Varia- 
tionsrechnung bei  einfachen  Integralen 
598,  624,  bei  Doppelintegralen618;  Ja- 
cobisches Kriterium  der  -en  Punkte  598, 
629;  Bestimmung  -er  Punkte  bei  Ex- 
tremumsaufgaben 621;  -e  Punkte  und 
geodätische  Linien  622. 

Konnex,  Beziehungen  von  Clebsche 
Theorie  der-e  zur  gew  Diff -61.  1.  Ord. 
in  homogenen  Koordinaten  245; 
Clebschs  koordinaten  in  der  Theorie 
der  nichtlinearen  part.  Diff.-Gl.  1.  Ord. 
mit  einer  Unbekannten  351. 

Konoid,  Integral-  bei  nichtlinearen 
part.  Düf.-Gl.  mit  einer  Unbekannten 
347,  348. 


Konstante  der  Lösungen  eines  gew. 
Diff.-Systems  192. 

kontinuierlich,  —  verteilte  Massen 
466;  Schwingungen  ■ —  verteilter 
Massensysteme  953;  -e  und  dis-e  Funk- 
tionen 961,  961  (als  Lös.  part.  Ditf.-GL), 
962,  969  ff. ;  „ —  im  engsten  Sinn"  970; 
dis-  siehe  dort,  siehe  auch  stetig. 

Kontinunm,  n-dimensionales  — 45,  16, 
46,  47 ;  homogenes  n-dimensionales  — 
im  OT-dimensionalen  Raum  46;  Semi- 
46.    S.  auch  Bereich. 

konvergent,  absolut  oder  unbedingt, 
bedingt  -es  bestimmtes  Integral  139, 
142,  Beispiele  141;  bedingt  und  un- 
bedingt -e  Reihen  979;  Verwandlung 
schlecht  -er  trig.  Reihen  in  besser  -e 
945. 

Konvergenz,  —  von  x  gegen  ((  11; 
(un)gleichmäßige  — ,  rechts-  und  links- 
seitige gleichmäßige  —  von  lim  f^{x) 
in  der  Umgebung  von  x  =  a  33;  im 
Intervall  {x^ ,  x)  gleichmäßige  —  von 
lim/',j(,c)  34;  historische  Entwicklung 
des  Begriffs  der  gleichmäßigen  oder 
gleichförmigen  —   983;   gleichmäßige 

—  einer  Funktion  mehrerer  Variabein 
gegen  eineGrenzfunktiou52;  schichten- 
weis gleichmäßige  —  einer  Funktion 
von  3  Variabein  gegen  eine  Grenz- 
funktion 53;  -Stetigkeitspunkt,  -un- 
stetigkeitsj^unkt,    -grad    einer    Reihe 

^(p,.(a:)53;  —  unendlicherReihen: 
,, beliebig  langsame",  „unendlich  lang- 
same" —  35,  982,  1123;  unendlich  ver- 
zögerte — •  85;  • —  einer  komplexen 
Potenzreihe  bei  Cauchy  u.  a.  1014;  — 
in    gleichem   Grade  3.i;   gleichmäßige 

—  34,  52 ;  gleichförmige  —  35;  stetige  — 
35;  stetige  —  im  Intervalle  35;  einfach 
gleichmäßige,  streckenweis  gleich- 
mäßige—  36;  uniforme  — 36;  gleich- 
mäßige und  unbedingte  bzw.  bedingte 

—  34;  -bereich  einer  durch  Grenzwerte 
definierten  Funktion  32;  -grenze  für 
die  Potenzreiheneutwicklung  einer 
Funktion  1016;  —  einer  unharmoni- 
schen trig.  Reihe  verglichen  mit  der 
harmouischen  Entwicklung  derselben 
Funktion  1065;  —  im  alten  Sinne  des 
Wortes  833. 

Konvergenzbeweis,  —  der  Entwick- 
lung einer  Funktion  komplexen  Argu- 


Konvergenzbeweis  —  Kugeltuuktion 
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ments  in  eine  Potenzreibe  1001;  — 
der  Entwicklung  einer  Funktion  zweier 
Variabein  nach  Kugelfunktion  715 IF. 
Konvergenzbeweis  trig.  Reihen, 
unvollst.  —  9iil,  992,  99i,  995,  Def- 
lersscher  Ansatz  997,  Poissonscher  An- 
satz 997,  Gaußscher  Versuch  99'.i, 
Fourierscher  Ansatz  1036,  Bonnet 
scher  1001,  1043,  Cauchyscher  Ansatz 
ans  der  Residueutheorie  1032,  10.S4, 
Schlömilchscher  Ansatz  1035,  Hamilton 
scher  1038;  Dirichletscher  —  6,  1036; 
Schlömilchsche  Vereinfachung  des 
Dirichletschen  Beweises  1039;  Schlö- 
milchsche Darstellung  des  Hamilton- 
schen  Beweises  1039;  Poissons  — 
durch  partielle  Integration  1040; 
Dirksens  —  1040;  Lobatschefskys  — 
1041 ;    Navierscher  und  Diengerscher 

—  für  spezielle  Reihen  1041;   Stokes 

—  1042. 

Konvergenz  faktor  beimFourierschen 
Doppelintegral  1089,  ic89. 

Konvergenzintervall  der  Cauchy- 
Lipschitzschen  Methode  194,  der  Me- 
thode der  sukzessiven  Annäherung 
(bei  gew.  Diff.-Gl.)  200,  der  Methode 
des  ealcul  des   limites  201,  202,  204. 

Konvergenzkreis,  Verhalten  einer 
durch  eine  Potenzreihe  dargestellten 
Funktion  in  einem  Punkt  des  -es,  wo 
die  Funktion  einen  endlichen  Stetig- 
keitssprung aufweist  lOöO. 

Konvergenzkriterium,  absolutes  für 
bestimmte  Integiale  140. 

Konvergenzpriuzip,   allgemeines  13. 

Konvergenzsätze  über  Reihen  har- 
monischer Funktionen  501. 

Kon  vergenz  Verbesserung  einer  trig. 
Reihe  943, 

konvex,  -e  Kurvenbögen  22;  Volumina 
und  Oberflächen  -er  Körper  637. 

Koordinate,  Cartesische -n eines  Punk- 
tes 3;  -ngeometrie  3;  m''  —  im  Be- 
reich von  n  Veränderlichen  44;  Ein- 
teilung mehrdimensionaler  Gebilde 
durch  krummlinige  -n  108  (bei  der 
Transformation  mehrfacher  Integrale); 
-n  des  Flächenelements  «'"■  Ord.  308. 

K  0  r  k  i  n  sehe  Integrations-Methode  eines 
Involutionsystems  359. 

Korrektion,  „ —  des  Ausdrucks  der 
Zeit"  8S3;  —  des  wahren  ürteä  durch 
den   mittleren  803;    Abtrennung  eines 


-sglieds  bei  der  Entwicklung  der  Stö- 

Tungsfunktion  1078. 
korrespondierend,  -e Massensysteme, 

-e  Punkte   in  der  Theorie  der  Thom- 

sonschen  elektrischen  Bilder  486. 
Kotangente,  Partialbrnchzerlegung  der 

—  durch  eine  Funktionalgleichung  800. 
Kowale  wskysche    Systeme    partieller 

Diff.-6I.  298. 

Kräfte,  Problem  der  Zusammensetzung 
der  —  (Zurückfiihrung  auf  die  Auf- 
lösung einer  Funktionalgleichung)789. 

Kräftefunktion,  Hamiltonsche  —  466. 

Kraft,  -linie,  -röhre  476. 

Kreisbogen,  Theorie  der  -polygone 
und  das  Oszillationstheorem  bei  meh- 
reren  Parametern  450;   Auftreten  von 

—  ^  Säkulargliedern  bei  der  Methode 
der  sukzessiven  Approximationen  in 
der  Theorie  der  Mondbewegung  892. 

Kreis  funktionen,  Additionstheorem 
der  —  800. 

Kreiszylinder,  Funktionen  des -s  742. 

Kriterien,  —  für  absolute  Konvergenz 
bestimmter  Integrale  140,  142;  —  für 
die  Vertauschbarkeit  der  Reihenfolge 
in  einem  Doppelintegral  146. 

Kriterium,  Jacobisches  —  konjugierter 
Punkte   598,   629,  629;    Legendresches 

—  für  ein  schwaches  Extrem  629,  629, 
587;  Weierstraßsches  —  für  ein  star- 
kes Extrem  629,  608. 

kritisch,  -e  Periode  der  Mathematik 
60;  -e  Größen  eines  Gebietes  bei  Rand- 
wertaufgaben für  beliebig  vorgeschrie- 
bene Randwertverteilung  526;  -er 
Punkt  einer  Grenzkurve  im  Extre- 
malenfeld  630  (konjugierter  Brenn- 
punkt). 

Krümmung,  -slinien  auf  Integral- 
flächen als  Charakteristiken  nicht- 
linearer partieller  Diff.-Gl.  mit  1  Un- 
bekannten 318;  kürzeste  Raumkurven 
konstanter  erster  —  622;  Diif.-Gl.  aus 
der  Theorie  der  Flächen  konstanten 
negativen  -smaßes  533. 

Kugel,    Problem   der  Abkühlung  einer 

—  1051;  -roUplauimeter  131. 
Kugelfunktion,  allgemeine  —  »'"■ 

Ord.  (harmonischeKugelflächen- 
funktion)  Y„{&,(p),  Definitionen  699, 
481,  spherical  surface  harmonic  bei 
Maxwell  u.  Thomson  und  Tait  712  (s. 
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Kugelfunktionen  —  Lagrange 


Laplaoesche  Funktion).  Integral- 
Bätze  der  -en  714;  C.  Neumanns  Ent- 
wicklung nach  -en  auf  Grund  gegebener 
Beobachtuugen  718;  der  —  analoge 
Funktion  in  der  Theorie  der  Mehler- 
Bchen  Kegelfanktionen  729;  Differen- 
tialgleichung der  -en  700;  Darstellung 
durch  zugeordnete  -en  711;  geometri-  i 
sehe  Bedeutung  der  -en  713;  räum-  , 
liehe  harmonische  Kugelfunk- 
tion «'"■  Ord.  r"Y„{&,(a)  (solid  har- 
monic);  Definitionen  700,  481;  Ent- 
wicklung des  Potentials  nach  —  481 ;  j 
Entwicklung  einer  vorgegebenen  Funk- 
tion des  Ortea  auf  der  Kugel  nach  — 482, 
715;  die  einfache  Kugelfunktion 
P"{x)  einer  Veränderlichen  der 
Ordnung  w.  (Legendresche Polynome, 
Legendrescher  Koeffizient,  einfache 
Kugelfunktion,  zonale  harmonische 
Funktion,  zonal  harmonic,  einachsige 
harmonische  Funktion  700 ff.);  Defini- 
tionen 707,  als  Koeffizient  in  Reihent- 
wicklung 701,  als  Differentialquotient 

703,  704,   durch  bestimmte   Integrale 

704,  (Laplacesches  Integral,  Jacobi- 
sche Formel)  diu-ch  bestimmte  Integrale 
komplexer  Veränderlichen  705;  Diffe- 
rentialgleichung der  —  701 ;  Eeihen- 
darstellungen  der  —  702;  asymptoti- 
sche Darstellung  der  —  für  große 
Werte  von  n  705 ;  Integralsätze  der  — 
706;  Entwicklung  ganzer  Funktionen 
nach   —  706;  Rekursionsformeln    der 

—  707;  Tafeln  der  —  708;  Additiona- 
theorem  der  —  713;  Konvergenz- 
bedingungen   der    Entwicklung   nach 

—  807;  —  mit  zusammengesetztem 
Argument  P"  (cos  y)  713;  (Laplace- 
scher  Koeffizient,  zweiachsige  harmoni- 
sche FUichenfunktion);  Entwicklung  in 
eine  endliche  Summe  von  Lameschen 
Produkten736;  zugeordnete  Kugel - 
funktion  P"{x)  nach  Heine;  abge- 
leitete —  nach  F.  Neumann,  De- 
finitionen nach  Heine,  durch  Inte- 
graldarstellung, Differentialquotient, 
Differentialgleichung  709;  Definition 
der  —  nach  F.  Neumann  P"{x)  711; 
Integralsätze  der  —  710;  —  als  Grenz- 
talle  der  Lameschen  Funktionen  735; 
tesserale  harmonische  Funktio- 
nen P"(f)  cos  (]■  03),  P,"(Ö  sin  {v  CO)  {v  =|=  »j) 
712;    sektorielle   harmon,   Funk- 


tionen (r  =  w)  712;  zonale  harmo- 
nische Funktionen  (v  =  0)  712. 

Kugelfunktionen  2.  Art  §,j,  Defini- 
tionen 719;  F.  Neumannsches  Integral 
für  die  —  720;  Rekursionsformeln 
für  die  —  721;  Entwicklung  der  — 
nach  steigenden  Potenzen  722;  In- 
tegraldarstellnngen  der  —  722;  Ad- 
ditionstheoreme 724;  zugeordnete  — 
2.  Art  Qlix)  723;  zugeordnete  — 
S„y{x),  T^y{x),  deren  Nebeuindex  v 
den  Hauptindex  n  überschreitet  725; 
■ — ,  deren  Index  eine  beliebige  Zahl  ist 
P"(:i;),ÖV)'?25;  -  höherer  Ordnung731; 
Erweiterungen  der  —  C,','  730;  —  mit 
komplexen  Indizes  728;  Ultra-  732;  — 
und  Lamesche  Funktionen  733;  —  und 
Kettenbrüohe  723;  —  und  Zylinder- 
funktiouen  746. 

Kummer,  -sehe  Reihe  für  log  r'(a)  164; 
-sehe  Integralformel  187;  -sehe  Funk- 
tionen D()-,a;),-E(r,a;)  872,872,  D^{r,x), 
E,{r,x)mi. 

Kurve,  gewöhnl.  —  und  stetige  Funk- 
tion 22;  gewöhnliche  —  22;  geome- 
trisch anschauliche  —  22;  analytisch 
definierte,  stetige  und  einfache  ge- 
schlossene —  47,  47;  stetige  —  im  Be- 
reich von  Ji-Veränderlichen  49;  kon- 
vexer -nbogen  22;  „Länge"  eines  -nbo- 
gens  106;  -nintegral  113,  1002,  1018; 
-integral  erstreckt  über  eine  —  vom 
Geschlecht  0,  93;  Integralkurve,  Cha- 
rakteristik, siehe  dort;  — ,  deren  Um- 
fang bei  gegebenen  Flächeninhalt  mi- 
nimal ist  611,  636  (-n  kürzesten  Um- 
rings,  -n  konstanter  geodätischer  Krüm- 
mung); algebraische  -n,  deren  Bogen- 
länge sich  durch  Integrale  gewisser 
vorgegebener  Formen  ausdrücken 
läßt  848;  — ,  auf  welcher  ein  mit 
Reibung  fallender  Punkt  die  größte 
Geschwindigkeit  erreicht  580. 


Lagrange,  -Weierstraßsche  Funktion 
7;  -scher  Rest  der  Taylorschen  Ent- 
wicklung einer  Funktion  einer  Ver- 
änderlichen 76,  mehrerer  77,  78;  -sehe 
Reihe  (Restbestimmung  derselben)  78; 
-sehe  Methode  der  Multiplikatoren  bei 
bedingten  Extremen  85;  -sehe  Interpo- 
lationsformel 121;  -sehe  Adjungierte 
einer  linearen  gew.  Diff.-Gl.  266,  270, 


Länsre  —  Lie 
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272,  (eines  Diff.-Ausdrucks)  778,  782; 
-sehe  Integrationsmethode  part.  Diff.- 
61.  337,  als  Spezialfall  der  Jacobi- 
schen 2.  Methode  356;  die  -sehe  Diif.- 
Gl.  in  der  Variationsrechnung  627,  638, 
588;  -sches  System  von  Ditf.-61.  in 
der  Variat.-Rechnung  683,  Methode 
zur  Aufstellung  desselben  C35;  -sehe 
Methode  zur  Aufsuchung  versteckter 
Periodizitäten  ü75;  -Eulersche  Multi- 
plikatiorenmethode  in  der  Variations- 
rechnung 579,  632;  -sehe  Reihe  1307. 

Länge  eines  Kurvenbogens  106. 

Lamösche  Differentialgleichung, 

—  in  der  Theorie  der  Randwertaufgaben 
441,  451,  741;  —  734,  739  (für  Lame- 
eche  Funktionen  mit  1  Parameter). 

Lamesche  Form  742. 

Lamösche  Funktionen,  Definition 
der  —  mit  einem  Parameter  734,  mit 
zwei  Parametern  (ellipsoidal  harmonic) 
733;  allgemeinste  —  n'*"  Grades  mit 
2  Parametern  735;  die  4  Klassen  von 

—  1.  Art  734;  —  2.  Art  738;  — 
höherer  Ordnung  739;  —  1.  Art  jj'"' 
Ordnung  und  n'""  Grades  739  (—  mit 
einer  beliebigen  Zahl  von  Veränder- 
lichen 739);  speziellen  — ^'"'' Ordnung 
740;  Erweiterung  des  Begriffs  der  — 
740;  —  mit  mehr  als  3  singulären 
Punkten  im  Bndlichen  741;  Differen- 
tialgleichung der  —  höherer  Ordnung 
739;  Di£F.-Gl.  der  —  mit  mehr  als  3 
singulären  Punkten  im  Endlichen  741; 
Grenzfälle  der  —  mit  einem  Para- 
meter 735  (Kugelfunktionen);  —  mit 
komplexem  Index  (Funktionen  des 
elliptischen  Kegels)  742;  Verteilung 
der  Wurzeln  der  —  452. 

Lamesche  Produkte,  —  734,  736; 
Entwicklungen  nach  -n  -n  736,  737. 

Lamesche  Polynome  465, 

Lamontsches  Tagesmittel  666. 

langsam,  beliebig  und  unendlich  -e 
Konvergenz  35,  982,  iiss. 

La  place,  -sehe  Differentialgleichung 
A(p  =  0  468,  699,  Analogon  zu  der- 
selben Am  -}-  t*M  =  0  540;  -scher  Ko- 
effizient P''(cosy)  713;  Koeffizienten! 
von  —  in  der  Astronomie  876;  -sehe 
Funktion  y„(ö',  m)  700,  711;  -sehe' 
Transformation  781,  817;  -sehe  irre- 
guläre Diff.-Gl.  (gew.  lineare  DiflF.-Gl. 
belieb.  Ord.  mit  Koeff.  1.  Grades  in  x) 


782;  -scher  transformierter  und  La- 
grangescher  adjungierter  Diiferential- 
ausdruck  782;  -sehe  Integrationsme- 
thode der  linearen  partiellen  Diff.-Gl. 
2,  Ord.  (Caacadenmethode)  384 ;  -sches 
Integral  in  der  Theorie  der  Legendre- 
Bchen  Polynome  704;  -sches  Verfahren 
zur  Auswertung  gewisser  trig.  Integrale 
1110,  1112;  -scher  Satz  für  die  er- 
zwungenen Schwingungen  eines  Sy- 
stems 663,  550;  -sehe  Form  der  Lö- 
sung der  Wärmeleitungsgleichung 
1198;  Lösungen  der  -sehen  Gleichung 
siehebeiDifferentialgleichungen. 

Laurentsche  Reihe,  Cauchyache  Ab- 
leitung der  — 1013 ;  Weierstraßache  Ab- 
leitung der  —  1029;  —  zum  Beweis  dea 
Satzes,  daß  jede  analytische  periodi- 
sche Funktion  durch  eine  zusammen- 
gesetzte Seh  wingung  dargestellt  werden 
kann  644. 

Lagendres,  -che  Polynome  (Koef- 
fizienten) 702  (siehe  Kugelfunk- 
t  i  o  n  e  n) ;  -sehe  Polynome  bei  der 
Entwicklung  der  Störungsfunktion 
nach  den  Verhältnissen  der  beiden 
Radienvektoren  1075;  -sehe  Formeln 
für  lgr(a  +  l)  162;  Integralformel 
von  —  186;  -sches  Kriterium  in  der 
Variationsrechnung  für  starke  und 
schwache  Extreme  587,  029,  632,  635 
(hier  beim  allgemeinen  isoperimetri- 
schen Problem);  -sehe  Transformation 
1204,  von  ö»./„  587. 

Leibniz,  -sehe  Bedeutung  der  Bezeichn. 
„Funktion"  3;  -sehe  Funktionsbezeich- 
nungen 4;  -scher  Algorithmus  der  Dif- 
ferential-Rechnung 58;  -sehe  Formeln 
für  die  Differentiation  elementarer 
Funktionen  63 ;  -sehe  Summation  zur 
Auswertung  des  bestimmten  Integrals 
94;  -scher  Integralbegriff  95;  -scher 
Algorithmus  für  die  partielle  Integra- 
tion 101,  bei  der  Differentiation  eines 
Integrals  nach  einem  Parameter  102. 

Leverriers  Verfahren  zur  Aufstellung 
einer  trig.  Interpolationsformel  654. 

Lichtschwiugung,  Diff.-Gl.  für  eine 
nur  von  einer  räumlichen  Koordinate 
abhängigen  —  560. 

Lie,  -s  Theorie  der  Integrat.  von  gew. 
Diff.-Gl., die  bekannte  Transformations- 
gruppen zulassen  234,  238;  -sehe  Sv- 
steme  gew.  Diff.-Gl.  275,  234;  Verall- 
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gemeinerung  der  -sehen  Systeme  278; 
Integrationstheorie  der  -sehen  Systeme 
277;  Theorie  der  -sehen  Systeme  als 
spezieller  Fall  eines  allgemeinen  Pro- 
blems 280;  -s  allgemeines  Integrations- 
problem der  Gleichungen  X/'=  0  280. 
ligne,  —  d'arret,  —  terminale  (Cauchy- 
ache  Bezeichnung)  1021, 1021 ;  -s  dethal- 

weg  813. 

Limes,  unterer  und  oberer  —  der  Va- 
riablen X  eines  Bereiches  (a;)  9;  — 
von  f{x)  für  a;  =  a  14;  —  einer  Funk- 
tion von  n  Variablen  50;  unterer  und 
oberer  —  des  rechtsseitigen  DiiFerenzen- 
quotienten von /'(a;)  64 ;(s.  Grenzwert). 

limitäre  Funktion  f{x)  19  (bei  einer 
überall  dichten  Menge  x). 

Limitale  (Äbbildungskurve)  51. 

limitateurs  971. 

Limitation  (Einschränkung)  der  abso- 
luten Betrüge  der  Ableitungen  einer 
Funktion  in  Cauchys  calcul  des  li- 
mdtes  201. 

Limites,  Cauchys  calcul  des  —  s.  Cal- 
cul. 

linear,  -e  Menge  von  Unstetigkeits- 
stellen  40;  -e  unstetige  Funktion  40; 
-e  Gruppe  .133;  allgemeine  -e,  homo- 
gene -e  Gruppe  433;  spezielle  -e,  spe- 
zielle -e  homogene  Gruppe  434;  bei 
gew.Diff.-Gl.:-egew.Diff.-G1.1.0rd. 
237 ;  -e  gew.  (homogene)Ditf  .-Gl.  w"''Ord. 
260,  262,  284;  -e  gew.  Difl.-GL  2.  Ord. 
271;  -e  Systeme  gew.  Diif.-Gl.  272; 
bei  partiellenDiff.-Gl.:  ein  luden 
ersten  Ableitungen  -es  System  partieller 
Diff.-Gl.  306;  -e  (homogene)  partielle 
Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit  1  Unbekannten  312; 
nicht-e  partielle  Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit 
einer  Unbekannten  337. 

Linearoperation  780. 

Linien,  charakteristische  —  bei  par- 
tiellen Diff.-Gl.  569;  Funktionen  von 
—  787;  singulare  —  der  Lösungen 
von  elliptischen  Randwertaufgaben 
536;  s.  Kurven;  s.  geodätische  — ; 
kürzeste  —von  begrenzter  Steilheit  637 
(auf  einer  vorgelegten  Fläche). 
Liouville,  -sehes  Integral  für  D^Y(.t) 
117,118;  -sehe  Ausdehnung  des  Sturm- 
schen  Oszillationetheorems  auf  lineare 
Diff.-Gl.  höherer  Ordnung  449,  450; 
-sehe  Gleichung  Au  =  e''  641;  -scher 
Satz   für  das  Quadrat  des   beim   Ab- 


brechen einer  Fourierschen  Reihe  übrig- 
bleibenden Fehlers  1044; Poisson- 

sche  Sätze  für  die  Realität  der  Wur- 
zeln von  determinierenden  Gleichungen 
1063 ;  — Sturmsehe  Sätze  über  Entwick- 
lungen nach  Eigenfunktionen  1064; 
-sehe  asymptotische  Darstellung  der 
Integi-ale  linearer  Diff.-Gl.  zur  Be- 
stimmung der  Lage  der  Wurzeln  deter- 
minierender Gleichungen  1063;  -s  Ver- 
fahren zur  Bestimmung  besonderer 
Glieder  in  der  Entwicklung  einer  Funk- 
tion von  2  Variablen  nach  den  trig. 
Funktionen  der  Vielfachen  von  linearen 
Verbindungen  der  Argumente  1070, 
1074. 

Lipschitz,  -sehe  Bedingung  für  die 
Existenz  eines  Integrals  eines  Systems 
gew.  Difl'.-Gl.,  das  zu  bestimmten  An- 
fangsbedingungen gehört  194,  Fall 
stetiger  Differentialquotienten,  die  die- 
ser Bedingung  nicht  genügen  197  (s. 
Cauchy — ). 

Lösung,  —  eines  gew.  Diff.-Systems 
n'"'  Ord.  191,  192;  —  eines  Systems 
gew.  Diff.-Gl.  l.Ord.  bei  gewöhnlichen 
und  außergewöhnlichen  singulären  An- 
fangsbedingungen 206  ff.,  223 ff.;  ge- 
meinschaftliche —  zweier  linearer  gew. 
Diff.-Gl.  «""■  Ord.  266;  —  eines  Systems 
partieller  Diff.-Gl.  297;  Existenz  aus- 
gezeichneter-en  der  \)iS.-Q\.Au-\-k^u 
^0,  s.  ausgezeichnet;  analytischer 
Charakter  der  -en  elliptischer  u.  hyper- 
bolischer Diff.-Gl.  533,  8.  analytisch; 
allgemeine  und  partikuläre  -en  von 
Funktional gleiehungen  789;  Elemen- 
tar-, siehe  dort. 

logische  Integration  235. 

logarithmisch,  Cauchysche  -e  Me- 
thode bei  der  Entwicklung  der  Stö- 
rungsfunktion 1074. 

logarithmische  Reihe.  Transzen- 
dente, durch  wiederholte  Integration 
der  —  erhalten  869. 

Logologarithmus  174. 

Lommelsche  Reihe  nach  Besselsehen 
Funktionen  755. 

M 

Maclaurin,  -scher  Satz  über  Poten- 
tiale konfükaler  Ellipsoide  483;  -sehes 
Theorem  über  die  Reduktion  von  Dop- 
pelintegralen der  Potentialtheorie  auf 


magnetische  Molekel  —  Mittelwert 
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einfache  elliptische  483;  Euler -sehe 
Summenformel  167,  769,  1324. 

magnetische  Molekel.  Darstellung 
der  Wirkung  einer  —  durch  ein  ab- 
geleitetes Potential  470. 

magnetisieren de  Wirkung,  Berech- 
nung der  —  eines  elektrischen  Kreis- 
stroms  auf  ein  magnetisierbares  Teil- 
chen 885. 

Maß,  —  der  Stetigkeit  einer  Funktion 
f{x)  in  einem  Punkt  x  =  a  20 ;  —  des 
Sprunges  29. 

Maßbestimmung  in  der  Ebene,  für 
welche  die  Geraden  die  kürzesten  Li- 
nien sind   637. 

majorante,  fonction  —  201. 

Malmsten,  -sehe  Gleichung  für  lg F(a) 
164;  -sehe  Funktionen  ^J^,,  und  B'^^^ 
185  (Funktionen  von  J.  Bernoulli). 

Mannigfaltigkeit,  «-fach  ausge- 
dehnte —  44. 

M  a  n  t  e  1  fl  ä  c  h  e , Winkel  zwischen  „Stirn- 
fläche" und  —  einer  Rotationsfläche 
kleinsten  Widerstandes  636. 

Markoffsche  Summationsformel  127. 

Mascheronische  Konstante  171;  s. 
Eulersche  Konstante. 

Masse,  Cauchysche  Definition  der  — 
107;  -nelemeut  fZw  466;  Hauptachwin- 
gungen  eines  -nsystems  952. 

Matrix,  charakteristische  —  eines  Sy- 
stems partieller  Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit 
mehreren  Unbekannten  382,  bei  n  un- 
bekannten 395. 

Maximum,  reales  —  bzw.  Minimum 
der  Variablen  x  eines  Bereiches  {x)  9 ; 
—  bzw.  Minimum  einer  stetigen  Funk- 
tion in  einem  Intervalle  19;  unend- 
lich viele  Maxima  und  Minima  einer 
Funktion  in  einem  Intervall  22,  23, 
29;  absolutes  —  einer  Funktion  in 
einem  gewissen  Gebiet,  relatives  usw. 
s.  Extrem;  —  bzw.  Minimum  eines 
Doppelintegrals  815;  —  Maximorum 
einer  Funktion  1345. 

Mayer,  -sches  System  part.  Diff-Gl. 
301,  399;  Lie-sche  Transformation  321. 

mechanisch,  -e  Ermittlung  von  At- 
traktionskräften 131;  -e  Quadratur,  s. 
Quadratur;  Integrale  -er  Größen  lOG. 

Mehler,  -sehe  Kegelfunktionen,  s.  Ke- 
gelfunktionen; Grenzübergang  von 
den  -sehen  Kegelfunkt,  zu  Besselschen 


Funktionen   746;    -sehe    Summations- 
formel 125. 

mehrfach,  -es  Integral  103;  sukzes- 
!  sive  Integration  des  -en  Integrals  105; 
Untersuchung  -er  Integrale  für  sich 
147;  Transformation  der  -en  Integrale 
107;  Schreibart  -er  bestimmter  Inte- 
grale 10S6;  Verwandlung  -er  Integrale 
bzw.  ihrer  Vielfachheit  ineinander 
614;  -e  trig.  Reihen  1067;  besondere 
Klassen  von  -en  trig.  Reihen  1069;  -e 
Integrale,  deren  Auswertung  mit  Hilfe 
von  T- Funktionen  gelingt  179;  -e 
Gaußsche  Summen  188. 

Membran,  Problem  der  schwingenden 
—  543,  545,  548,  550. 

Menge,  ausgedehnte  (lineare)  und  un- 
ausgedehnte (diskrete)  —  von  Unste- 
tigkeitsstellen  einer  Funktion  f{x)  in 
einem  endlichen  Intervall  40. 

meriedrisch    isomorph,    zueinander 

-e  Gruppen  412. 
;  Methode,  Integrations-  von  Diff.-Gl. 
I  und  Systemen  von  Diff.-Gl.  s.  Inte- 
gration; —  für  den  Existenzbeweis 
solcher  Integrale,  s.  Existenz;  — 
mixte  1080;  —  zur  Auswertung  trig. 
Integrale  1098  ff. 

Michelson,    harmonischer    Analysator 
I      von  —  und  Stratton  134. 

Minimal,  -fläche.  Wann  liefert  eine 
-fläche  ein  Minimum  der  Fläche?  619: 
-kurven  in  der  Variationsrechnung  (s. 
Extremalen)600;Inhalteines  -stücks 
622;  Schwarzsehe  Untersuchung  über 
-flächen  546. 

Minimum  s.  Maximum. 

Mittag-Lefflersche  analytische  Funk- 
tionaltransformation 783. 
i  Mittel,  C.  Neumanns  Methode  dos 
1  arithmetischen  -s  497;  -punkts- 
gleichung  894,  805;  Koeffizienten  der 
-punktsgleichung  896,  900,  asympto- 
tische Darstellung  derselben  901; 
Webers  Analogen  zum  Gaußschen 
Satz  des  arithmetischen  -s  bei  der 
Diff.-Gl.  A)(  4-  k^u  =  0,  541;  Gauß- 
sches  arithmetisch  -  geometrisches  — 
bei  der  Berechnung  der  Koeffizienten 
der  Entwicklung  der  Potenzen  der 
wahren  Distanz  zweier  Punkte  884. 
Tages-,  3.  dort. 

Mittelwert,  Berechnung  des  -es  einer 
periodischen  Erscheinung  655;  Berech- 
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nung  des  Ganges  einer  periodischen 
Erscheinung  während  einer  längeren 
Dauer  aus  -en  für  kürzere  Zeiträume 
657;  -reihen  von  Beobachtungen  (bei 
der  Aufsuchung  versteckter  Periodizi- 
täten) 682;  —  aller  möglichen  Werte 
unbestimmter  Ausdrücke  990;  (Cauchy- 
scher)  erweiterter  — 67,  75;  -satz  der 
Differentialrechnung  65;  Ausdeh- 
nungen des  -es  67,  68,  Darbouxsche 
Erweiterung  auf  Funktionen  komplexer 
Variablen  68,  bei  der  Ableitung  des 
Cauchyschen  Residuensatzes  1011;  er- 
weiterter —  bzw.  verallgemeinerter  — 
bei  Bestimmung  des  ,, wahren  Wertes" 
unbestimmter  Formen  26,  26;  verallge- 
meinerter —  (Taylorsche  Entwicklung) 
75;  erster— der  Integralrechnung 
97,  für  komplexe  Funktionen  einer 
reellen  Variablen  98,  Erweiterung  S8, 
Anwendung  desselben  auf  das  Integral 
ff(x)  cos  Xxdx  1064,  beim  Cauchy- 
schen Konvergenzbeweis  trig.  Reihen 
mit  Hilfe  der  Residnentheorie  1035, 
beim  Dirichletschen  Beweis  1037,  beim 
Hamiltonschen  Beweis  1039;  zweiter 
—  der  Integralrechnung  98,  99, 
beim  Bonnetschen  Konvergenzbeweis 
trigon.  Reihen  1043. 

moment,  probleme  des  -b  806. 

Mondbewegung,  trigonometrische  Ent- 
wicklungen in  der  Theorie  der  —  892. 

Mondtheorien  802. 

Monge,  -sehe  Gleichung  (welche  einen 

Elementarkegel  definiert)  347; Am- 

peresche  Integrationstheorie  der  par- 
tiellen Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit  2  unab- 
hängigen Veränderlichen  366  —  372, 
Verallgemeinerung  derselben  auf  part. 
Diff.-Gl.  n^"  Ord.  mit  m  unabh.  Ver- 
änderlichen 392;  -sehe  part.  DifF.-Gl. 
1.  Ord.  367,  369. 

monodrome,  fonction  —  1022. 

monogene  Funktion  (komplexen  Ar- 
guments) 7,  80,  1022. 

monoton,  abteilungs weise  -e  Funktion 
22,  beim  Dirichletschen  Konvergenz- 
beweise trig.  Reihen  1038;  Differen- 
zierbarkeit  von  stetigen  -en  Funk- 
tionen 23;  stetige  differeuzierbare 
nicht-e  Funktionen  23;  -e  stetige  nicht- 
differenzierbare  Funktion  38. 

monotypique,  fonction  —  1022. 


Multiplikation,  —  einfacher  trigon. 
Reihen  947;  —  doppelter  trig.  Reihen 
1069. 

Multiplikator,  (Eulersc her)  Multi- 
plikator: Dift'.-Gl.  mitgegeb.  —238; 

—  einer  gew.  Diff.-Gl.  l.Ord.  237;  Lie- 
scbe  geometrische  Interpretation  des- 
selben 239;  Methode  des  -s  zur  Inte- 
gration einer  gew.  Diff.-Gl.  n'"  Ord. 
(Verallgemeinerung  des  -s  einer  Gl. 
1.  Ord.)  234,  256;  —  einer  exakten 
totalen  Diff.-Gl.  318;  Systeme  von  -en 
zur  Aufsuchung  eines  ersten  Integrals 
bei  Systemen  gew.  Diff.-Gl.  l.Ord.  246; 

—  eines  vollständigen  Systems  linearer 
partieller  Diff.-Gl.  317;  (Jacobischer) 
Multiplikator:  -en  bei  Systemen 
gew.  Diff.-Gl .  1.  Ord.  234, 248, 314 ;  Prin- 
zip des  letzten  -s  315,  in  der  Dyna- 
mik 248,  315;  Satz  vom  letzten  —  eines 
Systems  gew.  Diff.-Gl.  l.Ord.  248,  281; 
Theorie  des  -s  als  Spezialfall  eines 
allgemeinen  Integrationsproblems  von 
Lie  280;  —  einer  linearen  homogenen 
part.  Diff.-Gl.  l.Ord.  mit  1  Unbekann- 
ten oder  eines  simultanen  Systems 
gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  314;  —  jeder  der 
Gleichungen  eines  Jacobischen  Systems 
partieller  Diff.-Gl.  317;  (Liescher) 
Multiplikator:  —  eines  vollständigen 
Systems  partieller  Diff.-Gl.  und  Zu- 
sammenhang mit  dem  Eulersohen  und 
Jacobischen  —  317;  —  eines  Jacobi- 
schen Systems  317;  die  Lagrange- 
Eulersche  -enmethode  in  der  Varia- 
tionsrechnung 579  ff.,  632 ;  „-gleichung" 
^  adjungierte  partielle  Diff.-Gl.  5i3; 

—  bei  isoperimetrischen  Aufgaben  680, 
581,  583;  Lagrangesche  Methode  der 
-en  bei  bedingten  Extremen  einer  Funk- 
tion von  n  Variablen  85. 

Multiplikatorensysteme  zur  Inte- 
gration eines  Systems  gew.  Diff.-Gl. 
1.  Ord.  246. 

N 
Näherungsformeln   für  große  Werte 

des  Arguments,  s.  asymptotisch. 
Natanische    part.    Diff.-Gl.    n'-"    Ord. 

374,   383. 

natürliche  Belegung  eines  Konduk- 
tors mit  Elektrizität  493. 

Nebenindex  v  der  zugeordneten  Kugel- 
funktion PHix)  724. 


Nervander  —  Oszillationstheorem 
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Nervandersche  Methode  zur  Auf- 
suchung versteckter  Periodizitäten  678. 

Neumann,  C.  -sehe  Zylinderfunistion 
0„  752;  C.  -sches  Integral  für  die 
Kugelfunktion2.  Art§''(a;)  720;  C. -sehe 
Integraldarstellung  einer  Funktion  mit- 
tels Besselscher  Funktionen  755. 

neutral  series  980. 

Newton  sehe  Polygonregel  zur  Be- 
stimmung der  Anzahl  von  Lösungen 
einer  algebraischen  Diff. -Gl.  1.  Ord. 
unter  gewissen  singulären  Anfangsbe- 
dingungen 216;  -sches  Potential  474. 

Niveauflächen  476. 

noeud,  singulärer  Punkt  eines  Systems 
gew.  Diff.-Gl.  mit  reellen  Koeffizienten 
227. 

nombre  bei  Cauchy  ioo9. 

Normalform,  —  algebraischer  Systeme 
gew.  DiflF.-Gl.  l.Ord.  208;  --  algebra- 
ischer Systeme  partieller  DiiF.-Gl.  298; 
spezielle  —  eines  Pfaffschen  Ausdrucks 
325;  allgemeinste  —  eines  Pfaffschen 
Ausdrucks  327;  —  für  die  3  Typen 
partieller  Diff.-Gl.  2.  Ord.  510;  —  der 
linearen  elliptischen  Diff.-Gl.  2.  Ord. 
51  ü;  —  der  linearen  hyperbolischen 
pari  Diff.-Gl.  2.  Ord.  384,  517. 

Normalgleichungen,  Bildung  der  — 
bei  der  harmonischen  Analyse  der  Ge- 
zeiten 669. 

Normalsystem  nichtlinearer  partieller 
Diff.-Gl.  1.  Ord. mitw  Unbekannten  395. 

Normieren  der  Eigenfunktionen  bei 
Integralgleichungen  2.  Art  813. 

normiert,  -e  Eigenfunktionen  814;  voll- 
ständiges -es  Orthogonalsystem  des 
Kerns  814. 

NuUinien  einer  Lösung  der  Ditf.-Gl. 
Au  +  Jc--u  =  0  (Nullflächen)  542. 

numerisch,  -er  Wert  einer  rationalen 
Differentialfunktion  289 ;  —  invariante 
Differentialfunktion  290;  -e  Berech- 
nung der  Koeffizienten  der  Entwick- 
lungen der  Störungsfunktion  1074. 

0 

Oberfläche,  -ninhalt  eines  körperhchen 
Raumes  106;  —  eines  EUipsoids  108. 

Obertöne,  Existenz  der  —  einer  Mem- 
bran 548;  —  einer  zusammengesetzten 
Schwingung  644. 

Objekte  in  der  Theorie  der  Opera- 
tionen 763,  766. 


Operation,  Eulersche  transzendente 
-en  4;  Funktional-en  761  ff. ;  -en  an 
Objekten  763;  eindeutige  ^,  mehr- 
deutige —  766;  identische,  inverse  — 
767;  distributive  —  767,  768ff.;  nicht- 
distributive —  786;  interi^olare  —  785; 

—  der  Substitution  769;  —  und  Funk- 
tion 766,  817;  — ,  dargestellt  durch  ein 
bestimmtes  Integral  780;  -ssymbole 
763,766;  -skalkül  766;  Übertragungen 
von  Integral-  und  Differential-  auf  das 
komplexe  Gebiet  iii;  „ —  (wi  — 1)"  (Er- 
mittlung eines  part.  Integrals  einer 
linearen  homogenen  part.  Diff.-Gl.  von 
m  Unabhängigen)  314. 

Operationssymbole  763 — 765. 

ordinaire,  fonction  —  968. 

Ordnung,  —des  Unendlichkleinwerdens 
der  Differentiale  70 ;  —  einer  höheren 
Derivierteu  74;  —  einer  gew.  Dift'.-Gl. 
191,  eines  Systems  gew.  Diff.-Gl.  191, 
234,  265;  —  einer  part.  DifF.-Gl.  297; 

—  eines  Flächenelements  308 ;  —  einer 
Potenzreihe  771 ;  Erniedrigung  der  — 
einer  part.  lin.  Diff.-Ord.  h'"  Ord.  266. 

Orgelpfeifen,  D.  Bernoullis  Unter- 
suchungen über  die  Schwingungen 
von  —  1050. 

orthogonal,  vollständig  normiertes 
-System  eines  Kerns  814. 

Orthogonalitätssatz,  Verallgemeine- 
rung des  Gaußschen  -3  über  geodäti- 
sche Linien  in  der  Theorie  der  Ex- 
tremalenfelder  627. 

orthoide  Funktionen  21. 

orthonome  kanonische  Form  eines  Sy- 
stems partieller  Diff.-Gl.  299. 

Ortsfunktion,  skalare  —  477. 

Oszillation,  -en  einer  Funktion  f{x) 
in  der  LTmgebung  einer  Stelle  29; 
ünendlichkeitsstelle  einer  Funktion 
mit  -en  30;  stetige  Funktionen  mit 
unendlich  vielen  -en  in  einem  end- 
lichen Intervall  42 ;  —  einer  periodi- 
schen Funktion  644. 

Oszillationstheorem,  Sturmsches  — 
bezüglich  der  allgemeinen  homogenen 
linearen  Diff.-Gl.  2.  Ord.  im  Falle 
eines  Parameters  443,  460,  Ausdeh- 
nung auf  Ditf.-Gl.  höherer  Ord.  449; 
Kleinsches  —  bezüglich  der  Lame- 
schen  Diff.-Gl.  im  Falle  zweier  Para- 
meter 451,  741,  Übertragung  auf  die 
Diff.-Gl.   der  Funktionen    des    ellipti- 
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sehen  Zylinders  758;  Verallgemeine- 
rung dieses  -s  auf  Lamesche  Glei- 
chungen höherer  Ord.  462,  auf  andere 
fiberall  regulär  homogenen  linearen 
Diff.-Gl.  453. 
oszillierend,  reduzibel  und  irredu- 
zibel  -e  Funktionen  43. 


Paare  reziproker  Funktionen  1097. 

pantachisch  (überall  dicht)  37;  -e 
ünstetigkeiten  einer  Funktion  f{x)ss\, 
-e  Ünstetigkeiten  2.  Art  einer  Funk- 
tion 42;  —  divergente  Fouriersche 
Reihe  4i;  —  unstetige  Funktion  40; 
—  auftretende  Oszillationen  einer 
Funktion  42. 

parabolische  partielle  Diflf.-Gl.  2.  Ord. 
510,  von  höherer  als  2.  Ord.  567. 

Parallelogramm  am  Integrator  132. 

Parameter,  bestimmte  Integrale,  die 
einen  —  enthalten  144;  —  ^  Hilfs- 
variable  50;  Dift'erentiation  und  Inte- 
gration eines  bestimmten  Integrals 
nach  einem  —  101,  973;  —  ^  Integra- 
tionskonstanten der  Lösungen  gew. 
Ditr.-Gl.  2.  Ord.  bei  Randwertauf- 
gaben 438;  in  gew.  Diff'.-Gl.  2,  und 
höherer  Ord.  auftretende  —  438  ff. 
(siehe  Oszillationstheorem) ;  ausgezeich- 
nete —  einer  gew.  Diff.-Gl.  2.  Ord., 
für  welche  die  betreff.  Lösung  den 
gewünschten  Grenzbedingungen  ge- 
nügt (ausgezeichnete  Lösung  ist)  444 
(beim  Oszillationstheorem  mit  einem  — ); 
-bestimmungen  bei  Randwertaufgaben 
mit  gew.  Dilf.-Gl.  438  ff.,  430:  zweifach 
ausgezeichnete  —  einer  gew.  Diff.-Gl., 
für  welche  sämtliche  Lösungen  der 
Diff.-Gl.  ausgezeichnete  Lösungen  sind 
448;  ausgezeichnete  —  bei  der  Inte- 
gration der  Diff.-Gl.  der  schwingen- 
den Saite  von  variabler  Dichte  und 
wechselnder  Spannung  561  (siehe  aus- 
gezeichnet). 

Parametergruppe,  Liesche  -n  422; 
erste  und  zweite  —  4-23;  ähnliche  -n 
423;  transitive  -n  424. 

Parameter  zahl,  Bestimmung  aller 
Gruppen  von  gegebener  —  425. 

parametre  thermometrique  468. 
parametrisch,  -e  Größen  bei  passiven 
Systemen  299. 


P  arm  enti  ersehe  Summationsformel 
120. 

Parseval,  -scher  Satz  947,  1193,  1307; 
-scher  Satz  und  die  Ca.uchyschen  Inte- 
gralformeln  1009. 

Partialbruch  Zerlegung,  —  rationa- 
ler gebrochener  Funktionen  90 ;  Be- 
stimmung der  —  der  Cotangente  aus 
Funktionalglcichuiigen  800;  —  tran- 
szendenter und  rational  gebrochener 
Funktionen  zur  Auswertung  bestimm- 
ter Integrale  1112,  1132,  1133,  1148; 
Ermittlung  der  —  von  Funktionen 
aus  Integralsätzen  ii33,  1134;  —  tran- 
szendenter Funktionen  904,  905,  939, 
964,  1008,  10G4  (bei  Entwicklungen 
nach  Eigenfunktionen). 

partialisieren  (distributive  Operation) 
786. 

partielle     Differentialgleichung, 

—  297  ff.;  Beziehungen  zwischen  zwei 
-n  -en  2.  Ord.  375;  Integration  von 
-en  mittels  trigonometrischer  Reihen 
u.  Integrale  1173ff.  (s.  Integration); 
siehe  Diff.-Gl. 

partielle  Differentiation  sieheDe- 

rivierte. 
partielle  Integration,  —  101,  150; 

—  der  Integraldarstellung  der  Koeffi- 
zienten trigonometrischer  Reihen  1039, 
1040,    1041,    1042,   1044,   1045,   1073; 

—  der  Koeffizienten  der  durch  glied- 
weise Differentiation  oder  Integration 
aus  einer  trig.  Reihe  erhaltenen  trig. 
Reihe  1044,  1045. 

partikulär,  -es  Integral  einer  gew. 
Ditf.-GI.  1.  Ord.  191;  —  eines  Systems 
gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  192,  I9i;  -e  Lö- 
sungen eines  Systems  gew.  Diff.-Gl. 
192,  192;  -e  Integralkurven  von  gew. 
Diff.-Gl.  214. 

passiv,  involutorisch  -es  System  par- 
tieller Diff.-Gl.  299;  -es  Differential- 
system  321. 

Pendel,  Diff.-Gl.  des  Problems  des  sog. 
sympathischen  -s  1055. 

perfekte  Menge  45,  46. 

Perioden,  Hilfsmittel  zur  Trennung 
verschiedener  —  einer  Erscheinung 
692;  -rechenmaschine  692. 

periodisch,  mathematische  Behand- 
lung -er  Naturerscheinungen  642;  -e 
Funktion  mit  der  Periode  T  im  engeren 
Sinn  643,  im  weiteren  Sinn  644;  Zu- 
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sammeufassung  mehrerer  -er  Terms  zu 
einem  einzigen  von  veränderlicher 
Amplitude  und  Phase  673 ;  -e  Lösungen 
bei  Randwertaufgaben  bei  gew.  Diff.- 
Gl.  462,  448. 

Periodizität,  —  einer  Funktion  644, 
644;  Aufsuchen  versteckter  -en  675  ff., 
Hilfsmittel  dazu  692;  Definition  der  — 
im  allgemeinsten  Sinn  des  Wortes  799, 
800;  —  im  engeren  Sinn  799;  dop- 
pelte —  erster,  zweiter  und  dritter 
Art  799;  -sbedingung  bei  Randwert- 
aufgaben 1180. 

Periodogramm  einer  Naturerschei- 
nung 684. 

Pfaff ,  -sches  Problem,  -sehe  Gleichung, 
-scher  Ausdruck  A  322;  Klasse  des 
-sehen  Ausdrucks  A  324;  -sches  Ag- 
gregat 32o;  -ians  323;  -sehe  Reduk- 
tionsmethode 323,  337;  Graßmanusche 
Ausdehnung  derselben  324,  337;  be- 
dingungsloser -scher  Ausdruck  A  324; 
Beziehung  zwischen  -sehen  Ausdrücken 
und  infinitesimalen  Transformationen 
336;  Systeme  -scher  Gleichungen  396, 
Charakter  und  Rang  derselben  398, 
abgeleitetes,  dazu  adjungiertes,  voll- 
ständiges adjungiertes  -sches  System 
398,  Klassifikation  der  -sehen  Systeme 
399. 

Phasen  konstante  einer  einfach  har- 
monischen Schwingung  643. 

physiologische  Bemerkung  über 
die  Regulation  der  Eindrücke  unserer 
Sinnesorgane  durch  partielle  Diff.-Gl. 
539. 

Picardsche  Untersuchung  der  Cha- 
rakteristiken einer  Diff.-Gl.  2.  Grades 
in  einem  singul.  Punkt  223. 

Piezoelektrizität  siehe  Pyroelek- 
trizität. 

Planimeter  128;  Amslersches  —  129; 
Präzisions-  130 ;  Kugel-  131 ;  Polar- 
131;  Beil-  128;  Kegel-  129;  Scheiben- 
129;  Polarkoordinaten-  129;  freischwe- 
bendes Präzisions-  131;  Kugelroll- 131; 

—  ohne  Gleitbewegung  i3i;  erweiterte 

—  zu  Integratoren  für  Flächen-  und 
Trägheitsmomente  131. 

Platten,  Kirchhoffs  Theorie  der  schwin- 
genden —  in  der  Variationsrechnung 
624. 

Poincare,  -sehe  Auskehrungsme- 
thode    siehe   dort;    -sehe   Sätze  über 


algebr.  Diff.-Gl. bzw.  Systeme  gew. Diff.- 
Gl. ,derenDifferentialkoeffizienten  in  un- 
bestimmter Form  l'-  für  die  gegebene 
Anf.-Werte  erscheinen  218,224:  -sches 
Theorem  über  die  Existenz  einer  gege- 
benen Anfangsbedingungen  genügen- 
den holomorphen  Lösung  eines  Systems 
gew.  Diff.-Gl.  205;  -sehe  Diskussion 
der  singulären  Punkte  eines  Systems 
gew.  Diff.-Gl.  mit  reellen  Koeffizienten 
227;  -scher  Satz  über  Differential- 
systeme beliebiger  Ordnung,  deren 
Diff.- Koeffizienten  für  die  gegebenen 
Anfangswerte  die  Form  -]}  haben  223; 
-scher  Esistenzbeweis  ausgezeichneter 
Lösungen  bei  Randwertaufgaben  548, 
551,  555. 

point,  —  limite,  —  frontiere  43;  -s 
d'arret  1121. 

Poisson,  -sehe  Diff.-Gl.  469;  Analogen: 
Am-|-/i'"m^  —  iTCQ  540;  -sehe  Inte- 
grale in  der  Potentialtheorie  499;  -es 
Theorem  über  2  bekannte  Lösungen 
einer  lin.  homog.  part.  Diff.-Gl.  (qp/')  =  0 
335;  -sches  Integral  998,  10S9  hier  aus 
dem  Fourierschen  Integral  erhalten, 
mit  Konvergenzfaktor;  -scher  Beweis- 
ansatz  für  die  Konvergenz  trig.  Reihen 
997;  -scher  Beweis  für  die  Realität 
der  Wurzeln  der  determinierenden 
Gleichungen  bei  unharmonischen  trig. 
Reihen  1060,  1062;  -sehe  Methode  der 
Ableitung  von  Lösungen  part.  Diff.- 
Gl.  durch  Reihen  aus  Lösungen  durch 
best.  Integrale  1060;  -sehe  Hilfsformel 
1169. 

Polar gruppe  einer  Funktionsgruppe 
362. 

Polarlicht,  periodische  Schwankungen 
der  -er  668. 

Polarplanimeter,  Amslers  —  130. 

Polschwankungen,    Periodizität    der 

—  678,    685,    693. 

Polygonregel,  Newtonsche  216. 
Polynome,  Lamesche,  Stiel tjessche  — 
465 ;  Appelsche  —  785 ;  Legendressche 

—  3.  dort.  —  (von  Halphen  und  Appel), 

die  der  Funkt.-Gl.  -^  =  na„  ^,    ge- 

dx  n       i      D 

nügen  785,  806. 

polynomische  Lösung  m"'  Ord.  einer 
linearen  hom.  Diff.-Gl.  2.  Ord.  454. 

Potential  (Potentialfunktion),  Po- 
tentialgleichung 468  (siehe  Laplace), 
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Lösungen  derselben  siehe  auch  Dift'.- 
Gleichungen,  -definition  467;  Ver- 
allgemeinerung des  -begriffs  477; 
kanonische  -funktion  46«;  abgeleitetes 
—  470;  höheres  abgeleitetes  —  470; 
Flächen-  470;  Punkt-,  Linien-  473; 
logarithmisches  —  473,  474,  479; 
Newtonsches  —  474;  -fläche  ^  natür- 
liches Diaphragma  475;  zweites  ■ —  477; 
Vektor-  477;  kinematisches,  thermo- 
dynamisches  —  477;  konjugiertes  — 
474, 477 ;  —  zweier  Massen  aufeinander 
467;  —  einer  Doppelschicht  471;  — 
von  Linien  und  Punkten  ^  Linien-, 
Punkt-  473;  —  von  Kugel-  und  Ellip- 
soid  482;  -formen  485;  Geschwindig- 
keits-,  Kreis-  einer  einfachen  und  einer 
üoppelbelegung  von  Erregungspunkten 
541;  Entwicklung  des  -s  nach  Kugel- 
funktionen 480;  Ausbreitung  des  elek- 
trischen -s  in  einem  Kabel  560 ;  me- 
chanische Ermittlung  der  -funktion  131. 

potentia  principalis  ioi7. 

potentielle  Energie  467. 

Potenz,  Summe  der  -en  aufeinander- 
folgender Zahlen  182;  -en  von  cos  a; 
und  sin  x  nach  den  cosinus  und  sinus 
der  Vielfachen  von  x  entwickelt  837, 
von  ux  855;  -summen  der  x  ersten 
Zahlen  866,  mit  abwechselnden  Vor- 
zeichen genommen  935;  Darstellung 
der  reziproken  —  als  Residuensummen 
bei  der  Cauchyschen  Methode  zur  Be- 
rechnung der  Wurzeln  der  determi- 
nierenden Gleichungen  1062  (siehe  re- 
ziprok). 

Potenzreihe,  Umformung  komplexer 
-n  in  Fouriersche  Reihen  826,  913; 
Wert  einer  —  2:a„r''  für  r  =  1,  829, 
885;  -n  im  Funktionalraum  S  778. 

prädominierende  Schwingungskom- 
ponente 675. 

Präzisionsplanimeter  130. 

primäre  Form  für  die  Integration 
der  Gleichung   der   Saitenschwingung 

1180. 

primitiv,   -e  Funktion   zu  f{x,y)  103; 

-e  Gruppe  418;   Bestimmung  der  -en 

Gruppen  426. 
principles  of  fluctuation  1038. 
Prinzip,    allgemeines   Konvergenz-   i3; 

Thomson  -  Dirichletsches    —    493;    — 

des     Rechnens     mit    Symbolen    766; 

Bernoullisches  —  in   der  Theorie  der 


schwingenden  Seite  599;  —  der  klein- 
sten Aktion  und  das  Hamiltonsche  — 
vom  Standpunkte  der  Variationsrech- 
nung aus  623;  — •  der  kürzesten  Zeit- 
dauer der  Lichtbewegung  vom  Standp. 
der  Variationsrechnung  aus  625;  Spie- 
gelungs-  1300;  Huyghensches  — 
1301. 

Prinzipale  Größen  in  der  kanoni- 
schen Form  eines  Systems  partieller 
DifiF.-Gl.  299. 

Prinzipalfunktion  des  dynamischen 
Problems  345. 

Prinzipalmodul  einer  Funktion  1345. 

Problem,  äußeres  und  inneres  —  in 
der  Theorie  des  Potentials  von  Kugel 
und  EUipsoid  483;    —  der  Dido  636; 

—  der  Kurven  kürzesten  Umrings  (iso- 
perimetrisches) 636. 

Probleme,  —  de  Dirichlet  (Randwert- 
aufgabe in    der  Potentialtheorie)  487; 

—  des  momeuts  806. 

Produkt,  -darstellung  der  B-Funktion 
177,  der  T-Funktion  165,  165;  Zer- 
fallen einer  Gruppe  in  das  direkte  — 
von  Untergruppen  428;  —  von  Sym- 
bolen 767;  Entwicklung  des -es  zweier 
Kugelfunktionen  in  eine  nach  Kugel- 
funktionen fortschreitende  Reihe  707; 
Darstellung  gewisser  Integrale  durch 
eine  Summe  von  -en  von  Kugelfnnk- 
tionen  707. 

Prymsche  Funktionen  P(a),  Q{a)  158, 
162,  165,  167. 

puissance  principale  ioi7. 

pulling  and  pushing  679. 

Punkt  oder  Stelle  x  8;  (arithmetischer) 

—  (a,  ■  ■  •  a„)  einer  M-fach  ausgedehn- 
ten Mannigfaltigkeit  44;  innerer  und 
äußerer  —  eines  Bereiches  von  n  Va- 
riablen 46;  Grenz-  45;  Begrenzungs- 
45;  -e  der  Elementmannigfaltigkeit 
309  (beim  Lieschen  Integralbegriff 
eines  Systems  part.  Diff.-Gl.);  —  im 
Funktionalraum  <S  durch  Potenzreihe 
definiert  778;  -iert  unstetige  Funktion 
39,  39,  96;  -iert  unstetige  integrable 
Funktion  41,  97;  -Stetigkeit  49;  -po- 
tential  473;  Theorie  der  gew.  Diff.- 
Gl.  höherer  Ordnung,  welche  Gruppen 
von  -transformationen  gestatten  258; 
Gruppe  aller  -transformationen  bei 
der  Drachschen  rationellen  Theorie 
allgemeiner    Systeme     gew.    Diff.-Gl. 
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292;  Unstetigkeitspunkt,  Konver- 
genzunstetigkeitspunkt  siehe  dort. 
Pyro-  und  Piezoelektrizität,  Auf- 
treten von  höheren  abgeleiteten  Po- 
tentialen in   der  Theorie   der  —  470. 

Q 

Quadrat,  Darstellung  definiter  ho- 
mogener Formen  durch  eine  endliche 
Summe  von  -en  86,  87 ;  Einteilung  der 
Ebene  in  unendlich  kleine  -e  durch 
Niveau-  und  Kraftlinien  477;  —  des 
beim  Abbrechen  einer  trig.  Entwicklung- 
begangenen  Fehlers  1043. 

quadratisch,  reduzierte  -e  Form  der 
2.  Variation  nach  Clebsch  618,  635. 

Quadratur,  mechanische  —  94,  119; 
Verwendung  trig.  Interpolationafor- 
meln  zur  mechanischen  —  659;  dop- 
pelte mechanische  —  062;  Mehlersche 
-formelu  659 ;  Tschehyscheifsche  -for- 
mel  660;  trigonometrische  -formel 
659 ff.;  Gaußsche  -formel  661,  121,  mit 
Benutzung  der  Wurzeln  von  P"{x)  =  0 
704,  707;  Problem  der  Integration! 
einer  gew.  DifF.-Gl.  durch  -en  233;  i 
durch  -en  integrierbare  Klassen  von  j 
gew.  DifF.-Gl.  V.  bestimmter  Form  241; 
Integration  einer  linearen  gew.  Diflf- 
Gl.  1.  Ord.  durch  -en  291;  partielle 
-en  bei  Integralgleichungen  eines  DifFe- 
rentialsystems  302;  Methode  der  me- 
chanischen —  bei  der  Berechnung  der 
Koeffizienten  dertrig.Entwicklungeiner 
Funktion  von  2  Variablen  1070;  dop- 
pelte mechanische  —  bei  der  Berech- 
nung der  Koeffizienten  der  Entwick- 
lung der  Störungsfunktion  1073;  me- 
chanische —  bei  der  Methode  mixte 
1080. 
quantite  bei  Cauchy  1009. 
Quellen,  Poissonsche  Diflf.-Gl.  beim 
Auftreten  von  —  und  Senken  in  der 
Hydrodynamik  469. 

B 

Randbedingung,  -en  beimSturmschen 
Oszillationstbeorem  444;  -en  bei  der 
Randwertaufgabe  1.  und  2.  Art,  ein- 
läufige — ,  zweiläufige  —  512;  homo- 
gene —  641 ;  physikalische  Bedeutung 
von  -en  bei  DifF.-Gl.  Au-\-k'u  =  0 
543;  erste,  zweite  und  dritte  —  1180; 


-en  bei  speziellen  part.  DifF.-Gleichun- 
gen  1185  fF. 

Randkurven,  durch  analytische  — 
begrenzter  Bereich  bei  Randwertauf- 
gaben der  Potentialtheorie  501. 

Randwert,  —  einerharmonischenFunk- 
tion  eines  Bereichs  486;  Unstetigkeiten 
in  vorgeschriebenen  -en  512. 

Randwertaufgaben,  besondere  — 448; 
—  bei  gewöhnlichen  Diff. -Gl. 
437  fif. ;  die  verschiedenen  Arten  von  — 
438;  die  Entstehung  der  —  indermath. 
Physik  438  fiF.;  —  bei  linearen  DifF.- 
Gl.  2.  Ord.  442,  451  (Oszillationstheo- 
reme); —  höherer  Ord.  449;  —  bei 
Diff.-Gl.  der  Form  y"  =  f{x,y,y')  457, 
469;  —  bei  Systemen  von  Diff.-Gl. 
2.  Ord.  458;  — -  bei  speziellen  DifiF.-Gl. 
459;  —  bei  der  Gleichung  y"-\-XA{x)  • 
2/ =  0  641;  —  in  der  Potential- 
theorie 506,  486  flF.;  erste,  zweite  und 
dritte  —  487;  Lösung  der  ersten  — 
für  Kugel  und  Kreis  489,  490;  Lösung 
der  ersten,  zweiten  und  dritten  — 
durch  Entwicklungen  nach  Kugel- 
funktionen 491;  —  durch  allgemeine 
Entwicklungen  492;  —  durch  Ent- 
wicklungen nach  trig.  Funktionen  490; 
Existenzbeweise  der  Lösungen  von  — , 
504 flF.  508  (s.auchExistenztheorem 
bei  Randwertaufgaben  usw.);  — 
bei  elliptischen  Difi'.-Gl.  511 ;  —  bei  pa- 
rabolischen DifF.-Gl.  513;  —  der  ersten 
und  zweiten  Art  bei  hyperbolischen 
part.  Difi'.-Gl.  2.  Ord.  512,  5ii,  530, 
532;  —  bei  Systemen  part.  Di£F.-Gl. 
506;  Formulierung  der  -en  in  der 
Physik  506,  507;  —  im  gewöhnlichen 
Sinne  506;  —  im  allgemeinen  Sinne 
507;  [vgl.  GreenscherSatz,Existenz- 
theoreme];  Eindeutigkeit  der  —  für 
jede  lineare  part.  DifF.-Gl.  von  ellipt. 
Typus  520;  —  bei  der  DiflF.-Gl.  Au  + 
J:«M  =  0  540  fF.,  550  (für  ein  beliebiges 
Gebiet);  —  bei  Ait  —  k'u  =  0  551;  — 
bei  Ati  —  Jce"  =  0  553,  641;  —  bei 
der  Gleichung  der  schwingenden  Saite 
und  ihren  Verallgemeinerungen  557, 
bei  der  Wärmeleitungsgleichung  562, 
bei  DiflF.-Gl.  von  höherer  als  2.  Ord. 
und  mehr  als  2  unabh.  Variablen 
566  flF. ;  —  bezüglich  der  Lagrangeschen 
DifF.-Gl.  in  der  Variationsrechnung  638 : 
Übertragung  von  —  für    das   Äußere 
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Rans;  —  Eekursiousformeln 


einer  geschlossenen  Kurve  auf  das 
Innere  derselben  554;  Übergang  von 
den  —  für  die  schlichte  Ebene  zur 
Uiemannschen  Fläche,  von  der  be- 
grenzten zur  unbegrenzten  schlichten 
Ebene  554. 

Hang,  —  eines  Systems  Pfatfscher  Glei- 
chungen a98;  -zahlen  der  Matrices  im 
PfafFschen  Problem  324;  —  einer 
Transformationsgruppe  427;  —  einer 
einfach  harmonischen  Schwingung  643. 

rational,  -e  ganze  und  -e  gebrochene 
Funktion  4;  Entwicklung  einer  -en 
ganzen  Funktion  in  einer  trig.  Reihe 
857;  Integration  -er  gebrochener  Punk- 
tionen 15G;  -e  Differentialfunktion  der 
Löbungen  eines  Fundamentalsystems 
gew.  Diff.-Gl.  267,  der  Lösungen  einer 
lin.  gew.  Diff.-Gl.  «»  ''  Ord.  289;  nu- 
merischer Wert  einer  solchen  Diffe- 
rentialfunktion 289. 

Rationalitätsbereich,  Begriff  des  -s, 
absoluter  —  288. 

Rationalitätsgruppe,  —  einer  line- 
aren Diff.-Gl.  «'"  Ord.  290,  normale 
Zerlegung  derselben  293;  —  eines  all- 
gemeinen Systems  von  n  linearen  gew- 
Diff.-Gl.  293. 

rationelle     Integrationstheorien, 

—  bei  gew.  Diff.-Gl.  288,  235;  —  der 
linearen  Diff.-Gl.  289;  Ausdehnung  der 

—  auf  Liesche   Systeme  292;   —  all- 
gemeiner Systeme  gew.  Diff.-Gl.   imd  j 
der  dazu  assoziierten  partiellen  Diff.- 
Gl.  292. 

Raum,  w-dimensionaler  ebener  arith- 
metischer —  44. 

Rechenschemata  zur  Aufstellung  trig. 
Interpolationsformeln    aus    gegebenen  ' 
Beobachtungen  685. 

Rechenschieber  zur  Berechnung  von 
H  und  X  aus  B  sin  x  und  B  cos  x  689. 

Rechenvorschrift  für  die  Zuordnung 
zweier  Variablen  10. 

Rechteck sformel  zur  Auswertung  von  , 
Koeffizienten  in  der  Entwicklung  der  , 
Potenzen  der  wahren  Distanz  zweier 
Punkte  880,  88i. 

Reduktion,  —  einer  Transformations- 
gruppe  durch  Adjunktion  neuer  Funk- 
tionen zum  Rationalitätsbereich  291; 
-smethoden  bei  der  Herstellung  der 
Normalform  des  Pfaffschen  Ausdrucks 
A    von    Clebsch   u.    Lie    328 ;   —    von 


Frobenius  329,  Verallgemeinerung  die- 
ser letzten  Methode  335;  —  nichtli- 
nearer part.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  mit  1  Un- 
bekannten auf  Systeme  gew.  Diff.-Gl. 
von  Lagrange  u.  Pfaff  337;  —  von 
Cauchy  339;  —  auf  die  Ekliptik  888. 

reduzibel,  -e  und  irreduzible  oszillie- 
rende Funktionen  42;  in  einem  Be- 
reich -e  gew.  rat.  Diff.-Gl.  n'"  Ord. 
288. 

reduziert,  -e  Form  des  allgemeinen 
Differentialsystems  beim  Äquivalenz- 
problem  283;  -e  quadratische  Form 
der   2.   Variation   592,  618,  634,  635. 

reell,  analytische  Darstellung  des 
-en  und  imaginären  Bestandteils  einer 
/■(«)  vermittelst  ihrer  Werte  für  -e 
Argumente  1311. 

regulär,  für  ein  Wertesystem  -es  Sy- 
stem gew.  Diff.-Gl.  194;  in  einem  Inter- 
valle -e  Lösung  eines  solchen  Systems 
194;  analytisch  -e  Lösung  eines  sol- 
chen Systems  197;  -e  endliche  diskrete 
Gruppen  423;  -e  Form  einer  Gruppe 
41G;  -es  System  von  Größen  432;  Trans- 
formation irregulärer  Diff.-Gl.  in  -e 
782. 

regulateurin  der Cauchyschen Theorie 
der  Potenzreihen  mit  mehreren  unab- 
hängigen Veränderlichen  1024. 

Reihen,  — ,  die  in  verschiedenen  Teilen 
ihres  Konvergenzintervalls  verschiede- 
nen analytischen  Funktionen  gleich 
sind  965;  trigonometrische  — ,  siehe 
dort;  Konvergenz  von  — ,  siehe  dort; 
Umformung  von  — ,   1337  ff. 

Reihendarstellung,  —  unter  dem 
Integralzeichen  94,  155;  —  einer  di- 
stributiven Operation  778. 

Reihenentwicklungen  siehe  Ent- 
wicklungen. 

rekurrierende  Reihen  als  Ausgangs- 
punkt für  Fouriersche  Reihen  825. 

Rekursionsformeln,  —  zwischen  den 
BernouUischen  Zahlen,  Eulerschen 
Zahlen,  zwischen  beiden  183;  —  für 
Kugelfunktionen  P"{x)  707,  721,  für 
Kugelfunktion  §"(x)  721 ;  —  trig.  Inte- 
grale 848,  849;  —  für  die  BernouUi- 
schen Funktionen  866;  —  für  die 
Koeffizienten  in  der  Entwicklung  der 
Potenzen  der  wahren  Distanz  zweier 
Punkte  882;  —  für  die  Koeffizienten 
trig.  Entwicklungen  921,  922. 


relation  —  säkular 
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relation  des  complements  bei  der 
r-Funktion  161,  1C9,  TerallgemeiDe- 
rung  165. 

r^sidu  1006. 

residu  integral  1006. 

Re  si  due  na  ätze  siehe  Cauchy,  Anwen- 
dung von  Cauchys  -n  zur  Auswertung 
bestimmter  trig.  Integrale  1102,  1108, 
1111,  1126,  1128,  1130,  1134,  1135,  1160, 
1161,  zur  Ableitung  gewisser  trig. 
Reihen  905,  906;  Anwendung  der  — 
zum  Beweis  der  Möglichkeit  der  Ent- 
wicklung einer  Funktion  in  eine  un- 
harmonische trig.  Reihe  1065;  Schlö- 
milchs  Darstellung  von  Cauchys  -n 
1032. 

Residuentheorie,  Entwicklungsge- 
schichte von  Cauchys  —  1001  S.;  nicht 
von  Cauchy  abgeleitete  Integrale  der 

—  1024;  aus  der  —  von  Cauchy  er- 
haltenen Integrale  850;  Darstellung 
der  Integrale  part.  DifF.-Gl.  durch  die 
Formeln  der  —  1227. 

Residuum,  —  einer  Funktion  kom- 
plexen Argumenta  1006;  Integral- 
1006;  Begriff  des  -s  bei  Cauchy  1023. 

Resolvente,  —  (Transformierte) 
einer  gew.  Diflf.-Gl .  mit  einem  gegebenen 
System  von  Fundamentallösungen  268  I 
allgemeine  —  269,  lineare  —  269. 

Restglied  (-form),  —  der  Taylorschen 
Entwicklung  einer  Veränderlichen  75, 
75,  76,  78,  der  Lagrangeschen  Reihe  78; 

—  einer  trigonometrischen  Reihe  946; 

—  der  NewtouBchen  Interpolations- 
formel bei  Gebrauch  interpolarer  Ope-  i 
rationen  785;  —  der  Euler-Maclau- 
rinschen  Summenformel  1325ff. 

r'"-Restreihe  von  Beobachtungen  bei 
der  Methode  von  Keue  zur  Aufsuchung 
versteckter  Periodizitäten  682. 

restricteur  1324.  \ 

Resultat  (Element  in  der  allgemeinen  j 
Theorie  der  Operationen)  763,  766.       I 

reziprok,  Sätze  über  die  Summen' 
der  -u  Potenzen  aufeinanderfolgen- 
der Zahlen  162,  180,  182,  858,  von 
Zahlen  der  Form  zu  4n -|- 3,  4m-(- 2 
180;  -e  Gruppen  416;  Paare  -er  Funk- 
tionen 1097  fl'.;  -e  Funktionen  I.  Artu. 
II.  Art  1098;  -e  Funktionen,  welche 
gewissen  linearen  Difi".-Gl.  genügen 
1102 — 1105;    Cauchys  allgemeine  Re- 

Encyklop.  d.  math.  Wiasonsch.    II  1 


lation   zwischen  zwei  -en  Funktionen 
906. 

Reziprozitätssatz,  — in  der  Theor.  be- 
dingter Extreme  von  Funktionen  meh- 
rerer Veränderlichen  85;  -e  2  er  Funk- 
tionen 1098,  1008;  Auswertung  be- 
stimmter Integrale  mit  Hilfe  von  -en 
1108  flf.,  1117,  1124,  1146. 

Riccati,  -sehe  Differentialglei- 
chung 234,  241,  271,  Beweis  dafür, 
daß  sie  nicht  durch  Quadraturen  inte- 
grierbar ist  291;  —  und  Besselsche 
Difterentialgleichung  743 ;  Überführung 
der  Dilf.-Gleiehung  ein.  schwingenden 
ungleichförmigen  Saite  in  eine  —  440. 

Riemann,  -scher  IntegralbegritF  95; 
-scher  und  Bernoullischer  Integral- 
begr.  100,  auf  das  Integral  der  Gl. 
y'^=f(x,y)  ausgedehnt  198;  -sehe 
stetige,  nicht  diiferenzierbare,  und  un- 
stetige integrable  Funktion  63 ;  -sehe 
f-Funktion  als  verwandt  mit  den 
Näherungsfnnktionen  y^  für  die  Euler- 
Bche  Konstante  7  173;  Kugelfunktionen 
als  spezielle  Fälle  der  -sehen  P-Funk- 
tion  726;  -sehe  Erweiterung  des  Liou- 
villeschen  Integrals  118;  -sehe  Fläche, 
die    zur    algebraischen    Irrationalität 

,t.  =  MP-i(l  — M)«-! 
gehört  177;  Cauchy- -sehe  Funktion  7. 

ringförmig,  Methode  der  -en  Gebiets- 
erweiterung 528 ;  Picardsches  Verfahren 
der  -en  Verschmelzung  554. 

Ringfunktion  726;  zonale  und  sekto- 
rielle  —  72T. 

Roll  escher  Satz  65. 

Rotation,  —  des  Planimeterstabes  129; 
-süäche  kleinsten  Widerstandes  603, 
636,  621 ;  kleinste  -sfläche  gegebenen 
Volumens  621. 

Rückkehrkante  der  allgemeinsten  In- 
tegralfläche einer  nichtlinearen  par- 
tiellen Diff.-Gl.  1.  Ord.  347. 

Rückkehr  von  der  Lösung  part.  DifF.- 
Gl.  durch  Integrale  zur  Lösung  durch 
trigonom.  Reihen  1233. 

Rungesche  Methode  der  näherungs- 
weisen Integration  von  Diff.-Gl.  194. 


säkular,     -er    Einfluß    einer     Periode 
während    der    Dauer    einer    kürzereu 
664;    Elimination    -er  Störungen   aus 
dem  Gang  einer  Erscheinung  664. 
91 
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Säkularglieder  —  Schwingung 


Säkulargliodei-,  Auftreten  von  -n  bei 
der  Methode  der  sukzessiven  Approxi- 
mation in  der  Theorie  der  Mondbe- 
■wegung  892. 

Saite,  Gleichgewich tsflgur  einer  un- 
homogen —  439;  DiiTerentialgleichung 
der  schwingenden  —  557  (der  freien 
-nach  wingungen),  der  erzwungenen  558, 
im  widerstehenden  Mittel  (Telegra- 
phistengleichung)  569;  DifF.-Gl.  bei 
variabler  Dichte  q  der  —  und  zeitlich 
wechselnder  Spannung  560;  verall- 
gemeinerte DifF.-Gl.  der  schw.  —  638, 
560;  Diif.-Gleichung  der  schwingenden 
ungleichförmigen  —  439;  Lagrauges 
erste  Uutersuchungen  über  -nschwin- 
gungen  647 ;  Streit  um  das  Problem  der 
-Schwingungen  954  ff. ,  825;  Problem 
der  kleinen  Schwingungen  einer  ge- 
stückelten —  1056;  determinierende 
Gleichungen  bei  der  Integration  der 
Diff.-Gl.  der  -nschwingungen  1051, 
1056,  siehe  Differentialgleichun- 
gen; Problem  der  schwingenden  — 
und  allgemeinster  Funktionsbegritf  5; 
Problem  der  Schwingung  einer  unend- 
lich langen  —  446. 

Sarrua'  Beweisversuch  der  Fourierschen 
Integralformel  1094. 

Schablonen  bei  der  Koeffizientenbe- 
stimmung trigonometrischer  Entwick- 
lungen 689. 

Schallschwingungen,  Gleichung  der 
endlichen  —  in  einer  Dimension  1204; 
Schallausbreitung,  siehe  Diff.- 
Gleichungen. 

Schar,  einem  System  totaler  Diff.-Gl. 
adjungierte  —  infinitesimaler  Trans- 
formationen 318. 

Scheeffer,  -sehe  Methode  zur  Bestim- 
mung des  Vorzeichens  von  d*  f7„  600; 
Dini-sche  Sätze  in  der  Differential- 
rechnung 66;  -sehe  Sätze  über  E.x- 
treme  von  Funktionen  von  2  Variabein 
83,  84;  -sches  Theorem  über  bedingte 
Extreme  86,  86. 

Scheibenplanimeter  129. 

Schemata  für  die  Koeffizieutenbestim- 
mung  trigonometrischer  Entwicklun- 
gen 686. 

schichtenweise  gleichmäßige  Kon- 
vergenz 53. 

Schleifeniutegral  bei  der  Definition 
der  GiimuiafiinktioD  159,  160,  bei  der 


Cauchyschen  Formel  für  TJ^~^f(x) 
118. 

Schlömilch,  -sehe  Restform  der  Tay- 
lorsclien  Entwicklung  einer  Funktion 
einer  Variabein  76;  -sehe  Reihe  nach 
Besselschen  Funktionen  755 ;  -sehe  Dar- 
stellung von  Cauchya  Residuensätzen 
10.52 ;  -s  Konvergenzbeweis  trig.  Reihen 
1035;  -sehe  Vereinfachung  des  Dirich- 
letschen  Konvergenzbeweises  1038; 
-sehe  Darstellung  des  Hamiltonschen 
Konvergenzbeweises  trig.  Reihen  1039; 
-scher  Beweisversuch  der  Fourierschen 
Integralformel  1093. 

Schranke,  obere  und  untere  —  der 
Variabein  x  eines  Bereichs  s. 

Schroeder  sehe  Funktionalgleichung 
791. 

Schwankung,  —  einer  Funktion  in 
einem  Intervall  12,  12;  innere  —  12; 
unendlich  große  —  12;  Funktion  mit 
beschränkter  —  40;  ^Oszillation  so; 

—  des  Funktionswertes  beim  Begriff 
des  Riemannschen  bestimmten  Inte- 
grals 95. 

Sch%vingung,  —  einer  Funktion  f{x) 
für  X  =  a  29,  30  (rechte  und  linke  — 
30);  einfach  harmonische  —  643;  zu- 
sammengesetzte —  eines  einzelnen 
Punktes    644;    -szahl    einer    solchen 

—  643;  Haupte,  unendlich  kleine  — , 
einfache  — ,  harmonische  —  eines 
Massensystems  952,  1177;  Diff.-Gl. 
der  Saiten-en,  s.  Saite;  Diff.-Gl.  der 
stationären  -en  der  Akustik,  Elasti- 
zität, Elektrizität  540,  s.  Diff.- 
Gleichungen;  Fundamental-en  der 
Diff'.-Gl.  Au  +  k^u  ==  0,  542;  freie  und 
erzwungene  -en  bei  Lösungen  der  obi- 
gen Diff.-Gl.  550;  Auftreten  unharmo- 
nischer trig.  Reihen  in  der  Theorie 
der  -en  eines  an  einem  elastischen 
Faden  aufgehängten  Massenpunktes 
1052;  radiale  -en  einer  elastischen 
festen  Kugel  1054;  -en  eines  konti- 
nuierlichen Systems  953,  eiues  solchen, 
welches  an  einem  oder  mehreren 
Punkten  mit  einem  System  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Freiheitsgraden  ge- 
koppelt ist  1055;  -en  einer  Ketten- 
brücke 1052;  D.Bernoullis  Untersuchung 
über  -szahleu  von  Orgelpfeifen  1050; 
Problem  der  —  einer  Kette,  Membran, 


Sekantenkoeffizienteii   —  Sinus 
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einer  Platte  1178,  siehe  Diff. -Glei- 
chungen. 

Sekantenkoeffizienten  183. 

sektoriell,  -e  harmonische  Funktionen 
712;  -e  Ringfunktionen  727. 

selbstadjungiert,  siehe  adjungiert. 

semidefinit,  Extrem  einer -en  quadra- 
tischen Form  83;  -e  Form  eiuer  ganzen 
rationalen  Funktion  86. 

Semikontinuum  46. 

semikonvergent,  -e  Reihen  fürBessel- 
sche  Funktionen  1.  Art  748;  -e  Ent- 
wicklung für  die  Funktion  Q{a)  158; 
-e  Reihe  für  die  Funktion  ffl(a)  167; 
-e  Entwicklung  von  logr(rt+  1)  168. 

semilineare  partielle  Dift'.-Gl.  1.  Ord. 
353. 

Senken,  Poissonsche  Gleichung  beim 
Vorkommen  von  —  469  (in  der  Hydro- 
dynamik). 

Separation,  —  mehrerer  bekannter 
Perioden  periodischer  Naturerschei- 
nungen 663;  —  zweier  Perioden  von 
gleicher  Größenordnung  666;  —  des 
synodischen  und  tropischen  Mond- 
monats 668. 

Separation,  Methode  zur  Rechtferti- 
gung des  Rechnens  mit  Symbolen  765. 

Simpson,  -sehe  Formel  120,  zu  der- 
selben analoges  Verfahren  von  Runge 
bei  d.Lipschitzscheu  Methode  194;  -sehe 
Formel  zur  Auswertung  der  Koeffi- 
zienten in  der  Entwicklung  der  Po- 
tenzen der  wahren  Dii^tanz  zweier 
Punkte  881. 

simultan,  zu  einer  lineai-en  homogenen 
part.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  adjungiertes  -es 
System  gew.  Diff.-Gl.  312;  -er  Grenz- 
wert lim/"„(a")  33;   -e  Grenzübergänge 

bei  Funktionen  von  n  Variabein  49. 
Singular,  -e  Stelle  einer  Funktion  /'(.»•) 
31 ;  -e  Stellen  algebraischer  Funktionen 
32;  -e  Ditfcrentialkoeffizienten  eines 
Systems  gewöhnlicher  Ditf.-Gl.  1.  Ord. 
192  und  -e  Integrale  des  Systems  192, 
207;  für  bestimmte  Anfangswerte  -es 
derartiges  lliiferentialsyatem  194;  -e 
Integrale  einer  gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord. 
und  Enveloppe  der  Integralkurven  210, 
211,  bei  Ditf.-Gl.  höherer  Ordnung 
214,  214;  Auffinden  von  Integralen  von 
gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.  bei  außergewöhn- 


lichen -en  Anfangsbedingungen  215  tf., 
bei  beliebigen  t-^ystemen  gew.  Ditf.-Gl. 
223  ff, ;  transzendenter  -er  Punkt  für 
die  Lösungen  einer  gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord. 
216;  Integration  von  Systemen  gew. 
Ditf.-Gl.  bei  gewöhnlichen  -en  An- 
fangsbedingungen 206  ff. ;  synthetische 
Entwicklung  der  Theorie  der  ■  en  In- 
tegrale einer  gew.  Ditf.-Gl.  1.  Ord. 
245;  Gleichung,  welcher  die  -en  Lö- 
sungen   eines    Systems    gew.  Ditf'.-Gl. 

1.  Ord.  genügen  248;  -e  Integraläqui- 
valeute  einer  Pfatfschen  Gleichung  326; 
-e  Linie  und  -e  Punkte  bei  den  Lö- 
sungen elliptischer  partieller  Diö".-Gl. 

2.  Ord.  ö35;  die  beiden  Arten  von  -en 
Linien  und  -e  Punkte  bei  Lösungen 
vonhyperbolischenpart.Ditf.-Gl.  2.  Ord. 
537,  bei  parabolischen  Dift'.-Gl.  537; 
Cauchys  -es  Integral  102,  1005,  1006, 
1003,  spiezielles  1153. 

Singularität,  — von /'(a;)  an  der  Stelle 
x  =  a  .Sl;  Konstruktion  von  Funk- 
tionen mit  pantachisch  liegenden  -en 
37;  stetige  Funktion  mit  unendlich 
vielen  -en  in  einem  endlichen  Inter- 
vall 42 ;  gewöhnliche  -en  eines  Systems 
gew.  Ditf.-Gl.  1.  Ord.  206,  207 ff., 
außergewöhnliche  -en  208,  215,  220 
(bei  eiuer  gew.  Ditf.-Gl.  1.  Ord.),  bei 
einem  System  223  ff. ;  algebraische 
-en  und  gewöhnliche  -en  der  Lösun- 
gen eines  Diff.-Systems  208;  algebra- 
ische -en  und  transzendente  -en  der 
Lösungen  eines  Diff.-Systems  und  außer- 
gewöhnliche -en  eines  Dift'.-Systems 
208, 215  ft.;  außergewöhnliche  -en  einer 
gew.  Diff.-Gl.  1.  Ord.,  wo  allein  nicht- 
algebraische -ender  Lösungen  auftreten 
können  214;  —  analytischer  Lösungen 
von  Randwertaufgaben  elliptischer 
part.  Diff.-Gl.  533  ti'. ,  hyperbolischer 
536  tf,  parabolischer  538ff. ;  feste  oder 
wesentliche  -en,  bewegliche  oder  zu- 
fällige -en  analytischer  Lösungen  von 
Randwertaufgaben  bei  hyperbolischen 
Differentialgleichungen  539. 

Sinneswahrnehmungen  und  parabo- 
lische, hyperbolische  und  elliptische 
part.  Ditt".-Gl.  539. 

Sinus,  Idendität  des  analytischen  und 
elementar  geometrischen  —  lU;  Be- 
stimmung der  Funktion  —  durch  eine 
Fuuktioualgleichung  800;  Bedeutung 
91  ' 
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skalar  —  Stetigkeit 


des  Zeichens  sin  c\3,  cos  oo  984  if. ;  In- 
tegral-   1144;    Additionstheorem   800. 

skalar,  -e  Ortsfunktion  477. 

sommation  exponeutielleundTrans- 
formation  von  Laplace  783. 

Roninschepart.  Dift'.-Gl.  2.  Ord.  371,  373. 

Spenceache  Funktion  L"'{x)  869. 

Spezialzeit  bei  Beobachtungen  673. 

speziell,  in  einem  Rationalitätsbereich 
-e  gew.  Diff.-Gl.  290;  -es  .System  gew. 
Diff.  einer  vorgelegten  Klasse  236, 
293. 

Sphärik,  trigonom.  Entwicklungen  der 

—  887. 
Spiegelungsverfahren    (-prinzip), 

1300,  bei  der  analytischen  Behandlung 
des  Problems  der  schwingenden  Saite 
558, bei  Wärmeleitungsproblemen  1186, 
1301. 

Spirale,  logarithmische  —  und  Ent- 
wicklungen in  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Bewegung  902. 

Spitze,  —  einer  Integralkurve  210;  Ort 
der  -n  der  Integralkurven  einer  gew. 
Diff.-Gl.  1.  Ord.  210,  212;  -n,  Ort  und 
Enveloppen  einer  gew.  Dilf.-Gl.  1.  Ord. 
213,  211. 

spontane  Grenzen  der  Integralober- 
flächen  512   (Charakteristikenbegritf). 

Sprung  einer  Funktion  f(.v)  au  einer 
Stelle  a  (gewöhnlicher  endlicher  — ) 
29;  —  2""'Art  29,  29;  Maß  des  -68  29; 
rechter,  linker  ■ —  29,  30;  äußerer  —  40; 
vgl.  Unstetigkeiten;  —  in  denDiff.- 
Quotienten  einer  part.  Diff.-Gl.  961; 
Verhalten  einer  trig.  Reihe  an  -stellen 
der  zu  entwickelnden  Funktion  1046; 
Verhalten  einer  Potenzreihe  in  einem 
Punkt  des  Konvergenzkreisea  wo  die 
Funktion  einen  Stetigkeits-  aufweist 
1050. 

Stab,  —  derPlanimeterroUe  128;Wärme- 
leitung  in  einem  -e  unter  gevfissen 
Grenzbedingungen  1053;  Diff.-Gl.  der 
Longitudinalschwingungen  eines  -es 
1225. 

Stabilität,    allgemeines   Problem    der 

—  des  Gleichgewichts  228;  —  des 
Gleichgewichts  schwerer  hängender 
Fäden  636. 

Stäbe,  Kirchhoffs  Theorie  der  schwin- 
genden —  vom  Standpunkt  der  Va- 
riationsrechnung aus  624. 


Statik,  Aufgaben  der  —  in  der  Varia- 
tionsrechnung 622, 

Steilheit,  kürzeste  Linien  von  begrenz- 
ter —  637. 

Steiners  Sätze  über  Figuren  extre- 
men Flächeninhalts  612. 

Stelle,  —  X  8;  Häufungs-  9,  9,  45;  — 
(«1 ,  aj ,  .  .  .  a„)  eines  Bereiches  von 
H  Veränderlichen  44,  Unendlich- 
keits-  einer  Punktion  f{x),  singu- 
lare —  usw.,  siehe  dort. 

stencils  (Schablonen)  zur  Aufsuchung 
versteckter  Periodizitäten  693. 

stetig,  -e  unabhängige  Veränderliche 
X  in  einem  Intervall  11,  11,  im  Innern 
eines  Intervalls  11;  —  veränderliche 
Koordinaten  .tj,  .  .  .  a;„  im  Bereich  L„ 
von  n  Variabein  46;  -e  diffei-enzier- 
bare  f{x)  21;  —  als  Übersetzung  von 
coutinu  970. 

stetige  Funktion  f{x)  an  der  Stelle 
x  =  a  17;  füra;  =  «  rechts  (vorwärts) 
— ,  links  (rückwärts)  —  18;  im  Inter- 
vall (a6)  (gleichmäßig) —  18,  18;  nach 
i-echts  (links)  —  29 ;  —  mit  unendlich 
vielen  Singularitäten  in  endlichen 
Intervallen  42;  "Weierstraßsches  Bei- 
spiel einer  — ,  welche  nirgends  diffe- 
renzierbar ist  22,  64,  siehe  Funktion. 

Stetigkeit,  -spuukt  von  f(,x)  18,  einer 
Funktion  von  n  Veränderlichen  48 ; 
-sgrad  (Maß  der  —  von  /"(x))  im  Punkt 
x^a  20;  Strecken-  18;  — in  gleichem 
Grade  18,  von  f{x,i)  62;  Gebiets-  einer 
Funktion  von  n  Veränd.  49;  -sdefini- 
tionen  einer  Funktion  von  n  Veränd. 
48,  49;  Punkt-  und  gleichmäßige  — 
einer  Funktion  von  n  Veränderlichen 
im  Bereiche  (x)  (Gebiets-)  49;  gleich- 
mäßige —  von  f{x)  in  einem  best. 
Intervall  18,  19;  Entwicklung  der  -sde- 
finition   einer  Funktion   von  x  970 ff. ; 

—  einer  Reihe  der  Form  ^(p„(a;, ,  j;,), 
^g)„(a;, -I-Xgi)  53,  —  von  Funktionen 

von  Linien  787;  —  einer  konvergenten 
Reihe  stetiger  Funktionen  35,  34,  33, 
977,  984,  einer  für  r^l  noch  kon- 
vergenten   Potenzreihe     "^o„r"    977; 

—  einer  ein-  und  mehrdeutigen  Funk- 
tion bei  Cauchy  1Q19;  —  der  Ablei- 
tungen beim  Cauchyschen  Residuen- 
satz 1012,  1015;  zur  —  analoge  Eigen- 
schaft einer  Gruppe  von  Operationen  7  77. 


Stetigvieldeutigkeit  —  Superposition 
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Stetigvieldeutigkeit  von  /"(x,, «,) 

für  den  Punkt  (0,0)  51. 
Stiel  tj  es,  -scher  Satz  über  polynomische 
Lösungen  einer  Ditf.-Gl.  2.  Ord.  455; 
-sehe  Grenze  466;  Beziehung  des  -sehen 
Satzes  zum  Kleinschen  Oszillations- 
theorem 456;  -sehe  Polynome  455; 
-sehe  Verallgemeinerung  der  Legen  dre- 
schen Integralformel  186. 
Stirlingsche    Formel    für    loga!    166, 

für  log  r(a  4-1)  168. 
Stirnfläche   einer    Rot.-Fläche   klein- 
sten Widerstandes  636. 
Störung,    Elimination    von    säkulai-en 
-en   aus   trig.   Interpol. -Formeln   664, 
von  beliebigen  -en  666 ;  -sfunktion  H^ 
in    der  Theorie    des   gestörten   dyna- 
mischen  Problems   345;   Entwicklung 
der  -sfunktion  in  der  Theorie  der  Pla- 
neteubewegung  1071,    Hauptteil   der- 
selben 687,  1071;  Entwicklung  des  „von 
der  Bewegung  der  Soune  abhängigen 
Teils"  der  — i07i(s.  Entwicklungen); 
trigon.  Reihen  in  der  astronomischen 
-stheorie  829,  892. 
StokesBcher  Satz  114. 
Stolzsche    Ausdehnung    des    Scheefer- 

achen  Satzes  auf  n  Variable  83,  84. 
Strahldistanz  S(a,b)  44. 
streckenweise  gleichförmige  Konver- 
genz 53. 
Streifen,   Flächenelementen-  «""'  Ord. 
bei    Systemen    part.  Diflf. -Gl.   1.  Ord. 
308,  310;  —  «'"  Ord.  einer  part.  DifF.- 
Gl.  2.  Ord.  mit  2  unabhängigen  372; 
Systeme   von   —  n*"  Ord.   (charakte- 
ristischen — )  einer  part.  Diif.-Gl.  m""' 
Ord.  mit  vi  Unabhängigen  390;  cha- 
rakteristische — ,  8.  dort. 
Stromlinie  476. 

Stromröhre,  —  476;  Einheits-  476. 
Sturm,  -sehe  Sätze  bei  Randwertauf- 
gaben über  gew.  DifF.-Gl.  2.  Ord.  443, 
444,  447;  -sches  Oszillationstheorem 
im  Falle  eines  Parameters  448,  Aus- 
dehnung auf  Diif.-Gl.  höherer  Ord. 
448;   Klasse  der  -sehen  Diff.-Gl.  442, 


gralelinearerDiff.-Gl.zurUntersuchung 
der  Lage  der  Wurzeln  von  determi- 
nierenden Gleichungen  1063; Liou- 

villesche  Sätze  über  die  Möglichkeit 
vou  Entwicklungen  nach  Eigenfunk- 
tionen   1064; Liouvillesche    Reihe 

als  Lösung  der  Diff.-Gl.  einer  schwin- 
genden Saite  mit  variabler  Dichte  und 
wechselnder  Spannung  562;  Übergang 

von   der Liouvilleschen  Reihe  zur 

Fourierschen  562. 
Substitution,  symbolische  —  bei  der 
Aronholdschen  Darst.  algebr.  Int.  94; 
—  einer  neuen  Variablen  in  ein  be- 
stimmtes Integral  101,  149;  Operation 
der  —  769;  Differential-  786. 
Summation,  Eulersche  und  Leibniz- 
sche  —  zur  Ennittlung  des  unbestimm- 
ten Integrals  bei  gegebener  Derivierten 
94;  Methode  der  partiellen  —  zum  Be- 
weis der  Regel  über  part.  Integration 
101;  elementare  -smethode  zur  Aus- 
wertung bestimmter  Integrale  120; 
-smethoden  von  Gauß,  Cotes,  Newton 
121,  Jacobische  Ergänzung  dazu  123, 
ChristoflFelsche  124;  Erweiterung  der 
Gaußschen  -smethode  von  Heine,  Meh- 
ler, Tschebyscheff  126;  MarkofFsche 
-sformel  127;  -sformeln  für  mehrfache 
Integrale  127;  exponentieUe  —  783; 
—  trig.  Reihen  mit  Hilfe  von  kom- 
plexen Potenzreihen  836;  —  trig. 
Reihen  910,  913,  920. 
Summen,  —  der  n''"  Potenzen  der  x 
ersten  Zahlen  864,  866;  desgl.  der  un- 

jp j 

geraden  bis  — - —  936,  (s.  Bemoullische 

Funktionen),  mit  abwechselndem  Zei- 
chen genommen  935;  -formel  bei  der 
mechanischen  Quadratur  94;  —  von 
Symbolen  767;  Euler- Maclaurinsche 
-formel  119,  i67,  769,  Abschätzung  des 
Restes  derselben  825,  1324  flF.;  weitere 
-formein  1325  ff.,  1336  (mehrfache), 
1337  ff.,  zur  Darstellung  der  Bernoulli- 
schen  Funktionen  867. 


561; -sehe  Funktionen  (ausgezeichnete  i  Superposition,    Prinzip    der    —    der 


Lösungen  der  Diff.-Gl.  U"-\-k^  ■  f{x)  ■  U\ 
=  0)  551,  561;  -sehe  Reihe  von  aus- 
gezeichneten Parameterwerten  444, 
450,  561  (zur  Darstellung  willkür- 
licher   Funktionen); Liouvillesche 

Sätze  über  die  NuUstellen  der  Inte- 


Teilungen  beim  Existenzbeweis  eines 
best.  Integrals  96;  -sprinzip  für  kleine 
Schwingungen  663,  bei  Schwingungen 
von  Massensystemen  954 ;  —  von  Schwin- 
gungen (Herkunft  des  Wortes)  952 ;  — 
von  Partikularlösungen  einer  part.  Diff.- 
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B-ymboliseh  —  total 


Gl.  zur  allgemeineu  Lösung  derselben 
1051. 
symbolisch,  -e  Darstellung  einer  Dif- 
ferentialoperation 260;  -e  Methoden  zur 
Integration  von  linearen  DiiF.-Gl.  P{y) 
266;  -e  Zerlegung  von  P{y)  =  A(2/,  j/j, 
i/„  .  . .  2/„)  266;  -e  Gleichungen  817. 

STmbol, r-   '0;    -e    in    der   Funk- 

•'  dx 

tionalrechnung  763;  Rechnen  mit  -en 
764,  Prinzip  desselben  766;  interme- 
diäres ^  768;  Gleichheit,  Summe, 
Produkt  von  -en  766;  Methode  der 
Trennung  der  Operations-  und  Quan- 
titäts-e  bei  divergenten  trig.  Reihen 
833;  die  einfachsten  distributiven  -e 
768. 

sympathisch,  Diff.-Gl.  des  Problems 
des  -en  Pendels  1055. 

eynectique,  fonction  —  1022. 

syntagmatisch,  -e  Summe  einer  di- 
vergenten Reihe,  -e  Reihe  983. 

synthetische  Entwicklung  der  Theo- 
rie der  singulären  Integrale  der  DiflF.- 
Q\.y'=f{x,y). 

System,  gew.  Diff.-GL:  -e,  die  be- 
kannte Transformationsgrnppen  zu- 
lassen 234,  249;  adjungierte  -e,  s. 
dort;  -e  linearer  Ditf.-Gl.  (lineare  -e) 
272;  nicht  aufgelöstes  —  von  n  linea- 
ren homogenen  Gleichungen  mit  konst. 
Koeffizienten  273;  (Liesche  -e,  s.  dort); 
(vgl.  Differentialsysteme);  Varia- 
tion s  -  e ,  s.  dort ;  -e  gew.  Diff.-Gl.  1 .  Ord. 
245(8.Diff.-Gleichungen);  — part. 
Diff.-Gl.:  passives  Differential-  321; 
-e  von  part.  Diff.-Gl.  mit  2  unabh.  Va- 
riablen 366,  mit  m  unabh.  Veränder- 
lichen 389;  abgeleitetes  —  eines  -s 
PfafFscher  Gleichungen  398;  vollstän- 
diges abgeleitetes  —  398 ;  -e  part.  Diff.- 
GL,  welche  die  Koord.  der  Flächenele- 
mente l.ürd.  mehrerer  (to  -f- 1)  dimen- 
sionaler  Räume  enthalten  310 ;  systfeme 
franc  (besonderes  —  part.  Diff.-Gl.) 
300;  geschlossenes  —  ^  Gruppe  403; 
-e  von  Fuuktionalgleichungen  801. 

T 

Tabelle  zur  Bestimmung  der  Werte 
der  Koeffizienten  einer  trig.  Entwick- 
lung 689. 

Tafeln,  —  zur  Berechnung  der  T-Funk- 
tion   170;   —  des  Integrallogarithmus 


175;  —  bestimmter  Integrale  (Bierens 
de  Haan)  14S,  187 ;  —  der  Kugelfunktio- 
nen P"{x)  708;  —  der  Besselschen 
Fnntionen  757;  —  für  tp[a)  170. 

Tagesmittel,  Bravaissches  und  La- 
1      montsches  —  665. 

Tangenten,  -formel  von  Poncelet  120; 
-koeffizienten  in  der  Entwicklung  von 

tg  ("T-  +  -f-j  =  eec  a;  -f-  tg  a;  183. 

Taylor,  -sehe  Entwicklung  einer  Funk- 
tion einer  reellen  Variablen  75,  kom- 
plexer, mehrerer  Variablen  77,  Ver- 
allgemeinerungen 78;  -sehe  Reihe  78; 
Daretellbarkeit  einer  Funktion  durch 
die  -sehe  Entwicklung  79;  Analogie 
zur  -sehen  Formel  in  der  Theorie  der 
gew.  linearen  DiflF. -Gl.  n'""'  Ord.  260, 
bei  der  Darstellung  einer  distributiven 
Operation  durch  eine  Reihe  778;  Ver- 
allgemeinerung der  -sehen  Reihe  durch 
die  Reihe  von  Abel  in  der  Funktional- 
rechnung 783 ;  UmkehruDg  der  -sehen 
Reihe  1324. 

Tchebycheff,  siehe  Tschebyscheff. 

Teilsystem  eines  Systems  nichtlinearer 
part.  DifF.-Gl.  1.  Ord.  mit  »i  Unbekann- 
ten und  m  unabhängigen  395. 

teilweise,  s.  partiell. 

Telegraphistengleichung  560. 

Temperaturschwankungen,  Ein- 
dringen der  täglichen  und  jährlichen 
—  in  den  Erdboden  1186. 

Termine  von  Beobachtungen  644. 

tesserale   harmonische   Funktion   712. 

thalweg,  lignes  de  —  2i3. 

Thetafunktion, Transformation  der  — 
1339,  Bezieh,  zu  den  Gaußschen  Sum- 
men  188. 

Thomson,  -sches  Prinzip  493; Di- 

richletsches  Prinzip  494,  Kritik  des- 
selben 494;  J.  -scher  Telegraph  131; 
W.  -scher  harmonischer  Analysator 
134 ;  W.  -scher  Integrator  linearer  Difif.- 
Gl.  134. 

tide  predicter  690  (zur  Zusammen- 
setzung beliebiger  Komponenten  zu 
einer  periodischen  Schwingung). 

toroidal  functions  727. 

total,  —  unstetige  Funktion  41,  97; 
-es  Differential  110;  wann  ist  ein  Dif- 
ferentialausdruck ein  -es  Differential 
112;  unsymmetrischer  Charakter  der 
Bedingungen  für  das  -e  Differential  69. 


Trausformation  —  Transzendente 
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Transformation,  —  mehrfacher  In- 
tegrale 107,  147,  —  zur  Ermittlung 
der  Oberfläche  eines  Ellipsoids  usw. 
108;  —  eines  uneigentlichen  Integrals 
in  ein  eigentliches  144;  —  von  Diffe- 
rentialausdrücken (speziell  von  AF) 
116;  —  einer  quaternären  quadra- 
tischen Form  auf  eine  Summe  von 
Quadraten  1072;  orthogonale  —  einer 
tern'ären  bilinearen  Form  1072  (bei 
der  Reduktion  von  Doppelintegralen); 

—  der  2.  Variation  ä^J^  nach  Le- 
gendre  587,  nach  Jacobi  588,  nach 
Hesse  und  Frobeniue  590,  von  <J' J7„ 
591;  —  der  ersten  Variation  eines 
Doppelintegrals  615;  Laplacesche  — 
einer  Operation  781;  —  einer  Potenz- 
reihe in  einen  linearen  Differential- 
ausdruck unendlich  hoher  Ordnung 
782;  —  von  Funktionalausdrücken 
782  ff.,  als  symbolische  Gleichung  817; 

—  irregulärer  in  reguläre  gew.  Diff.- 
61.  782;  —  A,  von  Heine  oder  von 
Euler  784;  Weierstraßsche  — derlnte- 
gralditferenz  A./  in  der  Variations- 
rechnung 628;  —  bei  gew.  Diff. -Gl. 
oder  Systemen  gew.  Dif f. -Gl. :  Lies 
Integration  von  Diff. -Systemen  mit  be- 
kannten -Bgruppen  2.S4,  238,  249;  Me- 
thode der  —  von  Differentialsystemen 
235;  Integration  einer  Diff.-Gl.  1.  Ord., 
welche  eine  bekannte  infinitesimale  — 
zuläßt  239;  —  von  linearen  Differen- 
tialsystemen 274;  Lies  Theorie  der 
Diff.-Gl.  n*"  Ord.,  die  Gruppen  von 
Punkt-eu  gestatten  258;  -sgruppe  einer 
linearen  Diff.-Gl.  w'"  Ord.  290;  -spro- 
blem  ^  Integrationsproblem  235;  Inte- 
gration von  Systemen  mit  bekannter 
-sgruppe  249;  Differentialfunktionen, 
die  -en  der  allgemeinen  homogenen 
linearen  Gruppe  F  zulassen  268;  — 
bei  partiellen  Diff.-Gl.  oder  Sy- 
stemen partieller  Diff.-Gl:  — 
der  Ditferentialsysteme  310ff. ;  Beruh - 
rungs-,  8.  dort;  Fläehen-en  von 
Bäcklund  bei  Systemen  partieller  Diff.- 
Gleich.  311;  infinitesimale  —  Af, 
von  einem  vollständigen  System  part. 
Difl'.-Gl.  gestattet  317;  die  Lie-Meyer- 
Bche  —  Jacobischer  Systeme  321;  — 
des  Pfaffschen  Ausdrucks  A  327;  all- 
gemeinste —  des  Pfaffschen  Ausdrucks 
A  bzw.  der  Pfaffschen  Diff.-Gl.  A  =  0 


in  sich  328;  Laplacesche  —  linearer 
part.  Diff.-Gl.  2.  Ord.  384;  Überführung 
einer  linearen  part.  Diff.-Gl.  in  sich 
durch  alle  Transformationen  einer  gew. 
unendlichen  Gruppe  von  Punkt-en  387 ; 

—  eines  Funktionensystems  404; 
r-fach  unendliche  Schar  von  -en  404 ; 
identische  —  einer  Transformations- 
schar 404;  zu  einer  —  inverse  —  405; 
infinitesimale  —  409;  unendlich  oft 
wiederholte  infinitesimale  —  409;  un- 
endlich kleine  —  410 ;  —  einer  Gruppe 
in  sich  414;  mit  einer  Gruppe  ver- 
tauschbare —  414;  —  uneigentlicher 
Integrale  in  eigentliche  144;  —  Reihen 
1337,  der  Thetafunktionen  1339. 

Trans  form  ationsgrupp  e,kontinuier- 
liche  -n  401  ff. ;  Definition  einer  end- 
lichen kontinuierlichen  —  405,  Defi- 
nitionsgleichungen 408;  Defin.  einer  r- 
gliedrigen  —  durch  ein  System  vonDiff.- 
G1.406 ;  Zusammensetzung  einer  — 411 ; 
miteinander  vertauschbare  —  412  (s. 
Gruppe);  Liesche  Theorie  der  —  und 
die  Integrationstheorien  der  gew  Diff.- 
Gl.  234;  gew.  Diff.-Gl.,  die  eine  ge- 
gebene eingliedrige  —  zulassen  239; 
Integration  eines  Systems  gew.  Diff.-Gl. 
mit  bekannter  —  249.  S.  auch  Ba- 
tionalitätsgruppe. 

Transformierte,  —  oder  Resolvente 
einer  gew.  Diff.-Gl.  mit  Fundamental- 
lösungen 268;  —  einer  Operation  im 
Operationskalkül. 

transient  fonctions  972. 

transitiv,  einfach  -e  Transformations- 
gruppe  in  der  rationellen  Integr.-Theo- 
rie  der  Lieschen  Systeme  292. 

Transitivität,  —  einer  Gruppe  416,  417; 

—  im  Infinitesimalen  4i6. 

Translation  des  Planimeterstabes  129. 

transmutations  additives  (distri- 
butive Operationen)  777. 

Transversalen  eines  Feldes  von  Ex- 

tremalen  627. 
transzendent,   Eulersche  -e  Funktion 

4;   -e  Opei-ationen  4;   Joh.  Bernoulli- 

sche  und   Leibnizsche  -e  Funktion  4; 

-e  Funktion  4,   5;  -e  Funktionen  von 

Symbolen  768. 
transzendental-transzendente 

Funktion  802. 
Transzendente,  Theorie  der  Verglei- 

chung  der  -n  240. 


1410 


Trapezformel  —  Umformung 


Trapezformel  120. 

Trennung,  Methode  der  —  der 
Variablen  233,  236,  237,  Liesche  Sy- 
stematisierung der  Methode  239;  Me- 
thode der  —  der  Operations-  und 
Quantitätssymbole  als  Quelle  diver- 
genter trig.  Reihen  833;  —  zweier 
Perioden  von  derselben  Größenordnung 
bei  der  hanuonischen  Analyse  usw. 
666 ff.;  Hilfsmittel  zur  —  verschiedener 
Perioden  692. 

Tresse  sehe  Normalform  eines  Systems 
part.  Diif.-Gl.  299. 

trigonometrische  Entwicklungen 
81 9  ff. ;  —  analytischer  Funktionen  6, 
825  ff. ;  —  willkürlicher  Funktionen 
952  ff.,  957;  —  trigonometrischer  Funk- 
tionen 903,  937  ff. ;  —  hyperbolischer 
Funktionen  904;  spezielle  — ,  die  in 
versch.  Intervallen  verschiedenen  Ge- 
setzen gehorchen910;  spezielle— 911ff.  ; 

—  elementarer  Funktionen,  aufgefaßt 
als  hypergeometrische  Reihen  918;  — 
von  log  r(x)  919;  —  der  Potenzen  von 
N  =  a  -\-  b  coa  X  -\-  c  ain  x-\-  d  cos'  x 
-(- e  cosxsina; -f- /sin-x  886;  —  der 
Potenzen   von  cos  a;  und  sina;  837  ff. ; 

—  von  Potenzen  trigon.  Funktionen 
856;  —  rationaler  ganzer  Funktionen 
857  ff.;  —  der  Potenzen  der  wahren 
Distanz  2er  Punkte  nach  den  Ko- 
sinus der  Vielfachen  der  scheinba- 
ren Distanz  875;  —  der  Sphärik 
887 ff.;  —  der  Theorie  der  ellipt.  Be- 
wegung 891  ff.,  siehe  Anomalie;  — 
von  trigonom.,  hyperbolischen  und  Ex- 
ponentialfunktionen 902  ff. ;  —  aus  Po- 
tenzreihen erhalten  913;  — ,  die  mit 
iterierten  Integralen  rationaler  Funk- 
tionen zusammenhängen  868;  — ,  deren 
Koeffizienten  höhere  Transzendenten 
darstellen  919,  Differentialgleichungen 
genügen  922;  —  einer  Funktion  für 
ein  beliebiges  Intervall  930,  nach  den 
Sinus  oder  Cosinus  allein  923,  nach 
den  Funktionen  der  ungeraden  Viel- 
fachen des  Arguments  931  ff. ,  nach 
den  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen 
927,  nach  den  Vielfachen  des  Argu- 
ments, die  zu  1  oder  3  (mod.  4)  kon- 
gruent sind  943;  unharmonische  — 
1050;  1063 ff.;  mehrfache  —  1067 ff. 
igonometrische  Reihen  (s.  trig. 
Entwicklungen),  —  als  Darstellung 


von  Lösungen  gew.  part.  Diff.-Gl.  5; 

—  zur  Darstellung  jeder  willkürlichen 
Abhängigkeit  6;  näherungs weise  Dar- 
stellung einer  graphisch  gegebenen 
Abhängigkeit  durch  —  6;  Darstellung 
von  Grenzfällen  analytischer  Funk- 
tionen durch  — •  8;  Darstellung  punk- 
tiert unstetiger  Funktionen  durch  — 
41;  Integration  partieller  Diff.-Gl. 
durch  —   1205,   1254. 

trigonometrische  Integrale  819ff.; 

—  von  Produkten  trig.  Funktionen 
848  ff.;  Differentiation  u.  Integration 
von  -n  1161;  mehrfache  —  11G3.  In- 
tegration part.  Differentialgleichungen 
durch  —  1219,   1263. 

trigonometrische  Inter  23  olation(s. 
Inh. -Verzeichnis  zu  Art.  9  a  S.  642); 
-sformeln  von  Clairaut  646,  Lagrange 
647,  Bessel  648,  Tschebyscheff-Bruns 
653,  Leverrier  654;  Diskussion  der 
Koeffizienten  -sformeln  649,  651,  651 ; 
komplexe  —  651;  s.  Koeffizienten. 

Tschebyscheff,  -sehe  trig.  Interpola- 
tionsformel 653,  Summationsformel 
von  —  126,  Integralformel  von  —  1172. 

type,  Cauchysche  Bezeichnung  für  einen 
der  verschiedenen  Werte  einer  impli- 
ziten Funktion  1020. 

Typus,  elliptischer,  hyperbolischer,  para- 
bolischer —  einer  partiellen  Diff.-Gl. 
2.  ürd.  510;  rein  elliptischer,  hyper- 
bolischer, parabolischer  —  einer  par- 
tiellen Diff.-Gl.  höherer  Ord.  mit  mehr 
als  2  unabh.  Variablen  567. 

U 
Überführung  von  Reihen  1338. 
Übergang     von     Lösungen     partieller 
Diff.  -  Gleichungen     ineinander     1204, 
1225,  1227. 
I  Übergangsbedingungen     bei     par- 
j      tiellen  Diff.-Gl.  der  Physik  1050. 
Ultrakugelfunktionen  732. 
Umfahren,    einer    ebenen   oder   sj^hä- 
rischen  Kontur  mit  dem  Fahrstift  beim 
1      Planimeter  128. 

Umformung,  —  von  komplexen  Potenz- 
reihen in  trigonometrische  826,  838; 
—  von  Reihen,  die  nach  Potenzen  von 
cos  X  fortschreiten,  in  trigonometrische 
829;  —  der  Koeffizienten  trig.  Reihen 
durch  wiederholte  partielle  Integration 
1      1040 ;  Ersetzen  divergenter  trig.  Reihen 


Umgebung  —  Untergruppe 
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mittels  -en  durch  konvergente  1045;  — 
von  Reihen  1337. 

Umgebung,  —  einer  im  Innern  eines 
Intervalls  liegenden  Stelle  11;  links- 
und  rechtsseitige  —  eines  Punktes 
11;  —  eines  Punktes  des  w-dimen- 
sionalen  Raums  ii. 

umkehrbar  endlich  deutige  Be- 
ziehungen zwischen  den  Flächenele- 
menten zweier  Involutionssysteme  n'°'' 
Ord.  311. 

Umkehrung,  —  bestimmter  Integrale 
781,  803,  mit  festen  Grenzen  804,  808, 
mit  veränderlichen  Grenzen  807;  — 
der  Fouriersehen  Integrale  804 ;  —  tri- 
gonometrischer Reihen   891,  895,  944; 

—  einer  Laplaceschen  Transformation 
781,  SOI;  —  der  Taylorschen  Reihe 
1324. 

Umring,  Problem  der  Kurven  kürzesten 
-s  611,  612  636. 

Unabhängigkeitssatz,  Huberts  — 
über  das  Feldintegral  in  der  Varia- 
tionsrechnung 628,  beim  allgemeinen 
isoperimetrischen  Problem  G32. 

unaufgelöst,  -e  Difi".-Gl.  1.  Ord.  242, 
»'"  Ord.  259;  Integration  der  -en 
Form  eines  Systems  pari.  Diff.-Gl.  S2i. 

unausgedehnt,  -e  Menge  40;  -e  und 
nirgends  dichte  Menge  40. 

unbedingt  konvergent,  siehe  konver- 
gent. 

Unbekannte,  Bezeichnung  der  -n  in 
einem  Ausdruck  8. 

unbeschränkt,  —  veränderliches  a;  11; 

—  differenzierbare  Funktion  23 ,  und 
analytische  Funktion  23;  differenzier- 
bare nichtanalytische  Funktionen  als 
Summe   analytischer  Funktionen  und 

—  diiferenzierbarer  Fourierscher  Rei- 
hen dargestellt  24;  —  integrables  Sy- 
stem part.  Diff.-Gl.  305. 

unbestimmt,  -e  Formen  25,  975  (hier 
x^  für  a-  =  0 ,  y  =  0) ;  Stellen  -en  Un- 
endlichwerdens einer  Funktion  31;  -es 
Integral,  s.  dort. 

Unbestimmtheit, -sgrenzeneinerFunk- 
tion  f{x)  für  x  =  a  13,  rechtsseitige  — 
(rechte,  vorwärts  gebildete)  14;  -s- 
grenzen  des  rechtsseitigen  (linksseiti- 
gen) Differenzquotienten  einer  f{x) 
64;  -sgrenzen  einer  Funktion  von  n 
Variablen  beim  simultanen  Grenzüber- 
gang 50;  -senveloppen  17. 


uneigentlich,  -e  bestimmte  Integrale 
102,  137,  143;  -  definierte  Funktion 
16;  —  definierter  Funktionswert  an 
einer  Stelle  16,  25. 

unendlich,  —  große  Werte  der  Funk- 
tion f{x)  und  des  Arguments  x  16; 
-keitsstellen  einer  f(x),  gewöhnliche 
-keitsstellen  mit  Oszillation  30,  si; 
Stellen  unbestimmten  -werdens  31; 
Gleichungssystem  mit  —  vielen  Un- 
bekannten (bei  der  Darstellung  der 
Koeffizienten  trig.  Reihen  durch  -e 
Reihen)  920;  kleine   Größen  70,   972; 

—  klein  und  physikalisch  sehr  klein 
976;  —  kleine  (infinitesimale)  Trans- 
formation 410;  —  kleine  Schwingungen 
952;  Bedeutung  von  sin  ex»  u.  cos  cc 
984. 

unendliche  Reihen,   Integration  der 

—  144;  siehe  Entwicklungen, 
ungestörtes  dynamisches  Problem  345. 
unharmonisch,  -e  trig.Reihen  1050  flF.; 

mehrfache  -e  trig.  Reihen  1069  ff;  -e 
Form  des  trig.  Integrals  1159. 

unstetig,  punktiert  -e  Funktion  39; 
linear  -e,  total  -e,  punktiert  -e  inte- 
grable  Funktion  f{x)  40,  96;  total  -e 
f{x)  mit  hebbaren  und  nicht  hebbaren 
-keiten  41;  total  -e  nicht  integrable 
f{x)  97;  Sätze  über  punktiert  -e  Funk- 
tionen 41 ;  -e  Funktion  f(x)  für  x  =  a 
28;    pantachisch  -e   Funktion   40,  42. 

ünstetigkeit,  -en  von  f(x)  (Unste- 
tigkeitspunkt)  28;  Konvergenz-Unste- 
tigkeitspunkt  52;  hebbare  —  von  f{x) 
29,  29,  30;  —  1.  Art  (gewöhnliche  — ) 
28;  —  2.  Alt  29;  pantachische  —  1. 
u.  2.  Art  41,  42;  endliche  —  28;  un- 
endliche —  30;  Modifikationen  von -en 
31 ;  totale  —  41 ;  Funktionen  mit  un- 
endlich vielen  -en  in  endlichen  Inter- 
vallen 37,  89;  Zusammenhang  zwischen 
den  -en  einer  in  eine  trig.  Reibe  ent- 
wickelten Funktion  und  den  Koeffi- 
zienten der  Reihe  1042;  -en  einer  durch 
das  Fouriersche  Integral  darzustellen- 
den Funktion  1097;  Verhalten  einer 
trig.  Reihe  an  -sstellen  der  zu  ent- 
wickelnden Funktion  1046;  die  mit 
einer  part.  Diff.-Gl.  verträglichen  -en 
1248. 

Untergruppe,  —  einer  Gruppe  411; 
invariante  —  411;  ausgezeichnete  — 
411 ;  Haupt-  412. 


1412 


Unterschied  —  versteckte  Periodizitäten 


Unterschied,  —  {a,  b)  (ecart)  zweier 
Punkte  des  w-dimcnsionalen  Baumes 
44;  Koordinaten- (a,,  —  6,,)  von  2  Punk- 
ten dieses  Raums  44. 

unvollständige  F-Funktion  158. 

Ursprung,  zum  —  asymptotische  Lö- 
sungen eines  Systems  gew.  Diff-Gl. 
1.  Ord.  2-28. 


valeur  principale,  siehe  Haupt- 
wert. 

Variable  (Veränderliche),  Begriff  der 
—  3;  reelle  —  8;  Bereich  der  reellen 
-n  8;  freie  —  11;  stetige  —  11;  unab- 
hängige und  abhängige  —  bei  f(x)  11 ; 
Bereich  einer  reellen  -s,  s.  Bereich, 
Kontinunm. 

variable,  —  Koeffizienten  in  den  Grenz- 
bediugungen  bei  part.  Diff.-Ol.  1251; 
mit  der  Zeit  —  Crrenzflächen  bei  part. 
Diti'.-Gl.  1252. 

Variablen,  Einführung  neuer  —  bei 
bestimmten  Integralen  1.S7,  zur  In- 
tegration gew.  Diff.-Gl.  235,  bei  der 
Transformation  mehrfacher  Integrale, 
siehe  Transformation;  Methode  der 
Trennung  der  —  bei  Diff.-Gl.  1.  Ord. 
236;  Bestimmung  aller  Transf -Grup- 
pen von  gegebener und  Parameter- 
zahl 425. 

Variation,  -en  einer  abhängigen  Größe 
572;  -szeichen  ä  574;  reine  und  ge- 
mischte • —  576;  spezielle  —  durch 
Änderung    eines   Parameters   576;  — 

b 

des  Integrals  /„^  j  f{3:,y-,y',- ■  ■y^"')dx 

575  (allgemeine  Variation.sformel  von 
Euler)  477;  zweite  —  von  J^  587; 
zweite  —  von  /„  489,  591;  von 
U„  592;  Inbegriff  der  -en  60.S,  604; 
höhere  -en  609;  —  von  Doppel- 
integralen  615;  zweite  —  eines  Dop- 
pelintegrals 617;  Clebschs  reduzierte  ' 
Form  der  2.  —  592,  618,  634, 
635;  n*°  —  in  bezug  auf  den  Kurven- 
parameter f  bei  der  Scheetferschen 
Untersuchung  bedingter  Extreme  auf 
analytischen  Kurven  durch  den  betr. 
Punkt  ^  Kntwickluugskoeffizient  der 
entsprechenden  Potenz  von  f  in  der 
Kurvenentwicklung  86;  zweite  —  des  i 
Inhalts      einer      Minimalfläche      619;  [ 


-sproblem,  das  auf  die  Difi'.-Gl. 
All  -\-  k-u  =  0  führt  544;  Variations- 
probleme, die  zu  einer  vorgelegten 
Diff.-Gl.  gehören  637;  siehe  isoperi- 
metrische Aufgaben;  —  integrale 
(bei  Cauchy)  1023;  fonctions  ä  — 
bornee  40. 
Variation,  Methode  der—  der  Kon- 
stanten: —  zur  Integration  nichtho- 
mogener gew.  linearer  Diff-Gl.  1.  Ord. 
263;  —  zum  Beweis  der  Existenz  eines 
Integrals  eines  Systems  gew.  Diff.-Gl., 
das  bestimmten  Anfangsbedingungen 
genügt  204 ;  —  bei  der  Integration  nicht- 
linearer part  Diff.-Gl.  1.  Ord.  346, 
351;  Imschenetzkys  —  bei  part.  Diff.- 
Gl.  2.  Ord.  36;);  —  einer  periodischen 
Funktion  641. 
Variationsrechnung  571  ff.,  626  ff.; 
Variationssystem,     einem     System 

gew.  Diff.-Gl.  zugeordnetes  —  254. 
Vektor,  -potential  477;  —  oder  Punkt 
durch  eine  Potenzreihe  im  Funktional- 
raum dargestellt  777. 
vektorielle   Interpretation   der    Funk- 
tionalopeiationeu  in  einem  Räume  von 
n    Dimensionen    776,    von    unendlich 
vielen  Dimensionen  777. 
Veränderliche,  siehe  Variable. 
Verbindungslinie,  kürzeste  —  zweier 
Punkte  in   einem   einfach  zusammen- 
hängenden endlichen  Bereich  637. 
vereinigt    liegende   benachbarte    Flä- 
chenelemente 308,  310. 
Vergleichskurve     in     einem     Extre- 

malenfelde  1127. 
Verhalten,    —    einer  trig.  Reihe    an 
Unstetigkeitsstellen   der   darzustellen- 
den   Funktion    1048,  29,  32;    —   einer 
durch  eine   Potenzreihe    dargestellten 
Funktion  in   der  Nähe  eines  Punktes 
des  Kouvergenzkreises,  wo  die  Funk- 
tion einen  endlichen  Stetigkeitssprung 
aufweist  1050. 
verknüpft,    invariant    -e    Systeme   li- 
nearer    partieller    Diff.-Gl.     316;     mit 
seinem  adjungierten  System  invariant 
-es  System  totaler  Diff.-Gl.  318. 
Verlegung  des   Integrationsweges    bei 

komplexer  Integration   1143. 
Verschmelzung,  das  Picardsche  Ver- 
fahren ringförmiger  —  bei  Randwert- 
aufgaben 554. 
versteckte      Periodizitii  ten ,     Auf- 


vertauBchbar  —   Weieratraß 
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suchen  derselben  nacli  verschiedenen 
Methoden  675,  678,  679,  680,  681,  682. 

vertauschbar,  miteinander  -e  grup- 
penerzeugende infinitesimale  Trans- 
formationen 412;  miteinander  -e  Trans- 
formationsgruppen 41. '>  ;  mit  einer  Grup- 
jie  -e  Transformation  414. 

Vertauschbarkeit  des  Zeichens  der 
Variation  mit  dem  des  Differential- 
quotienten 576. 

Vertäu  seh  ung,  —  der  Integrations- 
reihenfolge bei  einem  Doppelintegral 
105,  105,  148,  854;  —  der  Reihenfolge 
zweier  Grenzübergänge  102,  971  if., 
bei  Konvergenzbeweisversuchen  trig. 
Reihen  1000;  —  der  Reihenfolge  der 
Summation  in  einer  Doppelreihe  974, 

874,    983. 

Vertauschungssatz,  —  der  Green- 
schen  Funktion  in  der  Potentialtheorie 
516,  486;  —  bei  einer  nicht  sich  selbst 
adjungierten  Diff.-Gl.  516;  —  bei 
einer  sich  selbst  adjungierten  Diff.-Gl 
541. 

Verwandlung,  —  schlecht  konvergie- 
render trig  Reihen  in  besser  konver- 
gierende 945;  — ■  von  Integralen  ver- 
schiedener Vielfachheit  ineinander  616. 

Verzweigungspunkt,  algebraischer 
—  eines  Integrals  eines  System.s  gew. 
Diff.-Gl.  bei  singulären  Anf- Bedin- 
gungen 206;  —  der  Funktion  f  der 
Diff.-Gl.  y  =f{x,y)  209,  210;  -e  bei 
anderen  Diff.-Gl.  211,  215. 

vollständig,  -es  System  linearer  part. 
Diff.-Gl.  362;  -e  harmonische  Funktion 
eines  Gebietes  468. 

Volumen,  Definition  des  -8  eines  Kör- 
pers durch  mehrfaches  Integral  106. 

Vorzeichen,  —  von  8-Ll„  nach  Mayer 
5116;  Soheeffetsche  Methode  zur  Be- 
stimmung des  -s  von  ä'  U„  600. 

W 

Wiirmeleitung,  —  in  einer  Kugel  (als 
Randwertaufgabe)  ax,  565;  —  in  einer 
Kugelschale  (Auftreten  unharmonischer 
trig.  Reihen)  1054,  ebenso  in  einer 
aus  Kern  und  Schale  zusammeu^je- 
setzten  Kugel  1056;  —  in  einem  Stab 
unter  best.  Grenzbedingungen  (unhar- 
monische trig.  Reiben)  1053;  Laplace- 
Bche  Form  der  -agieichung  1088;  -s- 
gleiehung   in    einem    linearen    Leiter 


'  von  der  Länge  /  562:  —  in  einem 
3-dimensionalen  Gebiet  (Fouriersches 
Problem)  565;  —  in  einem  Ringe  563, 
524;  —  in  einem  beiderseits  unend- 
lich langen  Stabe  563,  564:  —  in  einem 
Kreiszylinder  565 :  —  in  einigen  eben- 
flächig  begrenzten,  besonder.'i  symme- 
trischen Körpern  565;  —  in  einem 
dünnen  in  sich  zurücklaufenden  Draht 
448;Diff.-Gl.  der— ,  siehe  Dif  f. -Glei- 
ch un  gen;  -spi'oblem,  wenn  das  Du- 
long-Petitsche  Erkaltungsgesetz  ange- 
nommen wird  1184. 

Wärmemenge,  Entwicklung  der  — . 
die  ein  Teil  der  Erdoberfläche  von 
der  Sonne  bekommt,  nach  trig.  Funk- 
tionen der  Zeit  1084. 

Wagen,  Integrator-  132. 

wahr,  Entwicklung  der  Potenzen  der 
-en  Distanz  zweier  Punkte  nach  den 
Cosinus  der  Vielfachen  der  schein- 
baren  Distanz    875;    -er    Wert    eines 

Ausdrucks  der  Form  —  oder  —  25,  998. 
0  rx) 

wahrscheinlich,  -ste  Werte  der  Ko- 
effizienten einer  trig.  Interpolations- 
formel 648;  -e  Koeffizientenfehler  trig. 
Interpolationsformeln,  aus  denjenigen 
der  Beobachtungen  erschlossen  gu. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
Kritik  der  Methoden  zur  Aufsuchung 
versteckter  Periodizitäten  vom  Stand- 
punkt der  —  aus  683. 

Wallissche  Formel,  —  150,  165:  Ver- 
wendung der  —  beim  Ersetzen  der 
Koeffizienten  gew.  Reihenentwicklun- 
gen durch  ihre  asymptotischen  Werte 
1107. 

Wasserwellen,  Cauchys  Preisschrift 
über  —  1150, 1153;  Diff.-Gl.  der  — ,  siehe 
Differentialgleichungen. 

Weierstraß,  Lagrange  -sehe  Funktion 
7 ;  -scher  Satz  über  die  obere  und  bzw. 
untere  Grenze  einer  Funktion  in  einem 
Intervalle  12,  beim  Beweis  des  Mittel- 
wertsatzes der  Diff.- Rechnung  66, 
bei  mehreren  Veränderlichen  48 ;  -sches 
Beispiel  einer  nirgends  ditferenzier- 
baren  stetigen  Funktion  22,  64,  38; 
-scher  Satz  vom  Häufuugspunkt  45; 
-scher  Mittelwertsatz  der  Integralrech- 
nung 99;  -sehe  Relation  für  die  Gam- 
mafunktion  161,  166;  -sehe  Theorie 
(Tran.sformation)    in    der    Variations- 
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Wellen  —  Zusammensetzung 


rechnung  626;  -sches  Kriterium  für 
starke  und  schwache  Extreme  608, 
629,  632;  -sehe  Konstruktion  beim 
isoperimetrischen  Problem  632;  Defi- 
nition der  -sehen  J-Funktion  durch 
eine  Funktionalgleichung  und  Partial- 
bruchzerleguDg  800;  -scher  Satz  über 
das  Maximum  einer  stetigen  reellen 
Funktion,  Erweiterung  auf  Funktional- 
operationen 788. 

Wellen,  Diff. -Gl.  der  kugelförmigen 
FlüBsigkeits-  1173,  der  endlichen  Was- 
ser- ein  einem  seichten  Kanal  1204 
(siehe  Wasserwellen);  Problem  der 
Brechung  und  Reflexion  longitudinaler 
—  an  der  Grenze  zweier  isotroper 
Mittel  1207. 

Wendepunkt  mit  vertikaler  Tangente 
in  pantachischen  Punkten  einer  Funk- 
tion 43. 

Wert,  wahrer  —  unbestimmter  Aus- 
drücke 25,  998;  numerischer  —  einer 
rationalen  Differentialfunktion  V  289. 

Wertevorrat  einer  Funktion  f{x)  für 
cc  =  a  13,  14. 

wesentlich,  Begriff  der  —  singulären 
Stelle  bei  Cauchy  1023. 

Widerstand,  Rotationsfläche  kleinsten 
-es  621. 

willkürliche  Funktion,  Entwick- 
lung einer  —  in  eine  Fouriersche 
Reihe  957,  5;  Entwicklung  des  Be- 
griffs einer  —  958;  -en  im  allgemeinen 
Integral  einer  part.Diff.-G  1.960;  Reihen, 
die  nach  den  sukzessiven  Ableitungen 
-r  -en  fortschreiten  1173. 

W  r  0  n  s  k  i ,  Verallgemeinerung  der  -sehen 
Determinante  795;  zur  -sehen  Deter- 
minante analoge  Determinante  in  der 
Funktionalrechnung  79B;  -sehe  formale 
Entwicklungen  78. 

Wurzelfunktionen,  Analogen  der 
Theorie  der  rationalen  -—  einer  alge- 
braischen Gleichung  in  der  Theorie 
gew.  linearer  Diff.-Gl.  267. 

Wurzeln,  —  der  Gleichung  J?(A)  =  0 
(Lamesche  Funktion)  736,  452;  —  von 
J-^(i)  =  0,  750,  751,  r„(i)=0,  751;  — 
der  Lamö-  (Stieltjes)schen  Polynome 
455,  456;  —  determinierender  Glei- 
chungen 1051,  1059,  1061,  106G  (siehe 
dort);  Berechnung  der  —  algebrai- 
scher oder  transzendenter  Gleichungen 
durch  Iteration  792,  793;  (eigentliche) 


—  der  Operation  A'"  776;  —  einer  di- 
stributiven Operation  776,  779;  Sturm- 
scher Satz  über  die  —  zweier  aufein- 
anderfolgender ausgezeichneter  Lösun- 
gen bei  Randwertaufgaben  mit  gew. 
Diff.-61.  444;  Darstellung  der  —  von 
Gleichungen  durch  Integrale  1307. 
Wurzelraum  einer  Operation  776. 


Zahlen,  Cauchysche  — ,  Bernoulli- 
sche  — ,  siehe  dort;  Funktionen 
großer  —  1343  ff.,  856,  901,  902. 

Zahlen  theorie,  Anwendung  des  Rech- 
nens mit  Symbolen  auf  —  775. 

Zwischenwechsel  in  der  Folge  der 
Ableitungen  der  Funktion  1062,  1062. 

Zeile,  Adjungierte  der  ersten  —  272. 

Zerlegung,  —  des  Integrationsinter- 
valls zur  Auswertung  best.  Integrale 
138,  154;  —  des  Integrals  für  die  T- 
Funktion  158;  normale  —  einer  Gruppe 
in  eine  Folge  von  Gruppen  280,  411, 
427 ;  —  eines  m-dimensionalen  Raumes 
in  oo"'~''  fi-fach  ausgedehnte  Punkt- 
mannigfaltigkeiten  316. 

zerstreut,  -e  Mengen  ^  nirgends 
überall  dichte  Mengen  (von  Unstetig- 
keiten  einer  Funktion  in  einem  end- 
lichen Intervall)  39. 

Zickzacklinie,  Legendresche  —  zur 
Approximation  einer  Extremalen  603. 

Zipfel,  parabolische  —  556. 

zonale,  —  harmonische  Funktion  701, 
704,  712;  —  Ringfunktionen  727. 

zugeordnete  Kugelfunktionen,  siehe 
Kugel  funktionen. 

Zurückffihrung,  —  gewöhnlicher  Diff.- 
Gl.  «''"■  Ord.  auf  ein  gewöhnliches 
Differentialsystem  n*"  Ord.  233;  — 
nichtlinearer  part.  Diff-Gl.  1.  Ord.  auf 
Systeme  gew.  Diff.-Gl.  von  Lagrange 
337,  Pfaff  338,  Cauchy  339,  Jacobi  340. 

Zurückleitungsrechnung  60. 

zusammenhängender  Bereich  von  n 
Veränderlichen  45,  46. 

zusammengesetzte  Gruppen  427. 

Zusammensetzung,  —  einer  Transf.- 
Gruppe  411;  Bestimmung  aller  Typen 
der  —  einer  Gruppe  426;  Satz  über 
die  Konstanz  der  Faktoren  der  —  von 
Gruppen  427 ;  die  4  Typen  der  —  einer 
einfachen  Gruppe  428;  Bestimmung 
aller  Gruppen  von  gegebener  —  429; 


zweiachsige  —  Zvlinderhuf 
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—  mehrerer  periodischer  Terme  zu 
einem  einzigen  673;  Apparat  zur  — 
harmonischer  Komponenten  689,  siehe 
Apparat. 

zweiachsige  harmonische  Flächen- 
funktion 713. 

zweiläufige  Randbedingung  512. 

zweisternige  Fläche  498. 

Zwischentypen  von  Diff.-Gl.  höherer 
als  2.  Ord.  mit  mehr  als  2  unabh. 
Veränderlichen  567. 


Zylinder,  Funktionen  des  elliptischen 
-s  758,  des  parabolischen  -s  759. 

Zylinderfunktionen,  siehe  Bessel- 
sche  Funktionen;  —  rein  imaginären 
Ai-guments,  mit  einer  Exponentialfunk- 
tion multipliziert,  als  Integrale  einer 
gew.  Diff.-Gl.  2.  Ord.  ii06. 

Zylinderhuf,  Komplanation  eines  -es 
bei  der  Berechnung  der  während  eines 
Tages  einem  Ort  von  der  Sonne  zu- 
gesandten Wärmemenge  1084. 


Bericlitie:nn2:en . 


S.  5,  Fußnote  16).     Im  vierten  Gliede  der  Reihe  ist  — -  statt  '—:  zu  setzen. 

6  6 

S.  5,  Fußnote  17).     Im  dritten  Gliede  der  Reihe  ist  -—  statt  — -  zu  setzen. 

o  o 

S.  12.  Die  mit  60)  und  62)  bezeichneten  Fußnoten  haben  Nummer  und  Platz  zu 
tauschen. 

S.  19.  In  Fußnote  97j  ist  bei  dem  Zitat  auf  Bolzano  zu  lesen:  p.  12,  51  statt: 
p.  17.  Am  Schlüsse  ist  hinzuzufügen:  Beiden  Beweisen  fehlt  zur  Selb- 
ständigkeit das  „allgemeine  Konvergenzprinzip"  (I  A  3,  13),  welches  Bol- 
zano durch  einen  circulus  vitiosus  zu  beweisen  versucht  (a.  a.  0.  p.  35), 
Cauchy  stillschweigend  postuliert  (vgl.  I  A  3,  p.  65,  66). 

S.  31,  Fußnote  164).     In   allen   drei  Beispielen   ist:   sin  ^r  statt  sin    -  zu  setzen. 

S.  41,  Z.  2  V.  o.:  187   statt  186. 
S.  56,  Z.  10  V.  u.:  Lies:  prooesses  statt  progresses. 
S.  65,  Z.  15  V.  0.:  Streiche  A  ==  0  hinter  der  Klammer. 
S.  65,  Z.  11  V.  u. :  Lies:  :  Ä"  statt  ■ /«". 
S.  102,  Z.  9  V.  c:  Lies:  f{x,  y  +  Ay)  statt  fix,  y)  -j-  Ay. 
S.  115,  Z.  12  V.  o.:  Streiche  die  Klammer  vor  vgl. 
S.  121,  Z.  1  V.  o.:  Lies:   Tj^  +  i  statt  Ts,,,-!. 
S.  125,  Z.  15  v.  u  :  Lies:  x  —  a^  statt  x  —  a. 

S.  502,  Fußnote  191).  Ks  ist  hinzuzufügen:  Im  wesentlichen  schon  bei  J.  Liou- 
ville,  J.  de  math.  10  (1845),  p.  223. 
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